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Òðàíñöåíäåíòíûå óðàâíåíèÿ â 
ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ 

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ôèçè÷åñêèå çàäà÷è, â õîäå ðåøåíèÿ 
êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ òðàíñöåíäåíòíûå óðàâíåíèÿ. Ïîñêîëüêó 
òðàíñöåíäåíòíûå óðàâíåíèÿ íåâîçìîæíî ðåøàòü àíàëèòè÷åñêèì 
ñïîñîáîì, ïðèä¸òñÿ èñêàòü äðóãèå îïòèìàëüíûå ñïîñîáû èõ ðåøå-
íèÿ. Èññëåäîâàíû ñëåäóþùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé: 
ãðàôè÷åñêèé, ÷èñëåííûé, êîìïüþòåðíûé è ýêñïåðèìåíòàëüíûé.  

Ââåäåíèå 

Â òåîðèè ìàòåìàòè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêèìè 
óðàâíåíèÿìè (ëèíåéíûìè, êâàäðàò-
íûìè, òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè è äðó-
ãèìè) èññëåäóþòñÿ è òðàíñöåíäåíò-
íûå óðàâíåíèÿ. Ñëåäóþùèå óðàâíå-
íèÿ ìîãóò áûòü ïðèìåðàìè òðàíñ-
öåíäåíòíûõ óðàâíåíèé: 

2
õ

− lgõ = 10õ, tgx− x
2
−x = 0,

0,7cosx − sin (1,3 x) = 0. 
Î÷åâèäíî, êîðíè ýòèõ óðàâíåíèé 

íåâîçìîæíî íàéòè àíàëèòè÷åñêèì 
ñïîñîáîì. Â ìàòåìàòèêå ýòè óðàâíå-
íèÿ îáû÷íî ðåøàþò ëèáî ãðàôè÷å-
ñêè, ëèáî ïîñðåäñòâîì ÷èñëåííûõ 
ìåòîäîâ. Ïîñêîëüêó ñ ïîçèöèè íàóêè 
ìàòåìàòèêè òðàíñöåíäåíòíûå óðàâ-

íåíèÿ äîñòàòî÷íî õîðîøî èññëå-
äîâàíû, ìû õîòèì îñòàíîâèòüñÿ íà 
ïðîöåäóðå âûáîðà ìåòîäîâ ðåøåíèÿ, 
÷òî èìååò ìåæäèñöèïëèíàðíûé õà-
ðàêòåð.  

Â ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêå ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâ-
íåíèé íåäîñòàòî÷íî óäåëÿåòñÿ âíè-
ìàíèÿ èõ ïðèêëàäíîìó çíà÷åíèþ. Òî 
åñòü èçó÷åíèå òàêèõ óðàâíåíèé íå 
ïîäêðåïëåíî ïðàêòè÷åñêèìè ïðèìå-
ðàìè èç ôèçèêè, õèìèè, áèîëîãèè. Ñ 
öåëüþ óñòðàíåíèÿ ýòèõ ïðîáåëîâ â 
òåîðèè ìàòåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé 
ïðåäëàãàåòñÿ ðÿä çàäà÷ èç ìåõà-
íèêè, â ïðîöåññå ðåøåíèÿ êîòîðûõ 
ïîëó÷àþòñÿ òðàíñöåíäåíòíûå óðàâ-

Ìóêóøåâ Áàçàðáåê Àãçàøóëû 
Äîêòîð ïåäàãîãè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð 

êàôåäðû ôèçèêè è èíôîðìàòèêè 
Ñåìèïàëàòèíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî 

ïåäàãîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà, 
îáëàäàòåëü ãîñóäàðñòâåííîãî ãðàíòà 

Ðåñïóáëèêè Êàçàõñòàí «Ëó÷øèé 
ïðåïîäàâàòåëü âóçà  2007».

Ìàìåòðååâà Ñàíà Îðàëáåêîâíà
Ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè «Íàçàðáàåâ èíòåëëåêòóàëüíîé 
øêîëû» ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ, 
ã. Ñåìåé, Ðåñïóáëèêà Êàçàõñòàí.
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íåíèÿ, íå ðåøàåìûå àíàëèòè÷åñêè. 
Òàêæå íàìè ñèñòåìàòèçèðîâàíû è 

ïîäîáðàíû îïòèìàëüíûå ìåòîäû 
ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷. 

Çàäà÷è è ðåøåíèÿ 

Çàäà÷à 1. Íà çàêðåïë¸ííûé øàð 
ðàäèóñà R ñâåðõó ïîñòàâëåíà èã-
ðóøêà Âàíüêà-âñòàíüêà (ðèñ. 1). 

Íèæíÿÿ ïîâåðõíîñòü èãðóøêè − 

ñôåðè÷åñêàÿ ñ ðàäèóñîì r, Ñ − öåíòð 

òÿæåñòè èãðóøêè, ÎÑ = 1,9 ñì. Äî 

êàêîãî ïðåäåëüíîãî óãëà βmax ìîæíî 
îòêëîíèòü èãðóøêó, ÷òîáû îíà âîç-
âðàòèëàñü â íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå? 

R = 16 ñì, r = 5,4 ñì. 
Ðåøåíèå. Ïðè îòêëîíåíèè èã-

ðóøêè, íàïðèìåð, âïðàâî, öåíòð 
òÿæåñòè ñìåùàåòñÿ (ñì. ðèñ. 1). Åñëè 
ïðè ýòîì îí îêàæåòñÿ ëåâåå âåðòè-
êàëè ÀÂ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó 
îïîðû À, òî ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè 
áóäåò âîçâðàùàòü èãðóøêó â ïîëî-
æåíèå ðàâíîâåñèÿ. Åñëè æå öåíòð 
òÿæåñòè îêàæåòñÿ ïðàâåå ÀÂ, èã-
ðóøêà óïàä¸ò. 

Îáîçíà÷èì α − óãîë ïîâîðîòà èã-

ðóøêè, β − óãîë ïîâîðîòà ðàäèóñà 
Î'À. Äóãè LA è KÀ ðàâíû (íåò ïðî-

ñêàëüçûâàíèÿ), ò. å.  αr = βR, îòêóäà   

α = β .

R

r

Èç òðåóãîëüíèêà ÎÀÂ èìååì: 

sin sin( ) sin( )

,
sin( (1 / ))

OB AO r

r

R r

β π α β α β

β

= = =

− − +

=

+

èëè 

OB
sin

.
s in ( ( / 1))

r

R r

β

β

=

+

 (1) 

Èãðóøêà âîçâðàòèòñÿ â èñõîäíîå 

ïîëîæåíèå, åñëè ÎÑ >ÎÂ, ò. å. 

ÎÑ>

sin
.

sin( ( / 1))

r

R r

β

β +

 

Ñ ó÷¸òîì ñîîòíîøåíèé R/r ≈ 3  è 

r

OC
=

5,4

1,9
≈ 2,8  ïîëó÷èì: 

sin4β > 2,8 sinβ. 

Ðèñ. 1 

×òîáû íàéòè ïðåäåëüíûé óãîë 

βmax, íàì ïðåäñòîèò ðåøèòü òðèãî-
íîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå  

sin4β
max 

= 2,8sinβ
max

.          (2) 
Ýòî óðàâíåíèå íå èìååò àíàëèòè-
÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ò. å. åãî ìîæíî îò-

íåñòè ê êëàññó òðàíñöåíäåíòíûõ 
óðàâíåíèé.

Ïåðâûé ìåòîä ðåøåíèÿ 

óðàâíåíèÿ (2) − ãðàôè÷åñêèé. 
Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ãðàôèêè 

ôóíêöèé y = sin4β è ó = 2,8sinβ 
ïîñðåäñòâîì ïðèêëàäíîé ïðîãðàììû 
Mathñad 14, è èç ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ 
ãðàôèêîâ (ðèñ. 2) íàéä¸ì:  

β
max

≈ 0,36 ðàä ≈ 20,5°. 

Çíà÷èò, ïðè − 20,5� < β < 20,5�
èãðóøêà âîçâðàùàåòñÿ â íà÷àëüíîå 
ïîëîæåíèå. 

Âòîðîé ìåòîä − ÷èñëåííûé 
àíàëèç. Èñïîëüçóåì èòåðàöèîííûé 
ìåòîä â ñðåäå Microsoft Excel. 
Èñïîëüçóÿ äàííûå ãðàôè÷åñêîãî 
ìåòîäà, ðåøåíèå çàäà÷è áóäåì èñêàòü 

â èíòåðâàëå β ∈ (0,3; 0,4). Ïóñòü øàã 
èòåðàöèè áóäåò ðàâåí 0,005. 

C
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Ðèñ. 2 

1. Â ÿ÷åéêó Â5 ââåä¸ì ïåðâîå
çíà÷åíèå àðãóìåíòà 0,3, à â ÿ÷åéêó 

N1 − øàã èòåðàöèè 0,005. 
2. Â ÿ÷åéêó Â6 ââåä¸ì óðàâíåíèå

= B5 + $N$1.  Âûäåëèâ ÿ÷åéêó Â6  è 

óäåðæèâàÿ íàæàòîé êíîïêó ìûøè, 
ïåðåìåùàåì óêàçàòåëü äî ÿ÷åéêè 
Â25. Òîãäà âûäåëÿåòñÿ äèàïàçîí 
Â6:Â25. Â ðåçóëüòàòå çíà÷åíèå 
êàæäîé ÿ÷åéêè äàííîãî äèàïàçîíà 
áóäåì âû÷èñëÿòü ïî òåêóùåé 
ôîðìóëå. Íàïðèìåð, çíà÷åíèå Â7 
áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëå 

Â   = B6+$N$1, à Â8 = B7+$N$1, è ò. ä.  
3. Â ÿ÷åéêó Ñ5 ââåä¸ì  ôîðìóëó

= SIN(4*B5), à â D5 = 2.8*SIN(B5). 
4. Âûäåëèâ ÿ÷åéêè Ñ5 è D5,

óäåðæèâàÿ íàæàòîé êíîïêó ìûøè, 
ïåðåìåùàåì óêàçàòåëü äî ÿ÷ååê Ñ25 
è ñîîòâåòñòâåííî D25. Â ðåçóëüòàòå 
çíà÷åíèÿ ÿ÷ååê äèàïàçîíîâ Ñ5:Ñ25 è 
D5:D25 áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ ïî 
òåêóùèì ôîðìóëàì.  

5. Èç ïîëó÷åííîé òàáëèöû (ðèñ. 3)
íàõîäèì ðåøåíèå çàäà÷è. Òàêèì 

îáðàçîì, βmax≈ 0,36 ðàä.  

Ðèñ. 3 

Òðåòèé ìåòîä − êîìïü-
þòåðíûé. Â êà÷åñòâå êîìïüþòåð-
íîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 
ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðîãðàììû íà 
ÿçûêàõ Microsoft Excel, Matlab, 

Mathematica, Mathñad, Pascal, C++ è 

äð. Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ ðåøåíèå 
óðàâíåíèÿ (2) íà ÿçûêå ïðîã-
ðàììèðîâàíèÿ Pascal â ñðåäå Delphi. 
Ïðè ýòîì áûë èñïîëüçîâàí îäèí èç 

ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî àíàëèçà − ìåòîä 
Íüþòîíà (ìåòîä õîðä).  

7
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Program Nuton;  

uses crt;  var x,x1,eps,pf:extended; 

 i:integer; function f(x:real):real; 

begin 

 f:=sin(4*x)-2.8*sin(x); 

end; 

function df(x:real):real; 

begin 

  df:=4*cos(4*x)-2.8*cos(x); 

end; 

begin 

clrscr; write('pribligennye znach kornя = '); readln(x1); 

write('neobhodima tosnost = '); 

readln(eps); x:=x1; 

pf:=f(x)/df(x); 

i:=0; 

while abs(pf)>eps do 

begin 

  x:=x-pf; pf:=f(x)/df(x);  inc(i); 

{writeln(x:1:4, pf:10:4);} 

еnd; 

writeln('tosnoe znach kornaя = ',x:1:4); 

writeln('kolichect iterazi = ',i); 

readln; 

еnd.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ:

ïðèáëèæ¸ííîå çíà÷åíèå êîðíÿ − 1, 

íåîáõîäèìàÿ òî÷íîñòü − 0,0001, 

çíà÷åíèå êîðíÿ ñ çàäàííîé 
òî÷íîñòüþ 0,3624 ðàäèàí, ÷èñëî 

èòåðàöèé − 6.  

×åòâ¸ðòûé ìåòîä − ôèçè-
÷åñêèé ýêñïåðèìåíò. Ýêñïåðèìåíò 
øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â åñòåñòâåííûõ 
íàóêàõ â êà÷åñòâå ìåòîäà èññëåäî-
âàíèÿ. Îáùåèçâåñòíî, ÷òî â íåêîòîðûõ 
ñëó÷àÿõ â ôèçèêå, õèìèè è áèîëîãèè 
òå èëè äðóãèå çàêîíû è çàêîíî-
ìåðíîñòè ïðèðîäû óñòàíàâëèâàþòñÿ 
íà îñíîâå òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà. 
Ïîòîì ýòè çàêîíû è çàêîíîìåðíîñòè 
ïåðåïðîâåðÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì âñåâîç-

ìîæíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, è îíè ïî-
ëó÷àþò êàê áû «ðàçðåøåíèå» íà 
äàëüíåéøåå ïðèìåíåíèå â äðóãèõ 
èññëåäîâàíèÿõ.  

Â ìàòåìàòèêå äåëî îáñòîèò 
èíà÷å. Ìàòåìàòè÷åñêèå çàêîíû èëè 

óðàâíåíèÿ íå ïåðåïðîâåðÿþòñÿ ïîñ-

ðåäñòâîì ýêñïåðèìåíòà, à íàïðÿ-
ìóþ èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå ìå-
òîäà èëè èíñòðóìåíòà â ñàìîé 
ìàòåìàòèêå èëè â äðóãèõ íàóêàõ.  
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Ìû äàëåå ðàñìîòðèì íåñêîëüêî 
ïðèìåðîâ, â êîòîðûõ ïîêàæåì ïóòè 
èñïîëüçîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà â êà-
÷åñòâå ìåòîäà ðåøåíèÿ òðàíñ-
öåíäåíòíûõ óðàâíåíèé. Âêëþ÷åíèå 
ýêñïåðèìåíòà â àíàëèç òðàíñöåí-
äåíòíûõ óðàâíåíèé â ôèçè÷åñêèõ 
çàäà÷àõ ðàñêðûâàåò ðîëü è ìåñòî 
òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé â îïè-
ñàíèè ïðèðîäíûõ îáúåêòîâ è ÿâ-
ëåíèé, à òàêæå îáîãàùàåò òåîðèþ 
óðàâíåíèé â ìàòåìàòèêå.   

Ðåøåíèå çàäà÷è 1 ìåòîäîì 
ôèçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. 

1. Íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòà 

óáåäèìñÿ, ÷òî Âàíüêà-âñòàíüêà 
óïàä¸ò â óñëîâèÿõ îòêëîíåíèÿ íà 
20� îò âåðøèíû ïîëóñôåðû (ðèñ. 4). 

2. Èñïîëüçóÿ îáîðóäîâàíèå, 
ïðèâåä¸ííîå íà ðèñ. 5, íóæíî íàéòè 
öåíòð ìàññ  «íåâàëÿøêè».    

Ðèñ. 4 

Ðèñ. 5 

Îáîðóäîâàíèå: øòàíãåíöèðêóëü, 
ïîëóñôåðà ñ òðàíñïîðòèðîì, «íåâà-
ëÿøêà».  

Ðåøåíèå. Ñ ïîìîùüþ øòàí-
ãåíöèðêóëÿ çàìåðèëè ðàäèóñû ïî-
ëóñôåðû è íèæíåé ÷àñòè èãðóøêè 
è ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:  

R = 16 ñì, r = 4 ñì. Ïðîâåä¸ì îïûò, 
êàê èçëîæåíî â ïóíêòå 1. Ñ 
ïîìîùüþ òðàíñïîðòèðà ôèêñèðóåì 
òî÷êó ïàäåíèÿ «íåâàëÿøêè» è 

íàõîäèì  ïðåäåëüíûé óãîë: β
max

  ≈  

≈ 10° ≈ 0,18 ðàä. Èç óðàâíåíèÿ (1) 
(çàäà÷à 1):  

ÎÂ=

( )( )

sin
.

sin / 1

r
OÑ

R r

β

β

=

+

  

Òàêèì îáðàçîì, ÎÑ = 
4 sin10

sin5 10

⋅

⋅

�

�

 ≈    0,9 ñì. 

Çàäà÷à 2. Íà íåïîäâèæíîì êðóã-
ëîì ïîëóöèëèíäðå ðàäèóñîì R (ðèñ. 6) 
ëåæèò äîñêà. Òîëùèíà äîñêè h, äëè-

íà l, 
R

h
= 0,6. 

1) Äî êàêîãî ïðåäåëüíîãî óãëà

ϕïð ìîæíî îòêëîíèòü äîñêó îò ãî-
ðèçîíòàëüíîãî ïîëîæåíèÿ, ÷òîáû îíà  
âîçâðàòèëàñü â íà÷àëüíîå ñîñòîÿ-
íèå? Òðåíèå âåëèêî. 

2) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ
R

h

äîñêà áóäåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè 
óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ?  
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Ðèñ. 6 

3) Ñ÷èòàÿ, ÷òî ïîëóöèëèíäð
íàõîäèòñÿ   íà áåñêîíå÷íîé ãîðè-

çîíòàëüíîé ïëîñêîñòè è ïðè ýòîì 
l

R
=

= 5, 
R

h
= 0,6, âûÿñíèòå,   âîçâðàòèòñÿ  

ëè   äîñêà   â   íà÷àëüíîå   ñîñòîÿíèå 
ïðè ìàêñèìàëüíîì îòêëîíåíèè îò ãî-
ðèçîíòàëüíîãî ïîëîæåíèÿ, êîãäà 
äîñêà êîñí¸òñÿ ïîâåðõíîñòè ñòîëà. 

Ðåøåíèå.   
1) Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò

ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ðàâíîâåñèå äîñêè 
âîîáùå íåóñòîé÷èâî, òàê êàê öåíòð 
ìàññû äîñêè ëåæèò âûøå îñè, 
âîêðóã êîòîðîé  îíà ìîæåò ïîâîðà-
÷èâàòüñÿ. Îäíàêî çäåñü ïîëîæåíèå 
îñè âðàùåíèÿ íå îñòà¸òñÿ íå-
èçìåííûì, ïîýòîìó ýòîò ñëó÷àé 
òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ. 

Ïîñêîëüêó äîñêà óðàâíîâåøåíà â 
ãîðèçîíòàëüíîì ïîëîæåíèè, öåíòð 

ïîëóöèëèíäðà Î1 è öåíòð òÿæåñòè 

äîñêè Î2 ëåæàò íà îäíîé âåðòèêàëè 
(ðèñ. 7). 

Îòêëîíèì äîñêó íà íåêîòîðûé 
óãîë φ îò ãîðèçîíòàëè. Ïðè îò-
ñóòñòâèè òðåíèÿ ïîêîÿ îíà íåìåä-
ëåííî ñîñêîëüçíóëà áû âíèç. ×òîáû 
ñîñêàëüçûâàíèå íå ïðîèñõîäèëî, ìû 
íà ïîâåðõíîñòü ïîëóöèëèíäðà íàê-
ëåèëè íàæäà÷íóþ áóìàãó (øêóðêó). 
Â ýòîì ñëó÷àå äîñêà «ïðî-
êàòûâàåòñÿ» ïî ïîëóöèëèíäðó áåç 
ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Òî÷êà îïîðû èç 

ïîëîæåíèÿ À ïåðåìåùàåòñÿ â íîâîå 
ïîëîæåíèå Ñ, à òà òî÷êà, êîòîðîé 
äîñêà äî îòêëîíåíèÿ îïèðàëàñü î 
ïîëóöèëèíäð, ïåðåõîäèò â íîâîå 
ïîëîæåíèå Â.  

Ïîñêîëüêó ïðîñêàëüçûâàíèå îò-
ñóòñòâóåò, äëèíà äóãè ÀÑ ðàâíà 

äëèíå îòðåçêà ÂÑ:  ∪ÀÑ = ÂÑ = Rφ. 

Öåíòð òÿæåñòè äîñêè  Î2 ïåðåõîäèò 

â ïîëîæåíèå Î3. Åñëè âåðòèêàëü, 

ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç Î3, ïðîõîäèò 
ëåâåå íîâîé òî÷êè îïîðû Ñ, òî ñèëà 
òÿæåñòè ñòðåìèòñÿ âåðíóòü äîñêó â 
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Âûðàçèì ýòî 
óñëîâèå íà ÿçûêå ìàòåìàòèêè. 
Ïðîâåäÿ âåðòèêàëü ÷åðåç òî÷êó Â, 
âèäèì, ÷òî äîëæíî áûòü âûïîëíåíî 
óñëîâèå: 

ÂÅ  ≤  DÑ. 

Ðèñ. 7 

Òàê êàê ÂÅ= 3 sin sin
2

h
O B ϕ ϕ= , à    

DC =    BCcosφ = Rφcosφ, òî èç 
âûøåèçëîæåííîãî óñëîâèÿ   

2

h
sinφ ≤ Rφcosφ,  

èëè 

tgφ ≤ 
2R

h
φ.   (3) 

Ïîäñòàâèâ 
h

R
= 0,6, ïîëó÷èì 

âûðàæåíèå tgφ ≤ 1,2φ. Íàì ñëåäóåò 

ðåøàòü óðàâíåíèå tgφ = 1,2φ. Äàííîå 

R

h

l

R

O2

O1

O3

A

D

B E

C

ϕ

ϕ

ϕ
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óðàâíåíèå òðàíñöåíäåíòíîå. Ïî-
ñðåäñòâîì ïðèêëàäíîé ïðîãðàììû 
Mathñad 14 èçîáðàçèâ ãðàôèêè 

ôóíêöèé ó   = tgφ è ó   = 1,2φ, 
íàõîäèì ðåøåíèå (ðèñ. 8). Çíà÷èò, 

ϕïð ≈ 0,70 ðàä ≈ 39,9°. 

Ðèñ. 8 

2) Èññëåäóÿ íåðàâåíñòâî (3),
íàõîäèì: ÷òîáû äîñêà íàõîäèëàñü â 
ñîñòîÿíèè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ, 

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå 
2R

h
> 1. 

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè 
2R

h
≤1 äîñêà 

áóäåò íàõîäèòüñÿ â íåóñòîé÷èâîì 
ðàâíîâåñèè: äàæå ïðè ìàëîì îò-
êëîíåíèè îíà óïàäåò. Òàêèì îáðà-

çîì, ïîä ëèíèåé y = ϕ ðàñïîëîæåíà 
îáëàñòü íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâå-
ñèÿ  (ðèñ. 9).  

Ðèñ. 9 

Ðèñ. 10 

3) Èç ðèñ. 10 tgφ =

'O A

AL
= 

'
;

OA

BL BA−

 

BL=2,5 R; ÂA = ∪KA = Rφ, èëè 

tgφ = .
2,5

R

R Rϕ−

 

Îòñþäà òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå  

tgφ=

1
.

2,5 ϕ−

    (4) 

Äëÿ ðåøåíèÿ (4) ïîñòðîèì 
ãðàôèêè ôóíêöèé (ðèñ. 11): 

y = tgφ;  y = 
1

.
2,5 ϕ−

Çíà÷åíèå àáñöèññû ïåðåñå÷åíèÿ 
ýòèõ ãðàôèêîâ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì 
äàííîãî òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ: 

ϕìàõ ≈ 0,46 ðàä ≈ 26° < ϕïð 
= 39,9°, 

ïîýòîìó äîñêà âîçâðàòèòñÿ â 
íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå. 

Ðèñ. 11 

Çàäà÷à 3. Íà ïîêîÿùèéñÿ íà 
ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè êóáèê ìàññîé 
m, ñîåäèí¸ííûé ñî ñòåíêîé ïðóæè-

y=tgϕ

y=1,2

ϕ, рад

0,8

0,6

0,4

0,2

00        0,2         0,4         0,6          0,8

ϕ

ϕ, рад

0,8

0,6

0,4

0,2

00  0,2   0,4     0,6  0,8

Îáëàñòü

íåóñòîé÷èâîãî

ðàâíîâåñèÿ

y=tgϕ

y=ϕ
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K A
ϕ

ϕ

y=tgϕ
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íîé, íàëåòàåò ñïðàâà âòîðîé êóáèê 
ìàññîé Ì (ðèñ. 12). Ïðîèñõîäèò àá-
ñîëþòíî óïðóãèé óäàð, ïîñëå ÷åãî 
ïåðâûé êóáèê íà÷èíàåò êîëåáàòüñÿ. 
Êàêàÿ ÷àñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé 
ïðîéä¸ò äî ìîìåíòà âòîðîãî ñòîëê-

íîâåíèÿ êóáèêîâ, åñëè à) m/Ì = 1/2, 

á) m/M << 1? Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ 

ïàðàìåòðà γ = m/Ì âòîðîå ñòîëêíî-
âåíèå íå ïðîèçîéä¸ò âîâñå? 

Ðèñ. 12 

Ðåøåíèå. Ïóñòü v0 − íà÷àëüíàÿ 

ñêîðîñòü âòîðîãî êóáèêà, v1 è v2 − 
ñêîðîñòè êóáèêîâ ïîñëå ïåðâîãî ñî-
óäàðåíèÿ, ïðè÷¸ì îáà êóáèêà äâè-
æóòñÿ âëåâî. Èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ 
èìïóëüñà è ýíåðãèè ïîëó÷àåì:  

Mv0 = mv1 + Mv2, 
2 2 2
0 1 2

2 2 2

Mv mv Mv
= + , 

îòêóäà 

1 0

2

1
v v

γ

=

+

,  2 0

1
.

1
v v

γ

γ

−

=

+

Ïîñëå ñîóäàðåíèÿ âòîðîé êóáèê 
áóäåò äâèãàòüñÿ ðàâíîìåðíî, è åãî 
êîîðäèíàòà ñî âðåìåíåì áóäåò èçìå-
íÿòüñÿ ïî çàêîíó 

x2 = v2t = 0

1

1
v

γ

γ

−

+

t. 

Ïåðâûé æå êóáèê íà÷í¸ò êîëå-
áàòüñÿ ïî çàêîíó 

x1 = xmsinω t. 

×àñòîòà  ãàðìîíè÷åñêèõ  êî-
ëåáàíèé 

ω = ,

k

m

ãäå k − æ¸ñòêîñòü ïðóæèíû. Àìïëè-

òóäó êîëåáàíèé õò íàéä¸ì èç 
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè: 

22
01 1 2

.
2 2 (1 )

m

m

kx vmv v
x

ω γ ω

= ⇒ = =

+

Òàêèì îáðàçîì: 

0
1

2

(1 )

v

x

γ ω

=

+

sinωt. 

Âòîðîå ñîóäàðåíèå êóáèêîâ ïðî-

èçîéä¸ò ïðè óñëîâèè x1 = x2,  ò. å. 

02

(1 )

v

γ ω+

sinωt = 0

1

1
v

γ

γ

−

+

t. 

Îòñþäà 

2sinωt = (1− γ)ωt, 
èëè 

2sin(2π

t

T
) = (1− γ)ωt, 

ãäå T − ïåðèîä êîëåáàíèé, t/T − 
èñêîìàÿ ÷àñòü ïåðèîäà. 

Îáîçíà÷èì πt/T = z. Òîãäà
ïðåäûäóùåå óðàâíåíèå ïðèîáðåò¸ò 
âèä: 

2sin2z = (1−γ)ωt. 

Ïðè γ = 1/2 ïîëó÷àåì: 

sin2z = .
2

z

Íà÷åðòèì ãðàôèêè ôóíêöèé y = 

= sin2z è y = z/2 (ðèñ. 13) è èç èõ ïå-
ðåñå÷åíèÿ íàéä¸ì: 

z ≈1,24 ðàä,  πt/T ≈1,24, 
t

T
≈ 0,39. 

Åñëè m<<M , ò. å. γ → 0, òî 
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 

sin2z = z. 
Åãî ðåøåíèåì áóäåò (ñì. ðèñ. 13) 

z ≈ 0,95 ðàä, èëè 
t

T
≈ 0,30. 

Ðèñ. 13 

Âòîðîãî ñîóäàðåíèÿ êóáèêîâ íå 
ïðîèçîéä¸ò, åñëè èõ êîîðäèíàòû 
áîëüøå íå ñîâïàäóò, ò. å., ãîâîðÿ íà 
ÿçûêå ãðàôèêîâ, åñëè ïðÿìàÿ, âû-
ðàæàþùàÿ ãðàôèê çàâèñèìîñòè êî-

m M

0,95 1,24 2,24

0  1  2  3

1

−1 Íåò ñòîëêíîâåíèÿ
III

z, ðàä



49Ôèçèêà

îðäèíàòû âòîðîãî êóáèêà îò âðå-
ìåíè, íå ïåðåñå÷¸ò âòîðîé ðàç ñèíó-
ñîèäó. Ýòîìó ñîîòâåòñòâóþò âñå 
ïðÿìûå ëèíèè, âûõîäÿùèå èç òî÷êè 
Î è íàõîäÿùèåñÿ â çàêðàøåííîé 
îáëàñòè ìåæäó ëèíèÿìè I è II. Ëè-

íèÿ I ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ m/M → 

→∞ (ìàññà íàëåòàþùåãî êóáèêà 

î÷åíü ìàëà). Îñòàëîñü íàéòè γ äëÿ 

ëèíèè II − êàñàòåëüíîé ê ñèíóñîèäå. 
Êàê âèäíî èç ðèñóíêà 13, 
ýòîé ëèíèè ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå 
z ≈ 2,24 ðàä. Îòñþäà 

γ = 1 −

sin2z

z

≈ 1,44. 

Èòàê, ÷òîáû íå ïðîèçîøëî âòî-
ðîãî ñòîëêíîâåíèÿ, äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ óñëîâèå 

1,44 < γ < ∞. 
Çàäà÷à 4. Íèòü, îá¸ðíóòàÿ   âî-

êðóã   íåïîäâèæíîãî äèñêà   ðàäèó-
ñîì   r,   îáðàçóåò   ïîëóîêðóæíîñòü 
(ðèñ. 14). Îäèí êîíåö íèòè çàêðåïë¸í 
â òî÷êå À, êî âòîðîìó êîíöó íèòè 
ïðèâÿçàí ãðóçèê, êîòîðûé  óäåðæè-
âàåòñÿ  â  òî÷êå  Â  (òî÷êè  À  è  Â 
íàõîäÿòñÿ íà îäíîé âåðòèêàëè). Â 
íåêîòîðûé ìîìåíò ãðóçèê îòïóñêà-
åòñÿ. Êàêàÿ ÷àñòü íèòè îñòàíåòñÿ â 
ñîïðèêîñíîâåíèè ñ äèñêîì, êîãäà 
ãðóçèê äîñòèãíåò íàèâûñøåãî ïîëî-
æåíèÿ? Òðåíèåì ïðåíåáðå÷ü.  

Ðèñ. 14 

Ðåøåíèå. Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ 
ýíåðãèè òî÷êà Â è òî÷êà Ñ (òî÷êà 
äîñòèæåíèÿ íàèâûñøåãî ïîëîæåíèÿ 
ãðóçèêà) íàõîäÿòñÿ íà îäíîé ãîðè-
çîíòàëè (ðèñ. 15). Äàëåå íàõîäèì 

tg
2

θ

=

CD

r
. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 

äëèíà äóãè BD ðàâíà äëèíå îòðåçêà 

CD: ∪BD = CD = rθ. Èòàê, tg
2

θ

= θ.   

Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå äàííîãî 
òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ (ðèñ. 16) 

äà¸ò çíà÷åíèå θ = 2,32 ðàäèàí. 

Ðèñ. 15 

Òàêèì îáðàçîì, 
AD

AB

∪

∪

π θ

π

−

= ≈ 0,26. 

Çàäà÷à 5. Èñïîëüçóÿ äàííûå çà-
äà÷è 1, íàéäèòå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè 
èãðóøêè Âàíüêà-âñòàíüêà â çàâè-
ñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ.  

Ðèñ. 16 

Ðåøåíèå. Åñëè 
r

OC
= 4, òî ìû 

ïîëó÷èì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî: 

sin4β ≤ 4sinβ. Êîãäà β = 0, âûïîë-

íÿåòñÿ ðàâåíñòâî. Åñëè β áóäåò 
ðàñòè, òîãäà âûïîëíÿåòñÿ 

íåðàâåíñòâî sin4β <  4sinβ (ðèñ. 17). 

{

A

r

B

g

{

A

r

B

D

C

θ

y=θ

θ , рад

3

2

1

0 0  1  2  3

θ
y=tg

_
2
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Ðèñ. 17 

Ïðè 
r

OC
≥ 4, èëè ÎÑ≤

4

r

=1,4 ñì, 

èãðóøêà áóäåò íàõîäèòüñÿ â íå-
óñòîé÷èâîì ïîëîæåíèè.  ×òîáû èã-
ðóøêà íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè 
óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ, äîëæíî 

âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå ÎÑ ≥ 
4

r

=1,4 ñì. 

Çàäà÷à 6. Íà ïîëóöèëèíäðå ñ ðà-
äèóñîì R ïîêîèòñÿ îáðó÷, åãî ðà-
äèóñ r. Â íèæíåé òî÷êå îáðó÷à 
ïðèêðåïë¸í ìàññèâíûé ìàëåíüêèé 
øàðèê. Ìàññó îáðó÷à ñ÷èòàòü ðàâ-
íîé íóëþ. Äî êàêîãî ïðåäåëüíîãî 

óãëà β ìîæíî îòêëîíèòü îáðó÷, 
÷òîáû îí âîçâðàòèëñÿ â íà÷àëüíîå 

ïîëîæåíèå? R = 1,8r.   
Ðåøåíèå. Ïðè ïðåäåëüíîì ïîâî-

ðîòå ìàëåíüêèé ìàññèâíûé øàðèê 
ïðèõîäèò â ïîëîæåíèå Â. Ïðè äàëü-
íåéøåì îòêëîíåíèè îáðó÷ ìîæåò 

óïàñòü (ðèñ. 18). Îáîçíà÷èì α − óãîë 

ïîâîðîòà îáðó÷à, β − óãîë ïîâîðîòà 
ðàäèóñà R. Êàê â ðåøåíèè çàäà÷è 1, 

íàïèøåì αr =  βR (íåò ïðîñêàëüçû-
âàíèÿ), îòêóäà 

α = β .

R

r

Ðèñ. 18 

Èç òðåóãîëüíèêà ÎÀÂ èìååì: 

( ) ( )sin sin sin

OB AO r

β π α β α β

= = =

− − +

sin( (1 / ))

r

R rβ

=

+

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå R =  1,8r  

è ÎÂ = ÀÎ = r, ïîëó÷èì óðàâíåíèå 

sin2,8β = sinβ. Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå 
äàííîãî óðàâíåíèÿ îòðàæåíî íà 

ðèñ. 19: β ≈ 0,83 ðàäèàí. 
Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü è 

àíàëèòè÷åñêè. 

Ðèñ. 19 
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