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Øèëîâ Íèêîëàé Âÿ÷åñëàâîâè÷
Êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ñòàðøèé íàó÷-
íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ñèñòåì èíôîðìàòèêè èì.
À.Ï. Åðøîâà ÑÎ ÐÀÍ, ñïåöèàëèñò â îáëàñòè ïðîãðàììíûõ
ëîãèê, ñåìàíòèêè è âåðèôèêàöèè ïðîãðàìì. Àâòîð áîëåå
100 ïóáëèêàöèé, âðåäè êîòîðûõ 8 íàó÷íî-ïîïóëÿðíûõ
ñòàòåé

Øèëîâà Ñâåòëàíà Îëåãîâíà
Èíæåíåð Èíñòèòóòà ñèñòåì èíôîðìàòèêè èì. À.Ï. Åð-
øîâà ÑÎ ÐÀÍ. Èìååò 12 íàó÷íûõ ïóáëèêàöèé ïî ìàòåìà-
òè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ âåðèôèêàöèè, à òàêæå 4 íàó÷-

íî-ïîïóëÿðíûå ñòàòüè 

Êèðïè÷è è äèíàìè÷åñêîå  
ïðîãðàììèðîâàíèå 

    Ïðîñòî òàê êèðïè÷ 
íèêîìó íà ãîëîâó íå óïàä¸ò. 

Ãîâîðÿò, ÷òî Ãàëèëåî Ãàëèëåé îòêðûë çàêîí ðàâíîóñêîðåííîãî 
äâèæåíèÿ ïðè ñâîáîäíîì ïàäåíèè òåë îïûòíûì ïóò¸ì, ñáðàñûâàÿ 
ðàçíûå ïðåäìåòû ñî çíàìåíèòîé Ïàäàþùåé áàøíè â èòàëüÿíñêîì 
ãîðîäå Ïèçà. Íî âîò íåäàâíî íàø êîëëåãà ïî èíñòèòóòó çà ÷àøêîé 
÷àÿ ïðåäëîæèë ñëåäóþùóþ ãîëîâîëîìêó î áðîñàíèè êèðïè÷åé ñ 
âûñîêîé áàøíè. 

1. Ïóñòü ìàðêà êèðïè÷åé
ïî ïðî÷íîñòè – ýòî ìàêñè-

ìàëüíàÿ âûñîòà h (â ìåòðàõ), 
ïðè ïàäåíèè ñ êîòîðîé êèðïè÷ 
íå ðàçáèâàåòñÿ (íî ïðè ïàäåíèè 

ñ âûñîòû (h+1) ìåòðîâ ðàçáèâà-
åòñÿ).  Íàäî îïðåäåëèòü ìàðêó 
êèðïè÷åé îïûòíûì ïóò¸ì, 
ñáðàñûâàÿ èõ ñ ðàçíûõ óðîâíåé 
áàøíè âûñîòîé â ñòî ìåòðîâ. 
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî: óðîâíè â 
áàøíå ñëåäóþò ÷åðåç êàæäûé 
ìåòð; åñëè êèðïè÷ íå ðàçáèâà-
åòñÿ è ïðè ïàäåíèè ñ 100-ãî 
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óðîâíÿ, ìàðêó êèðïè÷à ïðèíè-
ìàþò çà 100; ïðî÷íîñòü  êèð-
ïè÷à íå èçìåíèòñÿ, åñëè îí íå 
ðàçáèëñÿ ïðè ïàäåíèè. Ñêîëüêî 
áðîñàíèé âàì äëÿ ýòîãî äîñòà-
òî÷íî, åñëè ó âàñ òîëüêî äâà 
êèðïè÷à? Êàêîå ÷èñëî áðîñàíèé 
ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì äëÿ 
îïðåäåëåíèÿ ìàðêè êèðïè÷à? 

Äëÿ ðåøåíèÿ ãîëîâîëîìêè íóæíî 
ïðèäóìàòü àëãîðèòì (ò. å. îïðåäå-
ëèòü, ñ êàêèõ óðîâíåé è â êàêîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè áðîñàòü) è äîêà-
çàòü, ÷òî ýòîò àëãîðèòì îïòèìàëåí 
(ìåíüøèì ÷èñëîì áðîñàíèé îáîéòèñü 
íåëüçÿ). Ïðè âûñîòå áàøíè äî 10 
ìåòðîâ çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü ïîäáî-
ðîì, íî íàñ èíòåðåñóåò áîëåå îáùèé 
ñëó÷àé. Ïðåäñòàâèì ãîëîâîëîìêó â 
ñëåäóþùåì îáîáù¸ííîì âàðèàíòå. 

2. Íàéòè ìèíèìàëüíîå ÷èñ-

ëî áðîñàíèé NH, äîñòàòî÷íîå 
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàðêè êèðïè-
÷åé â âûñîêîé áàøíå, åñëè ó âàñ 
åñòü òîëüêî äâà êèðïè÷à è áðî-
ñàòü ìîæíî òîëüêî ñ H óðîâíåé. 

Îïòèìàëüíûé ìåòîä è ðåêóðñèÿ 

Âîçüì¸ìñÿ çà çàäà÷ó 2. Îïòèìàëü-
íûé ïî êîëè÷åñòâó áðîñàíèé ìåòîä å¸ 
ðåøåíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ íåêîòîðîãî øà-
ãà: «ñáðîñèòü ïåðâûé êèðïè÷ ñ óðîâíÿ 
h…». Ïðåäïîëîæèì, ìû êàê-òî âûáðà-
ëè h; òîãäà âåðíî ðàâåíñòâî  

NH  = 1 + max{(h − 1), N(H − h)},  

ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî èìååò ñëåäó-
þùèé ñìûñë: 

1) «ïëþñ 1» ñîîòâåòñòâóåò îä-
íîìó (ïåðâîìó) áðîñàíèþ; 

2) (h − 1) ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ,
êîãäà ïîñëå ïåðâîãî áðîñàíèÿ  êèð-
ïè÷ ðàçáèëñÿ è ó íàñ îñòàëñÿ åäèí-
ñòâåííûé êèðïè÷, êîòîðûé íàäî ïî-
ñëåäîâàòåëüíî áðîñàòü ñ óðîâíåé  1, 

2, … (h − 1); 

3) N(H− h) ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ,
êîãäà ïîñëå ïåðâîãî áðîñàíèÿ êèðïè÷ 
îñòàëñÿ öåë, è ìû âåðíóëèñü ê èñõîä-

íîé çàäà÷å äëÿ Í − h óðîâíåé; 
4) «max» âûáèðàåò õóäøèé èç

ñëó÷àåâ, îïèñàííûõ â 2 è 3 − ìàëî 

ëè êàêîé êèðïè÷ íàì ïîïàä¸òñÿ! 
Êàê îïòèìàëüíûì îáðàçîì âû-

áðàòü h, ìû ïîêà íå çíàåì. Íî íàñ 

èíòåðåñóåò îïòèìàëüíûé ìåòîä, 

äàþùèé ìèíèìàëüíîå ÷èñëî áðîñà-
íèé, è ïîýòîìó ìû ìîæåì âûïèñàòü 
ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî: 

NH  = min1 ≤ h ≤ H (1 + max{(h − 1), N(H 
− h)}) = 1 + min1 ≤ h ≤ H max{(h − 1), N(H − h)}. 

Информатика
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Êðîìå òîãî, ìîæíî âûïèñàòü åù¸ 

îäíî î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî: N0 = 0. 

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N0, N1, …, NH, …, 

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ýòèì äâóì 

ðàâåíñòâàì, åäèíñòâåííà. Äåéñòâè-

òåëüíî,  N0 îïðåäåëåíî, N1 îïðåäåëÿ-

åòñÿ òîëüêî ÷åðåç N0, N2, –  òîëüêî 

÷åðåç N0 è N1, NH – òîëüêî ÷åðåç 

N0, N1, … N(H − 1). Òàêèå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè íàçûâàþòñÿ ðåêóðñèâ-
íûìè (ðåêóðñèâíî âû÷èñëèìûìè). 

Î÷åâèäíî, ÷òî ìû èìååì ñèñòåìó 
óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ôóíê-

öèþ
1
, ïî êîòîðîé ìîæíî âû÷èñëèòü

÷èñëî áðîñàíèé. 

N(0) = 0, 

N(H) = 1 + min1≤ h ≤ H max{(h – 1) N(H – h)}.  

Àðãóìåíòû ýòîé ôóíêöèè – íàòó-

ðàëüíûå ÷èñëà, çíà÷åíèÿ – ÷ëåíû ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè N0, N1, … N(H – 1) …, 

ïðè÷¸ì N(i) = Ni. Êàê ñëåäóåò èç ðàñ-
ñóæäåíèÿ î åäèíñòâåííîñòè ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ÷èñåë N0, N1, … NH, …, 
äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò 
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ðåøàÿ íàøó 
çàäà÷ó, ìû îïòèìèçèðîâàëè çíà÷åíèÿ 
ôóíêöèè N; ýòó ôóíêöèþ íàçûâàþò 

öåëåâîé äëÿ íàøåé çàäà÷è. 
Çàìåòèì, ÷òî ýòà ñèñòåìà óðàâíå-

íèé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì ðåêóðñèâ-
íîé ôóíêöèè, ò. å. ðåêóðñèâíûì àëãî-
ðèòìîì. È ïîëó÷èëè ìû åãî äëÿ ðåøå-
íèÿ íàøåé çàäà÷è, ïîëüçóÿñü ëèøü 
ðàññóæäåíèÿìè îá îïòèìàëüíîñòè.   

Äëÿ òåõ, êîìó òåðìèí «ðåêóðñèâ-
íàÿ ôóíêöèÿ» íå ñîâñåì ïîíÿòåí, 
ïîÿñíèì. Åñëè â îïðåäåëåíèè ôóíê-
öèè âñòðå÷àåòñÿ îáðàùåíèå ýòîé 
ôóíêöèè ê ñàìîé ñåáå, òî òàêàÿ 

ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíîé. 
Äðóãèìè ñëîâàìè, ðåêóðñèâíàÿ 
ôóíêöèÿ – ýòî ôóíêöèÿ, çíà÷åíèÿ 

êîòîðîé â îäíèõ òî÷êàõ îïðåäåëÿþò-
ñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ â äðóãèõ òî÷êàõ. 
Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ ôàêòîðèàë 

Fact(n) = n! ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà 
ðåêóðñèâíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

Fact(n) =  if (n=0) then 1 else n′Fact(n-1). 
À ôóíêöèÿ Fib(n), âû÷èñëÿþùàÿ   
n-îå ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è, îïðåäåëÿåòñÿ 
ðåêóðñèâíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

Fib(n) = if (n=0 or n=1) 

then 1 else (Fib(n−2) + Fib(n−1)).  

Êñòàòè, ñàìî ñëîâî «ðåêóðñèÿ» − 
ëàòèíñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, îíî ïðî-

èñõîäèò îò recursio è îçíà÷àåò 
«âîçâðàùåíèå». Êàê âèäíî èç ïðèâå-
ä¸ííûõ ïðèìåðîâ, òàêîå èñõîäíîå 
çíà÷åíèå òåðìèíà âïîëíå ñîãëàñóåò-
ñÿ ñ åãî èñïîëüçîâàíèåì â ìàòåìà-
òèêå è ïðîãðàììèðîâàíèè. 

Ïðè÷¸ì òóò äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå? 

     Çàäà÷è, â êîòîðûõ íóæíî íàéòè 
îïòèìàëüíîå ðåøåíèå,  íàçûâàþòñÿ 

îïòèìèçàöèîííûìè. Ìåòîä «äè-
íàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ» 
áûë ðàçðàáîòàí êàê ðàç äëÿ ðåøå-
íèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷. Ïîèñê 
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ðåêóðñèâíî 
ñâîäèòñÿ ê ïîýòàïíîìó ïîèñêó îïòè-
ìàëüíûõ ðåøåíèé; ïëàí èëè ïðî-

ãðàììà äåéñòâèé, ïðèâîäÿùàÿ ê îï-
òèìàëüíîìó ðåçóëüòàòó è ñîñòîÿùàÿ 
èç íåñêîëüêèõ øàãîâ, îñòà¸òñÿ îï-
òèìàëüíîé íà ëþáîì ñâî¸ì øàãå. 
Èìåííî òàê ìû è ðåøàëè íàøó çà-
äà÷ó. Ðåêóðñèâíûé ìåòîä ðåøåíèÿ 
îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷  è åñòü (èñ-
òîðè÷åñêè) ïåðâûé ëèê äèíàìè÷å-
ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â òàêîé 

1
Äàííàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, òî åñòü 

óðàâíåíèé, êîòîðûå âûðàæàþò ñâÿçü ìåæäó çíà÷åíèåì ôóíêöèè (èëè ôóíêöèé) â 

îäíîé òî÷êå ñ å¸ çíà÷åíèÿìè â äðóãèõ òî÷êàõ. 

Информатика
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ôîðìå äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðî-
âàíèå áûëî ââåäåíî Ðè÷àðäîì Áåë-
ëìàíîì â 1950-õ ãîäàõ. Îí æå ïðåä-
ëîæèë ñàì òåðìèí «äèíàìè÷åñêîå-
ïðîãðàììèðîâàíèå». Íî ýòîò òåðìèí 
èìååò ìàëî îáùåãî ñ  ïðîãðàììèðî-
âàíèåì äëÿ ÝÂÌ, êîòîðîå òîëüêî 
çàðîæäàëîñü 1950-å ãîäû. Ñóùå-
ñòâèòåëüíîå «ïðîãðàììèðîâàíèå» 
òîãäà èìåëî çíà÷åíèå «ïëàíèðîâà-
íèå» (íàïðèìåð, â íàçâàíèè «ëèíåé-
íîå ïðîãðàììèðîâàíèå»).  À ïðèëà-
ãàòåëüíîå «äèíàìè÷åñêîå» óêàçûâà-
åò íà ñìåíó ñîñòîÿíèé, − íàïðèìåð, 
â íàçâàíèÿõ «äèíàìè÷åñêèå ñèñòå-
ìû» èëè «äèíàìè÷åñêàÿ ëîãèêà». 

Èìÿ Ð. Áåëëìàíà ñîõðàíåíî â 
íàçâàíèÿõ «ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè 
Áåëëìàíà» è «óðàâíåíèå Áåëëìàíà». 
Ýòîò ïðèíöèï ìû óæå ñôîðìóëèðî-
âàëè: ïëàí, ïðîãðàììà äåéñòâèé, 
ïðèâîäÿùàÿ ê îïòèìàëüíîìó ðå-
çóëüòàòó è ñîñòîÿùàÿ èç íåñêîëüêèõ 
øàãîâ, îñòà¸òñÿ îïòèìàëüíîé íà ëþ-
áîì ñâî¸ì øàãå (â ÷àñòíîñòè, ïîñëå 
ïåðâîãî øàãà). Óðàâíåíèå Áåëëìàíà − 

ýòî ðåêóðñèâíîå óðàâíåíèå äëÿ öå-
ëåâîé ôóíêöèè, âûðàæàþùåå å¸ 
çíà÷åíèå ïîñëå èñïîëíåíèÿ î÷åðåä-
íîãî øàãà ÷åðåç å¸ çíà÷åíèÿ ïåðåä 
èñïîëíåíèåì ýòîãî øàãà. Íàïðèìåð, 
â ñëó÷àå çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì ÷èñ-
ëå áðîñàíèé äâóõ êèðïè÷åé ýòî óæå 

çíàêîìîå íàì âûðàæåíèå N(H) =

= 1 + min1≤ h ≤ H max{(h – 1), N(H – h)}. 

Îò ðåêóðñèè ê èòåðàöèè 

Äàâàéòå ïîïðîáóåì âû÷èñëèòü îäíî 
çíà÷åíèå ôóíêöèè N, íàïðèìåð N(4), â 
ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ å¸ ðåêóðñèâíûì 

îïðåäåëåíèåì â ëåâîðåêóðñèâíîì ïî-
ðÿäêå (ïåðâûì âñåãäà âû÷èñëÿåòñÿ ñà-
ìûé ëåâûé ñàìûé âíóòðåííèé âûçîâ): 

N(4) = 1 + min1 ≤ h ≤ 4 max{(h − 1), N(4 − h)} =  

= 1 + min{max{0, N(3)}, max{1, N(2)}, max{2, N(1)}, max{3, N(0)}} = 

= 1 + min{max{0, 1 + min{max{0, N(2)}, max{1, N(1)}, max{2, N(0)}}},  

    max{1, N(2)}, max{2, N(1)}, max{3, N(0)}} =  

=1 + min{max{0, 1 + min{max{0, 1 + min{max{0, N(1)}, max{1, N(0)}}}, 
 max{1, N(1)}, max{2, N(0)}}},  

   max{1, N(2)}, max{2, N(1)}, max{3, N(0)}} = … = 3. 

Óæå íà ïðåäñòàâëåííîé ÷àñòè âû-
÷èñëåíèé ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ìíîãî-
êðàòíî ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèè N ïðè îäíèõ è òåõ æå 
çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ; â ÷àñòíîñòè, 
N(2) è N(1) âû÷èñëÿëèñü ìíîãîêðàòíî.  

Âîçìîæíûé âàðèàíò îïòèìèçà-
öèè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âû÷èñëÿòü 

òîëüêî íîâûå
1
 âûçîâû ôóíêöèè N,

ñîõðàíÿòü èõ çíà÷åíèÿ â ïàìÿòè è 

çíà÷åíèÿ ïîâòîðíûõ
2
 âûçîâîâ

ôóíêöèè N áðàòü èç ïàìÿòè. Ýòà 

òåõíèêà õîðîøî èçâåñòíà â ôóíêöè-

îíàëüíîì ïðîãðàììèðîâàíèè êàê 

ìåìîèçàöèÿ (memoization). 

1 
Äëÿ òåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ ðàíåå ôóíêöèÿ íå âû÷èñëÿëàñü. 

2  Äëÿ òåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ óæå áûëà âû÷èñëåíà ðàíåå. 
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Îäíàêî ÷àñòî áûâàåò òàê, ÷òî 
ìîæíî «ïðåäñêàçàòü» êîíå÷íîå 
ìíîæåñòâî âñåõ íóæíûõ òî÷åê, êî-
òîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü âî âðåìÿ 
âû÷èñëåíèé öåëåâîé ôóíêöèè â èí-
òåðåñóþùåé íàñ òî÷êå. Òîãäà ìîæíî 

ïðèìåíèòü ìåòîä «âîñõîäÿùåãî 
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ», ñîñòîÿùèé â ñëåäóþùåì. 

1. Âû÷èñëèòü è ñîõðàíèòü ìíîæå-
ñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè âî âñåõ íóæ-
íûõ «òðèâèàëüíûõ» òî÷êàõ. Íàïðè-
ìåð, â ñëó÷àå ôóíêöèè N èíòåðåñóþ-

ùåå íàñ çíà÷åíèå − ýòî N(H), à çíà÷å-

íèå â òðèâèàëüíîé òî÷êå − ýòî N(0), 
åãî ìîæíî ñîõðàíèòü â ÿ÷åéêå N[0] 
ìàññèâà int array N[0..H]. 

2. Ïîïîëíèòü ìíîæåñòâî óæå âû-
÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè çíà-
÷åíèÿìè â íîâûõ «ïðîìåæóòî÷íûõ» 
òî÷êàõ, êîòîðûå ìîæíî âû÷èñëèòü 
íåïîñðåäñòâåííî ïî óæå ñîõðàí¸ííûì 

çíà÷åíèÿì ôóíêöèè. Íàïðèìåð, â 
ñëó÷àå ôóíêöèè N, åñëè ìíîæåñòâî 
óæå âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé N â òî÷-
êàõ 0, … K  (0 ≤ K < H) çàïèñàíî â 
ýëåìåíòàõ ìàññèâà N[0], … N[K],  òî 
ìíîæåñòâî âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé 
ôóíêöèè N ìîæíî ïîïîëíèòü å¸ 

çíà÷åíèåì â òî÷êå (K+1) ïîñðåä-

ñòâîì ïðèñâàèâàíèÿ N[K+1] : = 1 +

+ min1≤ k ≤ K max{(k − 1), N[K − k]}. 
3. Ïîâòîðÿòü øàã 2, ïîêà íå áó-

äåò âû÷èñëåíî çíà÷åíèå öåëåâîé 
ôóíêöèè â íóæíîé «öåëåâîé» òî÷êå. 

Çàìåòèì, ÷òî ìåòîä âîñõîäÿùå-

ãî äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ ñâ¸ë ðåêóðñèþ ê èòåðàöèè −

ìû âû÷èñëÿåì íóæíóþ íàì ôóíê-
öèþ, äâèãàÿñü «âïåð¸ä» äî íåîáõî-
äèìîé òî÷êè, à íå «íàçàä», èñïîëü-
çóÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ïðåäûäó-
ùèõ òî÷êàõ (êàê ïðèíÿòî â ðåêóð-
ñèâíûõ ôîðìóëàõ). 

Âåðí¸ìñÿ ê íàøèì êèðïè÷àì 

Äàâàéòå âñ¸-òàêè âåðí¸ìñÿ ê 
íàøèì êèðïè÷àì è ðåøèì âòîðóþ 
çàäà÷ó, ïîëüçóÿñü ëèøü çíàíèÿìè 
èç øêîëüíîé ïðîãðàììû. Äëÿ íà÷àëà 

âû÷èñëèì íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè  

NH  = 1 + min1 ≤ h ≤ H max{(h – 1), N(H – h)}: 

N0  = 0 

N1  = 1 + N0  = 1 

N2  = 1 + min1 ≤ h ≤ 2 max{(h – 1), N(H – h)}  = 1 + min{max{0,N1}, max{1,N0}} = 2 

N3 = 1 + min1 ≤ h ≤ 3 max{(h – 1), N(H – h)} =

= 1 + min{max{0,N2}, max{1,N1}, max{2,N0}} = 2 

N4  = 1 + min1 ≤ h ≤ 4 max{(h – 1), N(H – h)}  =

= 1 + min{max{0, N3}, max{1,N2}, max{2,N1}, max{3,N0}} = 3 

N5  = 1 + min1 ≤ h ≤  5 max{(h – 1), N(H – h)}  =  

= 1 + min{max{0,N4}, max{1,N3},max{2,N2}, max{3,N1}, max{4,N0}} = 3 

N6  = 1 + min1 ≤ h ≤ 6 max{(h – 1), N(H – h)}  =  

= 1 + min{max{0,N5}, max{1,N4}, max{2,N3}, max{3,N2}, max{4,N1}, max{5,N0}} = 3 

N7  = 1 + min1 ≤ h ≤ 7 max{(h – 1), N(H – h)} = 1 +  

+ min{max{0,N6}, max{1,N5}, max{2,N4}, max{3,N3}, max{4,N2}, max{5,N1}, max{6,N0}} = 4 

… 

Êàê âèäèì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ni 
ñîñòîèò èç íóëÿ, îäíîé åäèíèöû, 

äâóõ äâîåê, òð¸õ òðîåê... Ïðîâåðèì
1
,

÷òî ýòà ñèìïàòè÷íàÿ çàêîíîìåðíîñòü  

1 Ôàêòè÷åñêè çäåñü ïðèâåä¸í íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà ìåòîäîì ìàòåìàòè÷å-
ñêîé èíäóêöèè. 
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ÿâëÿåòñÿ çàêîíîì äëÿ ýòîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè. Âûáåðåì íîìåð k òàêîé, 

÷òî äëÿ i = 1,...,k ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 

Ni ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíûõ 
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 1,...,n, ïðè÷¸ì 

êàæäîå çíà÷åíèå i ïîâòîðÿåòñÿ i ðàç. 

Íà÷í¸ì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà Nk = n, à 

Nk−1 = n − 1. 
Èìååì: 

Nk−1 = 1 + min1≤ h ≤ k−1 max{(h – 1), N(k − 1 − h)}= 

= 1 + min{max{0, Nk−2}, max{1, Nk−3}, ... , max{n–2, Nk−n},  

max{n–1, Nk− (n+1)}, ... , max{k–3, N1}, max{k–2, N0}} = 

= 1 + min{ Nk
−

2, Nk
−

3, ... , n−2, ... , k–3, k–2} = 1 + min{n–1,..., n–1, n–2, 

 n–1, n, n+1,..., k–2} = n – 1. 

Ó ôóíêöèè min â ýòîì âûðàæå-
íèè (k – 1) àðãóìåíò, è ñðåäè ýòèõ 

àðãóìåíòîâ ñàìûé ìàëåíüêèé –   

max{n–2, Nk−n)} = max{n–2, n–2}. 

Çàìåòèì, êðîìå òîãî, ÷òî ëèøü îäèí 
àðãóìåíò min ðàâåí n–2. Äàëåå, 

Nk = 1 +  min1≤ h ≤ k max{(h – 1), N(k – h)} = 

= 1 + min{max{0, Nk−1}, max{1, Nk−2}, ... , max{n–2, Nk−(n−1)}, max{n–1, Nk−n},  

max{n, Nk−(n+1)}, ... , max{k–2, N1}, max{k–1, N0}} =  n.  

Çäåñü ó ôóíêöèè min óæå k àð-
ãóìåíòîâ, è n  èç íèõ (âûäåëåííûå 
æèðíûì øðèôòîì) ðàâíû (n–1); 
îñòàëüíûå áîëüøå, ÷åì (n–1).  

Ïåðåõîäÿ ê âû÷èñëåíèþ Nk+1 è 

äàëåå äî Nk+(n−1),  çàìåòèì, ÷òî ÷èñ-

ëî àðãóìåíòîâ ôóíêöèè min ñ êàæ-
äûì øàãîì âîçðàñòàåò íà 1, à ÷èñëî 
àðãóìåíòîâ, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ 
ìèíèìóì (ðàâíûé (n–1)) – íà 1 ñî-

êðàùàåòñÿ. ×åðåç n øàãîâ, ïðè âû-

÷èñëåíèè Nk+n, çíà÷åíèåì ôóíêöèè 
min ñòàíåò n. Òàêèì îáðàçîì, n ÷ëå-
íîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè N ñ íîìåðàìè 

k, ... , k+(n−1) ðàâíû n, à Nk+n = n+1. 
Ìû óáåäèëèñü, ÷òî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü NH ñîñòîèò èç íóëÿ, îäíîé 
åäèíèöû, 2-õ äâîåê, ... n ýêçåìïëÿðîâ 
÷èñëà n è ò. ä.   

Íî êàê ïî íîìåðó H îïðåäåëèòü 

çíà÷åíèå NH?  

Äàâàéòå ñíà÷àëà âîçüì¸ì ïðîèç-

âîëüíóþ «ãðàíè÷íóþ» òî÷êó H è 

ïóñòü NH = n, NH +1 = n + 1. Ïî ñâîé-
ñòâó ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëó-

÷àåì H = 1 + 2 + 3 +...+ n = (1 + n)⋅n/2. 

Ïðåîáðàçóÿ óðàâíåíèå, ïîëó÷èì: 

n
2 
+ n − 2×H = 0.

Åãî öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå: 

n = ( D − 1)/2, ãäå D = 1+ 8×H. 

(Ïîíÿòíî, ÷òî íå äëÿ ëþáîãî íàòó-
ðàëüíîãî H äèñêðèìèíàíò íàøåãî 
óðàâíåíèÿ áóäåò ïîëíûì êâàäðàòîì, 
íî äëÿ «ãðàíè÷íûõ» òî÷åê íàøåé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè áóäåò îáÿçàòåëüíî.)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íîìåðà H çíà-

÷åíèå NH − ýòî ìèíèìàëüíîå íàòó-

Информатика



34

ðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî H ≤ 1 + 2 + 

+ 3 +...+ n = (1 + n) × n/2. Òàêèì îá-
ðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê êâàäðàòíîìó 
íåðàâåíñòâó 

n
2 
+ n − 2×H ≥ 0,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò (ó÷èòûâàÿ ìîíî-
òîííîñòü ëåâîé ÷àñòè ïðè n > 0),  

÷òî NH − ìèíèìàëüíîå öåëîå ÷èñëî, 

êîòîðîå íå ìåíüøå ( D  − 1)/2, ãäå   

D = 1+ 8×H. 
Òàêèì îáðàçîì, âòîðàÿ çàäà÷à 

ïîëíîñòüþ ðåøåíà, ïðè÷¸ì òàê, ÷òî 
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè N(H) âû÷èñëèìû 
ïî ôîðìóëå, ñîîòâåòñòâóþùèé àëãî-
ðèòì âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ýòîé 
ôóíêöèè íå ñîäåðæèò íè öèêëîâ, íè 
ðåêóðñèè, à äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàì-
ìèðîâàíèå (â ðåêóðñèâíîé ôîðìå) 
áûëî èñïîëüçîâàíî òîëüêî äëÿ îáîñ-
íîâàíèÿ ýòîé ôîðìóëû. Äëÿ ðåøå-
íèÿ ïåðâîé çàäà÷è î áàøíå âûñîòîé 
100 ìåòðîâ îñòà¸òñÿ òîëüêî ïîäñòà-

âèòü H=100 â ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó. 
Áëàãîäàðíîñòè. Â îñíîâó ðàáîòû 

ïîëîæåí ìàñòåð-êëàññ «Çàìåòêè î 
ïàðàäèãìàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ», 
ïðîâåä¸ííûé îäíèì èç àâòîðîâ 5 
íîÿáðÿ 2010 ã. â ðàìêàõ øêîëû-
ñåìèíàðà «Èñêóññòâî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ» íà î÷íîì òóðå XI Îòêðûòîé 
Âñåñèáèðñêîé îëèìïèàäû ïî ïðî-
ãðàììèðîâàíèþ èì. È.Â. Ïîòòîñèíà, è 

îäíîèì¸ííûé öèêë ëåêöèé íà Çèìíåé 
øêîëå ÍÃÓ-Parallels «Òåîðèÿ è ïðàê-
òèêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ», êîòîðàÿ 
ïðîøëà ñ 31 ÿíâàðÿ ïî 5 ôåâðàëÿ 
2011 ã. â Íîâîñèáèðñêîì ãîñóäàðñòâåí-
íîì óíèâåðñèòåòå. Íåñêîëüêî ïîçæå 
Òåîäîð ßñîíîâè÷ Çàðêóà, ïðîôåññîð 
Ãðóçèíñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ñâÿòîãî 
Àíäðåÿ Ïåðâîçâàííîãî Ïàòðèàðøåñòâà 
Ãðóçèè, ñîîáùèë íàì, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ 
çàäà÷à èñïîëüçóåòñÿ â îëèìïèàäíîì 
ïðîãðàììèðîâàíèè (ñì., íàïðèìåð, 
http://acm.timus.ru/problem.aspx?spac

e=1&num=1223). Àâòîðû âûðàæàþò 
åìó ñâîþ ïðèçíàòåëüíîñòü, à òàêæå 
áëàãîäàðíîñòü Åâãåíèþ Âèêòîðîâè÷ó 
Áîäèíó, ðåãóëÿðíî ñíàáæàþùåìó åãî 
íîâûìè ãîëîâîëîìêàìè çà ÷àåïèòèåì. 
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- Почему ваши дети всё время ссорятся?
- Конфликт версий, - отвечает программист

***
Первый урок английского языка во 2 классе. Учительница:
- Кто из вас, дети, знает английский алфавит?
Антон (сын программиста):
- Я!
- Тогда назови мне его по порядку.
- Q,W,E,R,T,Y...

***
Получив двойку по информатике, ученик не растерялся - удалил 

страницу и переформатировал дневник.


