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Òðèãîíîìåòðèÿ.  

Ìåòîä ââåäåíèÿ  

âñïîìîãàòåëüíîãî óãëà 

Ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèÿ cos sina x b x  ê âèäó cos( )A x

èëè sin( )A x  íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ââåäåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî óãëà

(èëè äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà). Ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè 
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïðè îöåíêå çíà÷åíèé ôóíêöèé, â 
çàäà÷àõ íà ýêñòðåìóì, è ÷òî âàæíî îòìåòèòü, íåêîòîðûå çàäà÷è íå 
ìîãóò áûòü ðåøåíû áåç ââåäåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî óãëà. Â øêîëüíîì 
êóðñå ýòîìó ïðîñòîìó è âàæíîìó ìåòîäó íå âñåãäà óäåëÿåòñÿ äîñòà-
òî÷íî âíèìàíèÿ, è â íåêîòîðûõ ó÷åáíèêàõ îí ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü 
â ðàçäåëå «Çàäà÷è ïîâûøåííîé òðóäíîñòè». Â òî æå âðåìÿ, çàäà÷è 
íà ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà ïðåäëàãàþòñÿ íà ðàçíûõ îëèìïèàäàõ, 
êîíêóðñàõ è äàæå íà ãóìàíèòàðíûõ ôàêóëüòåòàõ óíèâåðñèòåòîâ. 

1. Ââåäåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî óãëà

Îñíîâîé ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèÿ ( ) cos sinF x a x b x  ïðè a  è b  îòëè÷-

íûõ îò íóëÿ ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâî 

2 2

2 2 2 2
cos sin cos sin .

a b
a x b x a b x x

a b a b

⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎝ ⎠

      (1) 

Â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ 
äàëüíåéøèå øàãè î÷åâèäíû, íàïðèìåð: 

1. cos sinx x

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

1 1
2 cos sin

2 2

2 cos cos sin sin
4 4

x x

x x

2 cos ,
4

x⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

 ò. å. âñïîìîãàòåëü-

íûé óãîë .
4

2. sin 3 cosx x

1 3
2 sin cos

2 2
x x

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠
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⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 cos sin sin cos
3 3

2sin , вспомогательный угол .
3 3

x x

x

Â îáùåì ñëó÷àå îáðàòèì âíèìà-
íèå íà òî, ÷òî íîâûå êîýôôèöèåíòû 
â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (1) óäîâëå-
òâîðÿþò ðàâåíñòâó: 

2 2

2 2 2 2
1.

a b

a b a b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Åñëè äâà ÷èñëà u  è v  òàêîâû, ÷òî 

ñóììà èõ êâàäðàòîâ ðàâíà 1, ò. å. 

2 2 1,u v  òî íà êîîðäèíàòíîé ïëîñ-

êîñòè è òî÷êà ( ; ),M u v  è òî÷êà 

( ; )N v u  ëåæàò íà îêðóæíîñòè ðà-

äèóñà 1 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäè-

íàò (ðèñ. 1). Äëÿ òî÷êè ( ; )M u v  ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííûé óãîë  òà-

êîé, ÷òî cos ,u sin ,v  0 2 .
Àíàëîãè÷íî, äëÿ òî÷êè ( ; )N v u  ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííûé óãîë ,  äëÿ

êîòîðîãî cos ,v sin ,u 0 2 .

Ðèñ. 1 

Ââåä¸ì âñïîìîãàòåëüíûé óãîë ,
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì: 

2 2

2 2

cos ,

sin .

a

a b
b

a b

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪
⎩

Èç ôîðìóëû (1) ïîëó÷èì 

cos sina x b x
2 2 (cos cos sin sin )a b x x  

2 2 cos( ).a b x (2) 

Åñëè æå âûáåðåì âñïîìîãàòåëüíûé 
óãîë, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëàìè: 

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪
⎩

2 2

2 2

sin ,

cos ,

a

a b
b

a b
òî èç (1) ïðèä¸ì ê äðóãîé ôóíêöèè: 

cos sina x b x
2 2 (sin cos cos sin )a b x x  

2 2 sin( ).a b x    (3) 

Ó íåêîòîðûõ ó÷àùèõñÿ âîçíèêà-
þò çàòðóäíåíèÿ ïðè çàïèñè çíà÷åíèÿ 
âñïîìîãàòåëüíîãî óãëà. Ïîêàæåì, ÷òî 
òðóäíîñòåé ìîæíî èçáåæàòü, âûáè-
ðàÿ âñåãäà âñïîìîãàòåëüíûé óãîë â 
ïåðâîé êîîðäèíàòíîé ÷åòâåðòè. 

Âûïîëíèì îñíîâíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå (1) è ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëü-

íûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè a  è ,b  

îäèí èç åãî îñòðûõ óãëîâ è âûáèðà-
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åì â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî óãëà. 
Ïîÿñíèì íà ïðèìåðàõ. 

1. ( ) 5cos 12sinF x x x

12 5
13 sin cos .

13 13
x x⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñ 
êàòåòàìè 5 è 12 ãèïîòåíóçà ðàâíà 13 
(ðèñ. 2). Âûáåðåì âñïîìîãàòåëüíûé 

óãîë ,  äëÿ êîòîðîãî 
12

cos
13

 è 

5
sin ,

13
 òîãäà  

( ) 13 cos sin sin cos

13sin( ).

F x x x

x

Ðèñ. 2 

Óãîë   îñòðûé, îí ðàâåí êàæ-
äîìó èç òð¸õ çíà÷åíèé:  

12 5 5
arccos arcsin arctg ,

13 13 12
 

ìîæíî âûáðàòü ëþáîå èç íèõ. 
2. ( ) 3cos 2sinФ t t t

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

(3cos 2sin )

3 2
13 cos sin

13 13

13(cos cos sin sin )

13 cos( ),

t t

t t

t t

t
âñïîìîãàòåëüíûé óãîë  âûáðàí

òàêîé, ÷òî 
3

cos
13

 è 
2

sin
13

(ðèñ. 3). Äëÿ  ìîæíî âûáðàòü ëþ-

áîå èç çíà÷åíèé:  

3 2 2
arcsin arctg .

313 13
arccos  

Åñëè ïî êàêèì-òî ïðè÷èíàì íàäî 
ïðèâåñòè ê âûðàæåíèþ ñî çíàêîì 
«ïëþñ», òî ïî ôîðìóëàì ïðèâåäå-
íèÿ: 

13 cos( ) 13 cos( ).t t  

Ðèñ. 3 

 Âûâîäû:  

1. Âûðàæåíèå cos sina x b x
ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ôîðìóëå (1), à 
âñïîìîãàòåëüíûé óãîë âûáèðàåòñÿ 
ïîñëå ðàçìûøëåíèé. 

2. Ïðåîáðàçîâàíèå ñ ââåäåíèåì
âñïîìîãàòåëüíîãî óãëà åñòü ðàâíî-
ñèëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå. 

3. Èç ôîðìóë (2) è (3) ñëåäóåò,

÷òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ a  è b
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî  

2 2cos sin .a x b x a b

4. Âûáîðîì âñïîìîãàòåëüíîãî 
óãëà ðàññìàòðèâàåìîå âûðàæåíèå 
ìîæíî ïðèâåñòè è ê ôóíêöèè êîñè-
íóñ, è ê ôóíêöèè ñèíóñ. 

5. Âñïîìîãàòåëüíûé óãîë âñåãäà
ìîæíî âûáðàòü îñòðûì (â ïåðâîé 
êîîðäèíàòíîé ÷åòâåðòè), òîãäà 
ïðîùå âñåãî çàïèñûâàþòñÿ åãî 
çíà÷åíèÿ. 

2. Ðåøåíèå ïðîñòåéøèõ óðàâíåíèé

Óðàâíåíèå  cos sina t b t c  ïðè

0a b c  èìååò ðåøåíèå ëèøü â

ñëó÷àå 2 2 2

2 2
1,

c
a b

a b
ò. å.  ñ  

(ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóë (2) è (3)). 

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ:  

) 3 sin cos 2,

) 2соs 2sin 6,
2 2

) 5cos 2 6 sin 8,

a x x

x x
б

в x x

) 3sin3 4cos3 5.г x x
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Ðåøåíèå. à) 2 2 2,a b  íåðà-

âåíñòâî 2 2 2c a b  âûïîëíÿåòñÿ,

ïîýòîìó èìååì:  

3 sin cos 2

3 1 2
sin cos

2 2 2

2
cos sin sin cos

6 6 2

2
sin

6 2

x x

x x

x x

x⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 ,
4
36

2
4

n
x

n

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢⎣

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢⎣

�

5
2 ,

12
11

2 , .
12

n
x

n n

á) Â ýòîì ïðèìåðå óäîáíî âíà÷àëå 
âûíåñòè îáùèé ìíîæèòåëü çà ñêîáêó, 

òîãäà 1, 1.a b  Ò. ê. 2 2 2,a b

íåðàâåíñòâî 2 2 2с a b  âûïîëíÿåò-

ñÿ, òî èìååì 

2 cos sin 6
2 2

1 1
2 2 cos sin 6

2 22 2

x x

x x

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

3
cos

2 4 2

2
2 4 6

5
4 ,

6
1

4 , .
6

x

x
n

n
x

n n

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢⎣

�

â) 5cos 2 6 sin 8.x x  Çäåñü 8,c
2 2 49,a b  íàðóøåíî óñëîâèå 2 2c a

2.b  Óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé.

ã) Íàõîäèì 2 2 5,a b  íåðà-

âåíñòâî 2 2 2c a b  âûïîëíÿåòñÿ,

òîãäà 

3sin3 4cos3 5x x

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

3 4
5 sin3 cos3 5

5 5
x x

sin(3 ) 1.x
Âñïîìîãàòåëüíûé óãîë âûáðàí èç 
óñëîâèé 

3
cos ,

5
4

sin .
5

⎧

⎪
⎪

⎨

⎪

⎪⎩

 Èòàê,  

3 2 ,
2

x n

1 3 2
arccos , .

3 5 6 3
x n n �

Óðàâíåíèÿ ðàññìîòðåííîãî òèïà 
ìîæíî òàêæå ðåøàòü çàìåíîé «òàí-
ãåíñ ïîëîâèííîãî àðãóìåíòà». Íà-

ïðèìåð, ðåøèì óðàâíåíèå г) òàêèì 
ñïîñîáîì. Èñïîëüçóåì ôîðìóëû 

2

2

1 tg
cos2

1 tg
 è 

2

2tg
sin2 .

1 tg

Ïîëàãàÿ 
3

tg ,
2

x t  ñäåëàåì â óðàâíå-

íèè ã) çàìåíó, ïîëó÷àåì 
2

2
3

1

t

t
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2

2
1

4 5,
1

t

t
 îòêóäà ïîëó÷àåì êâàä-

ðàòíîå óðàâíåíèå:  

�

2 6 9 0

3
tg 3

2
2 2

arctg3 , .
3 3

t t

t x

x m m

Êðîìå òîãî, ñëåäóåò ïðîâåðèòü, íå  

ÿâëÿåòñÿ ëè êîðíåì èñõîäíîãî óðàâ-

íåíèÿ çíà÷åíèå 
3

,
2 2

x k  �,k

êîãäà 
3

tg
2

x  íå îïðåäåë¸í. Â äàííîì 

ñëó÷àå 
2

,
3 3

x k �,k  êîðíåì

óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ. Çíà÷èò, èìååì 

îòâåò: �
2 2

arctg3 , .
3 3

x m m

3. Ðåøåíèå óðàâíåíèé âèäà

2 2cos sin cos ,a t b t a b kt  2 2cos sin sina t b t a b kt

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ: 

) 3 sin cos 2cos7 ,

) 3sin3 4cos3 5sin11 .

a x x x

б x x x

Ðåøåíèå.

3 1
) sin cos cos7

2 2

cos cos7 0.
3

a x x x

x x⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

Èñïîëüçóåì ôîðìóëó ðàçíîñòè êî-
ñèíóñîâ 

cos cos 2sin sin
2 2

 

(ñïðàâà – óäâîåííîå ïðîèçâåäå-

íèå ñèíóñà ïîëóñóììû íà ñèíóñ 
îáðàòíîé ïîëóðàçíîñòè àðãóìåí-
òîâ): 

⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢⎣

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢⎣

�

2sin 4 sin 3 0
6 6

4 ,
6

3
6

,
24 4

, .
18 3

x x

x n

x n

n

x
n

n

á) 
3 4

5 sin3 cos3
5 5

x x⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

5sin11x

sin(3 ) sin11x x

⎧

⎪
⎪

⎨

⎪

⎪⎩

sin11 sin(3 ) 0, где

3
cos ,

5
4

sin .
5

x x òàêîâî :

Èñïîëüçóåì ôîðìóëó  

sin sin 2sin cos :
2 2

 

⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢⎣

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢⎣

�

2sin 4 cos 7 0
2 2

4 ,
2

7
2 2

1 3 1
arccos ,

8 5 4
1 3 1

arccos , .
14 14 5 7

x x

x n

x n

n
x

n n

Çàìå÷àíèå 1. Ñîâåðøåííî àíàëî-

ãè÷íî ðåøàåòñÿ, íàïðèìåð, óðàâíåíèå 

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

sin cos 2 cos 5 .
5

x x x

Çàìå÷àíèå 2. Èíîãäà ó÷àùèåñÿ 

äîïóñêàþò îøèáêó â ðåøåíèè óðàâ-

íåíèé âèäà cos cos7
3

x x⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

 è ïî-

äîáíîãî äëÿ ñèíóñîâ. Îíè ñ÷èòàþò, 
÷òî ðàç êîñèíóñû ðàâíû, òî èõ àð-
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ãóìåíòû îòëè÷àþòñÿ íà 2 ,n  ò. å.

çàïèñûâàþò 7 2 ,
3

x x n  îòêóäà

âûðàæàþò .
18 3

k
x  Ïîëó÷àþò

òîëüêî îäíó ñåðèþ ðåøåíèé! Ïî-
ñìîòðèì íà ïåðåñå÷åíèå ïðÿìîé 

y a  ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè cosy t
(ðèñ. 4). Êàê âèäèì,  

3 1 2 12 , но 2 .x x x x  

Ðèñ. 4 

4. Ïðèìåðû êîíêóðñíûõ çàäà÷

Íå âñåãäà óðàâíåíèå çàäà¸òñÿ â òà-
êîì «÷èñòîì» âèäå, êîãäà ïóòü ðåøåíèÿ 
î÷åâèäåí. ×àñòî òðåáóþòñÿ ïðåäâàðè-
òåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ èñïîëüçî-
âàíèåì òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôîðìóë.  

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ: 
2

2 2

) 3 sin2 6sin 5 0,

) 8cos 2 6sin 7sin 7.
2

a x x

x
б x x

Ðåøåíèå.  

à) Ïî ôîðìóëå 22sin 1 cos2t t
ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå:  

3 sin2 3cos2 2

1 3 1
sin2 cos2

2 2 3
1

sin 2 2
3 33

x x

x x

x x⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

1
arcsin 2 ,

3
1

arcsin 2
3

n

n

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢
⎣

1 1
arcsin ,

6 2 3
2 1 1

arcsin , .
3 2 3

n

x

n n

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢
⎣

�

á) Êðîìå ôîðìóëû, èñïîëüçóå-

ìîé â ðåøåíèè çàäà÷è à), èñïîëüçó-

åì òàêæå ôîðìóëó 22cos 1 cos2 ,t t
ïîëó÷èì:  

4(1 cos4 ) 3(1 cos ) 7sin 7

4cos4 (3cos 7sin ) 0

x x x

x x x

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎧

⎪

⎨

⎪
⎩

3 7
4cos4 4 cos sin 0

4 4

cos4 cos( ) 0,

3
arccos

4

x x x

x x
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5 3
2sin sin 0

2 2
5 2 ,

3 2

1 3 2
arccos ,

5 4 5
1 3 2

arccos , .
3 4 3

x x

x n

x n

n

x
n

n

⎡

⎢

⎣

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢⎣

�

Ïðèâåä¸ì åù¸ ïðèìåð, ãäå òðå-
áóåòñÿ îòáîð ðåøåíèé.  

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü óðàâíåíèå 

(1 cos ) ctg 3 sin .x x x
Ðåøåíèå. 

2 2

cos
(1 cos ) 3 sin

sin

cos cos 3 sin sin ,

sin 0.

x
x x

x

x x x x

x

⎧⎪

⎨

⎪⎩

Ðåøàåì óðàâíåíèå, óñëîâèå 

sin 0x  ó÷ò¸ì ïîçæå:

3 sin cos 1

3 1 1
sin cos

2 2 2
1

sin .
6 2

x x

x x

x
⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

Èòàê, èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíî-
ñèëüíî ñèñòåìå: 

2 ,
1 3

6 6 2 ,
sin 0

sin 0.

n x k
x n

x k
x

x

⎧⎡

⎧ ⎪⎢
⎪ ⎪

⎢
⎨ ⎨

⎣
⎪ ⎪
⎩

⎪
⎩

 

Îñòà¸òñÿ îäèí îòâåò:  

�2 , .
3

x k k

5. Èññëåäîâàíèå íà ýêñòðåìóì

Ïðèìåð 5. Íàéòè íàèáîëüøåå è 
íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè 

7sin cos 3 2 1.y x x
Ðåøåíèå. Íå ñòîèò ïðèáåãàòü ê 

âû÷èñëåíèþ ïðîèçâîäíîé è ïîñëå-
äóþùåìó èññëåäîâàíèþ. Ãîðàçäî ïðî-
ùå ââåñòè âñïîìîãàòåëüíûé óãîë: 

7sin cos

7 1
50 sin cos

50 50

50 sin ,

x x

x x

x

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

ãäå, íàïðèìåð, 
7

arccos .
50

 Òîãäà 

( ) 50 sin( ) 3 2 1.y x x  Òак êак 

1 sin( ) 1,x  òî ( ) 5 2 3 2 1y x

2 2 1 è ( ) 5 2 3 2 1 8 2 1y x

Èòàê, max ( ) 8 2 1,y x  min y(x)

2 2 1.  Îòìåòèì, ÷òî ëåãêî óêàçàòü

è òî÷êè, ãäå ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íàè-
áîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ.  

Ïðèìåð 6. Íàéòè íàèìåíüøåå è 
íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè  

2
( ) 1 13 sin 2

7
y x x⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 24 3 sin 2cos cos .
7 2

x
x x⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

Ðåøåíèå. Êîíå÷íî, âûðàæåíèå 
ñïðàâà òðåáóåò óïðîùåíèÿ. Èñïîëü-
çóåì ôîðìóëû, ïðèâåä¸ííûå â ðåøå-
íèè ïðèìåðà 3, áóäåì èìåòü: 

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

2
( ) 1 13 sin 2

7

2
2 3 1 cos 2

7

(1 cos ) cos

y x x

x

x x

2
2 2 3 13 sin 2

7

2
2 3 cos 2

7

2 2 3

13 2 2 3 2
5 sin 2 cos 2

5 7 5 7

x

x

x x

⎛ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜
⎝ ⎠⎝

⎞⎛ ⎞

⎜ ⎟⎟
⎝ ⎠⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
2 2 3 5sin 2 ,

7
x  
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ãäå, íàïðèìåð, 

13
arccos .

5
 

Äàëåå î÷åâèäíî, ÷òî ( ) 2 2 3y x

5 7 2 3  (ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ,

êîãäà 
⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
sin 2 1),

7
x  è ( ) 2y x

2 3 5 2 3 3  (ðàâåíñòâî äîñòèãà-

åòñÿ, êîãäà 
⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
sin 2 1).

7
x  

6. Ìåòîä îöåíîê

Ïðèìåð 7. Ðåøèòü óðàâíåíèå 

4(cos3 sin3 ) 7 3sin 4 .
6

x x x⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

Ðåøåíèå. Âûïîëíèâ ïðåîáðàçî-
âàíèå (1), ïîëó÷èì: 

cos3 sin3 2 cos 3 ,
4

x x x⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

ïîýòîìó óðàâíåíèå ïðèìåò ðàâíî-
ñèëüíûé âèä: 

⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

44cos 3 7 3sin 4 .
4 6

x x

Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íå ïðå-
âîñõîäèò 4, à ïðàâàÿ 7

3sin 4 7 3 4.
6

x⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

 Ñëåäîâàòåëü-

íî, ðàâåíñòâî ìîæåò äîñòèãàòüñÿ 
ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ïðàâàÿ è ëåâàÿ 
÷àñòè ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 4, ò. å. 

êîãäà 
⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

4cos 3 1
4

x  (÷òî ðàâíîñèëü-

íî sin 3 0)
4

x⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

 è sin 4 1.
6

x⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

Ðåøàåì ñèñòåìó: 

⎧ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎪
⎪ ⎝ ⎠

⎨

⎛ ⎞⎪
⎜ ⎟

⎪ ⎝ ⎠⎩

sin 3 0,
4

sin 4 1
6

x

x

3 ,
4

4 2
6 2

,
12 3

12 2

.
12

x k

x n

k
x

n
x

x m

⎧

⎪
⎪

⎨

⎪

⎪⎩

⎧

⎪
⎪

⎨

⎪

⎪⎩

Ïðèìåð 8. Ðåøèòü óðàâíåíèå  

25 sin 3 sin 2cos .x x x
Ðåøåíèå. Ñòàíäàðòíûé ïîäõîä ê 

èððàöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ ïðèâîäèò 
ê ðàññìîòðåíèþ íåïðîñòîé ñèñòåìû:  

⎧⎪

⎨

⎪⎩

2 25 sin 3 (sin 2cos ) ,

sin 2cos 0

x x x

x x

Ïîäóìàâ, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî 
åñëè ââåñòè âñïîìîãàòåëüíûé óãîë: 

sin 2cos 5 cos( ),x x x

где

2
arccos ,

5
 òî óðàâíåíèå ïðèìåò 

âèä 25 sin 3 5cos( ).x x  Òîãäà

âèäíî, ÷òî 25 sin 3 5,x  à 

sin 2cos 5.x x  Óðàâíåíèå ìîæåò

èìåòü ðåøåíèå ëèøü â ñëó÷àå ðàâåíñò-
âà ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé çíà÷åíèþ 

5. Ýòî âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïðè óñëî-

âèè 2sin 3 0x  è cos( ) 1.x  Èìååì

ñèñòåìó 

⎧

⎪

⎨

⎪
⎩

3 ,

2
arccos 2

5

x n

x k
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⎧

⎪
⎪

⎨

⎪

⎪⎩

,
3

2
arccos 2

5

n
x

x k
(4) 

Ñðàâíèì, íàïðèìåð, çíà÷åíèÿ 

êîñèíóñîâ: cos
3

n
 ïðèíèìàåò çíà÷å-

нèÿ 
1

1,
2

  â çàâèñèìîñòè îò  ,n  à 

2
cos arccos 2

5

2 2
cos arccos .

5 5

k
⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà (4) íåñîâìå-
ñòíà, ðåøåíèé íåò. 

7. Âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé

Îòäåëüíî îñòàíîâèìñÿ íà òîì ÷à-
ñòíîì ñëó÷àå ïðîñòåéøèõ óðàâíåíèé 

cos sina x b x c  ïðè 0,a b c  êî-

ãäà ëèáî ,a c  ëèáî .b c

Ïðèìåð 9. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ 

a) sin 2cos 2,x x

á) 4sin2 cos2 4.x x

Â óðàâíåíèè à) ñðàçó óãàäûâà-
þòñÿ ðåøåíèÿ èç óñëîâèÿ 

sin 0,

cos 1,

x

x
⎧

⎨

⎩

ò. å. 2 ,x n   

à â óðàâíåíèè á)  èç óñëîâèÿ

sin2 1,

cos2 0,

x

x
⎧

⎨

⎩

 ò. å. .
4

x n

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä ââåäåíèÿ âñïîìîãà-
òåëüíîãî óãëà, çíà÷åíèÿ ýòîãî óãëà 

ñëåäóåò âûáèðàòü так, ÷òîáû î÷åâèä-
íûå ðåøåíèÿ íå «çàòåðÿëèñü». 

à) sin 2cos 2x x

1 2
5 sin cos 2

5 5
x x

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
sin( ) ,

5
1 2

arccos arcsin
5 5

2
( 1) arcsin .

5
n

x

x n

⎧

⎪
⎪

⎨

⎪

⎪⎩

Âûáîð î÷åâèäåí: 
2

arсsin ,
5

 

òîãäà îòâåò áóäåò òàêîâ:  

2
1 1 arcsin ,

5
nx n  èëè  

⎡

⎢

⎢

⎢⎣

�

2 ,

2
2arcsin 2 , .

5

k

x
k k

á) 4sin2 cos2 4x x

4 1
17 sin2 cos2 4

17 17

4
cos(2 ) ,

17
1 4

arccos arcsin
17 17

4
2 arccos 2 .

17

x x

x

x n

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎧

⎪
⎪

⎨

⎪

⎪⎩

Çäåñü âûáîð ìåíåå î÷åâèäåí. Åñëè 

âñïîìíèì, ÷òî ïðè ëþáîì 1; 1a

ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî arcsina

arccos ,
2

a  òî âûáîð ñòàíîâèòñÿ 

ÿñåí: 
4

arcsin .
17

 Áóäåì èìåòü:  

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢
⎣

4 4
arcsin arccos 2 ,

17 17
2

4 4
arcsin arccos 2

17 17

n

x

n

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢
⎣

2 ,
22

4
2arccos 2 .

2 17

n
x

n

Математика



Èòàê, 

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢
⎣

�

,
4

4
arccos , .

4 17

n
x

n n

Óðàâíåíèÿ ðàññìîòðåííîãî âèäà 
ìîæíî ðåøàòü, èñïîëüçóÿ çàìåíó 
«òàíãåíñ ïîëîâèííîãî àðãóìåíòà». 
Ìû ïðåäëîæèì åù¸ îäèí ìåòîä ÷å-
ðåç ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. 

à) sin 2cos 2x x

2

sin 2(1 cos )

2sin cos 4cos
2 2 2

x x

x x x

cos 0, ,
2 2 2

tg 2 arctg2
2 2

x x
n

x x
n

⎡ ⎡

⎢ ⎢

⎢ ⎢

⎢ ⎢

⎢ ⎢⎣ ⎣

2 ,

2arctg2 2 , .

n
x

n n
⎡

⎢

⎣
�

á)  4sin2 cos2 4x x

2

cos2 4(1 sin2 )

(cos sin )(cos sin )

4(cos sin )

cos sin 0,

cos sin 4(cos sin )

tg 1, ,
4

3
3tg

arctg , .5
5

x x

x x x x

x x

x x

x x x x

x n
x

x
n n

⎡

⎢

⎣

⎡
⎡

⎢
⎢

⎢
⎢

⎢
⎣

⎢⎣

�

8. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. 10cos 2 2 sin 9.t t
(Îòâåò: 

5
arccos 2 , .)

6 3 3
n n �  

2. 6sin 5cos 5.x x

(Îòâåò: 
6

2 , 2arctg 2 , .)
5

n n n �  

3. sin 6 cos 1.z z  

(Îòâåò: .)
4. Íàéòè ìíîæåñòâà çíà÷åíèé

ôóíêöèè  
2( ) sin 12sin cosy x x x x

27cos 20.x

(Îòâåò: 4 5 5, 4 5 .⎡ ⎤
⎣ ⎦

)

5. 3 sin4 cos4 2sin .x x x
(Îòâåò:  

2 2
, , .)

6 5 18 3

n n
n �

6. 3 (4sin 7)tg 4cos 0.x x x

(Îòâåò:  
3

arccos 2 ,
4

n

1 3 2
arccos , .)

3 4 3

n
n �  

7. sin5 cos3x x

3(sin3 cos5 ).x x

(Îòâåò: 
7

, , .)
4 48 4

n
n n �

8.
24cos 3

6
x⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 3 cos 2sin .x x

(Îòâåò: 
2

2 , .)
6 3

n n �

9. Íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

cos2 sin2 2 sinx x x  íà îòðåçêå

7
, .

4 4
⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

(Îòâåò: 
3 13 7

, , .)
4 12 4

 

10. 8 3 sin2 cos2x x

cos18 12cos9 27.x x

(Îòâåò: 2 , .)
3

n n �
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