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Îäíèì èç íàèáîëåå òðóäíûõ âîïðîñîâ ó÷åáíîé ïðîãðàììû 
øêîëüíîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó 
ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà íåêîòîðûì ìåòî-
äàì ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷. 

1. Îïðåäåëåíèÿ, òåîðåìû è ñëåäñòâèÿ

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ. Äâå 

ïðÿìûå íàçûâàþòñÿ ñêðåùèâàþ-
ùèìèñÿ, åñëè îíè íå ëåæàò â îäíîé 

ïëîñêîñòè è íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ðàñ-
ñòîÿíèåì ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ 
ïðÿìûìè íàçûâàåòñÿ äëèíà îòðåçêà ñ 
êîíöàìè íà ýòèõ ïðÿìûõ, ïåðïåíäè-
êóëÿðíîãî èì îáåèì. Ýòîò îòðåçîê íà-
çûâàåòñÿ îáùèì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê 
ñêðåùèâàþùèìñÿ ïðÿìûì. 

Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.  

Òåîðåìà. Îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð 
ê ñêðåùèâàþùèìñÿ ïðÿìûì ñóùå-
ñòâóåò è åäèíñòâåíåí (ðèñ. 1). 

Ðèñ. 1 

Îäíàêî òåîðåìà äà¸ò îòâåò íà 

âîïðîñ òîëüêî î ñóùåñòâîâàíèè 
îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà. Ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷ áîëåå âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ 
ñëåäñòâèÿ, êîòîðûå äàþò ñïîñîáû 
îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó 
ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè. 

Ñëåäñòâèå 1. Äëèíà îáùåãî ïåð-
ïåíäèêóëÿðà ðàâíà äëèíå ëþáîãî 
ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåä¸ííîãî èç 
ïðîèçâîëüíîé òî÷êè îäíîé ïðÿìîé 
íà ïëîñêîñòü åé ïàðàëëåëüíóþ è 
ñîäåðæàùóþ âòîðóþ èç ñêðåùè-
âàþùèõñÿ ïðÿìûõ (ðèñ. 2).  

Ðèñ. 2 

Ñëåäñòâèå 2. Ðàññòîÿíèå ìåæäó 
ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè ðàâíî 
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ðàññòîÿíèþ ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè 
ïëîñêîñòÿìè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ 
ñîäåðæèò îäíó èç ýòèõ ïðÿìûõ. 

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè ñêðåùèâàþ-
ùèåñÿ ïðÿìûå ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî 
äëèíà îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà åñòü 
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ 
îäíîé èç ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ 
ñ ïëîñêîñòüþ åé ïåðïåíäèêóëÿðíîé 
è ñîäåðæàùåé âòîðóþ ñêðåùèâàþ-
ùóþñÿ ïðÿìóþ (ðèñ. 3). 

Âàæíóþ ðîëü ïðè ðåøåíèè çà-
äà÷ èãðàþò è ñâîéñòâà ìíîãîãðàííè- 

êîâ, â ïëîñêîñòÿõ ãðàíåé èëè â 
ïëîñêîñòÿõ ñå÷åíèé êîòîðûõ ÷àñòî 
ðàñïîëàãàþòñÿ çàäàííûå ñêðåùè-
âàþùèåñÿ ïðÿìûå. 

Ðèñ. 3 

2. Ïîñòðîåíèå îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà

Ñíà÷àëà ïðèâåä¸ì ðåøåíèÿ çà-
äà÷, â êîòîðûõ ðàññòîÿíèå ìåæäó 
ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè íàõî-
äèòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ îá-
ùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà íà îñíîâå 
ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå òåîðåìû è 
ñëåäñòâèé. 

Çàäà÷à 1. (Ñì. [1]). Â îñíîâàíèè 

ïðÿìîé ïðèçìû 1 1 1ABCA B C  ëåæèò

òðåóãîëüíèê ,ABC  8AB AC , îäèí

óãîë êîòîðîãî ðàâåí 60 .�  Òî÷êà P
ðàñïîëîæåíà íà ðåáðå 1,AA  ïðè÷¸ì

1: 2:1AP PA  (ðèñ. 4). Íàéäèòå òàí-

ãåíñ óãëà ìåæäó ïëîñêîñòÿìè 

(ABC) è ( ),PCB  åñëè ðàññòîÿíèå 

ìåæäó ïðÿìûìè AB  è 1 1B C  ðàâ-

íî 18 3.

Ðèñ. 4 

Ðåøåíèå. Òàê êàê òðåóãîëüíèê 

ABC  – ðàâíîáåäðåííûé è îäèí èç 

åãî óãëîâ ðàâåí 60 ,�  òî ýòîò òðå-

óãîëüíèê – ðàâíîñòîðîííèé, à ïðèç-

ìà – ïðàâèëüíàÿ. Îòðåçêè AB  è

1 1B C  ðàñïîëîæåíû â ïàðàëëåëüíûõ

ïëîñêîñòÿõ (ABC) è 1 1 1( ),A B C  ñëåäî-

âàòåëüíî, ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìû-

ìè AB  è 1 1B C  ðàâíî ðàññòîÿíèþ

ìåæäó ñîäåðæàùèìè èõ ïëîñêîñòÿìè 
îñíîâàíèé ïðèçìû (ñì. ñëåäñòâèå 2). 
Íî ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëîñêîñòÿìè 
îñíîâàíèé ïðàâèëüíîé ïðèçìû ðàâíî 
äëèíå áîêîâîãî ðåáðà. Òàêèì îáðà-

çîì, 1 18 3.AA  Òîãäà 12 3.AP

Ïðîâîäÿ âûñîòó îñíîâàíèÿ ,AD  êî-

òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé ðàâíîñòî-

ðîííåãî òðåóãîëüíèêà ,ABC  è ñî-

åäèíÿÿ òî÷êè P  è ,D  ïîëó÷èì, ÷òî 

PDA  – óãîë ìåæäó óêàçàííûìè

ïëîñêîñòÿìè. Îòñþäà èìååì 

12 3
tg 3.

4 3

AP
PDA

AD
Îòâåò: 3. 
Çàäà÷à 2. (Ñì. [2]). Îñíîâàíèå ïè-

ðàìèäû ABCD  – òðåóãîëüíèê ABC  

ñî ñòîðîíàìè 6, 8, 10.AC BC AB

Âñå áîêîâûå ð¸áðà ðàâíû 5 2.  Íàé-

äèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè 

DM  è ,BC  ãäå DM  – âûñîòà ïèðà-

ìèäû .ABCD  
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Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî òðå-

óãîëüíèê ABC  – ïðÿìîóãîëüíûé 

(ïî÷åìó?). È òàê êàê âñå áîêîâûå 
ð¸áðà ïèðàìèäû ðàâíû, òî ðàâíû è 
èõ ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü òðåóãîëü-

íèêà .ABC  Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà Ì 

ðàâíîóäàëåíà îò òî÷åê A, B, C è ÿâ-
ëÿåòñÿ öåíòðîì îïèñàííîé îêîëî 

òðåóãîëüíèêà ABC  îêðóæíîñòè, à 

çíà÷èò, M – ñåðåäèíà ãèïîòåíóçû 

AB (ðèñ. 5). È òàê êàê DM  – âûñîòà  

Ðèñ. 5 

ïèðàìèäû, òî ðàññòîÿíèå ìåæäó 

ïðÿìûìè DM  è BC  åñòü äëèíà 

ïåðïåíäèêóëÿðà ,PM  ïðîâåä¸ííîãî 

èç òî÷êè M  äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ êàòå-

òîì BC  (ñì. ñëåäñòâèå 3). Íî PM  –
ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà ABC, è 

ïîýòîìó 
1

3.
2

PM AC  

Îòâåò: 3. 

Çàäà÷à 3. (Ñì. [2]). Â åäèíè÷íîì 

êóáå 1 1 1 1ABCDA B C D  òî÷êà M  – ñå-

ðåäèíà ðåáðà 1.BB  Íàéäèòå ðàññòîÿ-

íèå ìåæäó ïðÿìûìè 1AB  è .CM
Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì ïëîñêîñòü, 

ñîäåðæàùóþ ïðÿìóþ CM  è ïàðàë-

ëåëüíóþ ïðÿìîé 1.AB  Äëÿ ýòîãî â

ïëîñêîñòè ïðàâîé ãðàíè êóáà 

1 1AA B B  ïðîâåä¸ì ïðÿìóþ 1|| .MN AB

Òàê êàê M  – ñåðåäèíà ðåáðà 1BB  è

1|| ,MN AB  òî N  – ñåðåäèíà ðåáðà

.AB  Ñëåäîâàòåëüíî, MN  – ñðåäíÿÿ

ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà 1ABB  è ïëîñ-

êîñòü ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà 

CMN èñêîìàÿ ïëîñêîñòü.

Ïóñòü P  – ñåðåäèíà 1AB , ò. å.

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé 
ïðàâîé ãðàíè êóáà. Òàê êàê äèàãî-
íàëè êâàäðàòà ïåðïåíäèêóëÿðíû, à 

1|| ,MN AB  òî PR MN , ãäå R – ñå-

ðåäèíà MN (ðèñ. 6). Îòðåçîê СR  – 

Ðèñ. 6 

ìåäèàíà ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëü-

íèêà CMN, ïîýòîìó .CR MN  Îò-

ñþäà ñëåäóåò, ÷òî ( ).MN CPR

Ïëîñêîñòè 1 1A BCD  è CMN  ïåð-

ïåíäèêóëÿðíû è ïåðåñåêàþòñÿ ïî 

ïðÿìîé .CR  Ïðîâåä¸ì â ïëîñêîñòè 

1 1A BCD  îòðåçîê PQ CR  (ðèñ. 7).

Ðèñ. 7 
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Ïîëó÷èì, ÷òî PR CMN  è åãî äëèíà

ðàâíà äëèíå îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê 

ñêðåùèâàþùèìñÿ ïðÿìûì 1AB  è CM.

Òàê êàê  

tg 2 2,

2 2
sin sin ,

3

CRB

CBR PRQ

òî 
2 2 2 1

sin .
4 3 3

PQ PR PRQ  

Îòâåò: 
1

.
3

Çàäà÷à 4. (Ñì. [3]). Íà ïðÿìîé l  â 

ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåíû òî÷êè 

,A B  è C  òàê, ÷òî 18, 14.AB BC
Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿ-

ìûìè l  è ,m  åñëè ðàññòîÿíèÿ îò 

òî÷åê ,A  B  è C  äî ïðÿìîé m  

ðàâíû 12, 15 è 20 ñîîòâåòñòâåííî 
(ðèñ. 8). 

Ðèñ. 8 

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì ïëîñêîñòü, 
ñîäåðæàùóþ ïðÿìóþ m  è ïàðàë-

ëåëüíóþ ïðÿìîé .l  Èç òî÷åê ,A B  è

C  íà ïîñòðîåííóþ ïëîñêîñòü îïóñ-

òèì ïåðïåíäèêóëÿðû 1 1,AA BB  è

1,CC  ïîñòðîèâ, òàêèì îáðàçîì, ïðî-

åêöèþ ïðÿìîé l  – ïðÿìóþ 1.l  Ïðî-

âåä¸ì òàêæå ïåðïåíäèêóëÿðû èç 

òî÷åê ,A  B  è C  íà ïðÿìóþ :m  

2 2 2, , .AA BB CC  Îíè áóäóò íàêëîí-

íûìè ê ïîñòðîåííîé íàìè ïëîñêî-
ñòè. Ïî òåîðåìå î òð¸õ ïåðïåíäèêó-

ëÿðàõ èõ ïðîåêöèè 1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C

áóäóò ïåðïåíäèêóëÿðíû ïðÿìîé .m  

Ïðÿìûå 1l  è m  ïåðåñåêóòñÿ â

òî÷êå ,S  ëåæàùåé íà ëó÷å 1 1 .B A

Îáîçíà÷èì äëèíó îòðåçêà ïðÿìîé 1l

îò òî÷êè 1A  äî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

S  êàê .y  Èç ïîäîáèÿ ïîëó÷èâøèõñÿ 

ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ íàõî-
äèì, ÷òî  

1 2 1 2

1 2 1 2
; .

18 32

A A A Ay y

B B y C C y
 

Âîçâîäÿ îòíîøåíèÿ â êâàäðàò, ïîëó-
÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé  

2 2

2 2

2 2

2 2

144
,

225 18

144
,

400 32

x y

x y

x y

x y

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

ãäå x  – äëèíà èñêîìîãî ïåðïåíäè-

êóëÿðà. 

2 2

2 2

2 2

2 2

144
,

225 18

144

400 32

x y

x y

x y

x y

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩
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2 2

22 2

2 2

22 2

144 18 225

18 ,

144 32 400

32 .

y y

x y y

y y

x y y

⎧

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎩

Èñêëþ÷àÿ 2,x  áóäåì èìåòü:

2

2

81 144 36 324 36 324
.

64 1024256 144 64 1024

y y y

yy y

Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà ïîñòîÿííûå 
ìíîæèòåëè îáåèõ ÷àñòåé ïðîïîðöèè  

ïîëó÷èì:  

2

2

9 576 9 9

1616 576 16

y y y

yy y

3 39 16 0.y y y

Ïðÿìûå m  è 1l  ïåðåñåêóòñÿ â

òî÷êå 1.A  Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè 1A

è 2A  ñîâïàäàþò. Òî åñòü 1AA  è

åñòü èñêîìûé ïåðïåíäèêóëÿð. Íî 

1 2 12.AA AA

Îòâåò: 12. 

3. Èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû îáú¸ìà òåòðàýäðà

Âî âñåõ âûøå ðàçîáðàííûõ çà-
äà÷àõ ðåøåíèå ñâîäèëîñü ê ÿâíî-
ìó ïîñòðîåíèþ îáùåãî ïåðïåíäè-
êóëÿðà èëè îòðåçêà, ðàâíîãî åìó. 
Íî äîñòàòî÷íî ÷àñòî ìîæíî îáîé-
òèñü áåç ýòîãî. Ðåøåíèå, íå òðå-
áóþùåå òàêîãî ïîñòðîåíèÿ, îñíî-
âûâàåòñÿ íà ôîðìóëå îáú¸ìà òåò-
ðàýäðà (òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû), â 
êîòîðîé ÿâíî ïðèñóòñòâóåò ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ 
ïðÿìûìè. 

Îáú¸ì òåòðàýäðà ìîæåò áûòü 

âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå: 
1

sin ,
6

V abd

ãäå a  è b  – äëèíû  ñêðåùèâàþ-

ùèõñÿ ð¸áåð òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû, 
 – óãîë ìåæäó ñîäåðæàùèìè èõ

ïðÿìûìè, d  – ðàññòîÿíèå ìåæäó 

ýòèìè ïðÿìûìè. Äîêàçàòåëüñòâî 
ìîæíî  íàéòè  â  êíèãå  [4].  

Ýòó ôîðìóëó öåëåñîîáðàçíî 
èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ 
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñêðåùèâàþ-
ùèìèñÿ ïðÿìûìè, åñëè ïðè ðå-
øåíèè çàäà÷è âîçìîæíî îïðåäå-
ëèòü âñå âåëè÷èíû, êðîìå ðàñ-
ñòîÿíèÿ.  

Çàäà÷à 5. (Ñì. [2]). Äàí êóá 

1 1 1 1ABCDA B C D  ñ ðåáðîì, ðàâíûì .a

Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìû-

ìè 1A D  è 1D C  (ðèñ. 9).

Ðåøåíèå. Äëèíû îòðåçêîâ 1A D  è

1D C  ðàâíû 2,a  óãîë ìåæäó íèìè

Ðèñ. 9 

ðàâåí 60�  (óãîë ìåæäó ñêðåùèâàþ-

ùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè áîêîâûõ ãðà-
íåé êóáà, îí ðàâåí óãëó ïðè âåðøè-
íå Ñ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà 

1 1).CB D  Íàêîíåö, îáú¸ì ïèðàìèäû

1 1CA DD  ðàâåí
3

21 1

3 2 6

a
a a  (îñíî-

âàíèå – òðåóãîëüíèê 1 1,DD A  âûñîòà

CD). Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèå  

3

2

36 .
31 3 3

2
6 2

a
a a

d

a
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Îòâåò: 
3

.
3

a

Çàäà÷à 6. (Ñì. [2]). Â ïðàâèëüíîé 

òðåóãîëüíîé ïðèçìå 1 1 1ABCA B C

ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ðàâíà 1, à áîêî-
âîå ðåáðî ðàâíî 2. Íàéäèòå ðàññòîÿ-

íèå ìåæäó ïðÿìûìè 1AC  è 1A B .

Ðåøåíèå. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ïðèçìà 

1 1 1ABCA B C  ñîñòîèò èç ïèðàìèäû

1 1ABA C  è äâóõ ðàâíîâåëèêèõ, ò. å.

ðàâíîãî îáú¸ìà, ïèðàìèä 1 1 1BA B C  è

1 ,C ABC  îáú¸ì êàæäîé èç êîòîðûõ

ðàâåí 
1

3
 îáú¸ìà ïðèçìû (ðèñ. 10). 

Ïîýòîìó îáú¸ì ïèðàìèäû 1 1ABA C

òàêæå ðàâåí 
1

3
 îáú¸ìà ïðèçìû, êî-

òîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâåí 

3 3
2 .

4 2
V   

Ñëåäîâàòåëüíî, îáú¸ì ïèðàìèäû 

1 1ABA C  ðàâåí
3

.
6

 Äëèíû ð¸áåð 

1 1 5.A B AC  Îñòàëîñü îïðåäå-

ëèòü óãîë ìåæäó ïðÿìûìè 1BA  è

1.AC  Ïðîâåä¸ì 1 1||C N A B . Ïîëó÷èì

ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê 1AC N

Ðèñ. 10 

ñî ñòîðîíàìè 1 1 5,AC C N  AN

3  (ðèñ. 10). Ïðîâîäÿ âûñîòó 1C M
â ýòîì òðåóãîëüíèêå è îáîçíà÷èâ 

1 ,AC N  ïîëó÷èì, ÷òî

3 3
cos ,

2 202 5

17 51 51
sin , sin 2 .

2 20 20 10
Îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå, èñïîëü-

çóÿ ïðèâåä¸ííóþ âûøå ôîðìóëó 
îáú¸ìà òåòðàýäðà: 

3
2 2 176 .

171 51 17
5

6 10

d  

Îòâåò: 
2 17

.
17

 

4. Âåêòîðíûé ìåòîä

Íàèáîëåå îáùèì ñïîñîáîì îïðå-
äåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñêðåùè-
âàþùèìèñÿ ïðÿìûìè ÿâëÿåòñÿ ïðè-
ìåíåíèå âåêòîðíîãî ìåòîäà. Îòûñêè-
âàåòñÿ âåêòîð, ðàâíûé ïî äëèíå îá-
ùåìó ïåðïåíäèêóëÿðó ê ñêðåùè-
âàþùèìñÿ ïðÿìûì è ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûé ëþáîìó íåíóëåâîìó âåêòî-
ðó, ðàñïîëîæåííîìó íà êàæäîé èç 
ýòèõ ïðÿìûõ. Èñõîäÿ èç ðàâåíñòâà 
íóëþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ 
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âåêòîðîâ, ìû 
ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïî-

çâîëÿþùóþ îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû 
îòûñêèâàåìîãî âåêòîðà.  

Çàäà÷à 7. (Ñì. [2]). Äàí åäèíè÷-

íûé êóá 1 1 1 1.ABCDA B C D  Òî÷êà M  –

ñåðåäèíà ðåáðà 1.BB  Íàéäèòå óãîë è

ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè 1AC  è

.DM  Â êàêîì îòíîøåíèè îáùèé 

ïåðïåíäèêóëÿð ýòèõ ïðÿìûõ äåëèò 

îòðåçîê ?DM  

Ðåøåíèå. Òàê êàê ð¸áðà êóáà 
èìåþò äëèíó, ðàâíóþ åäèíèöå, òî  
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ââåä¸ì äåêàðòîâ áàçèñ: ,AD i
���� �

1, .AB j AA k
���� � ������ �

 Â äåêàðòîâîì áàçè-

ñå âåêòîð 1AC
�����

 èìååò êîîðäèíàòû 

(1; 1; 1),  à âåêòîð 
1

1; 1 ; .
2

DM ⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

�����

 

Íàéä¸ì óãîë ìåæäó âåêòîðàìè 1AC
�����

è .DM
�����

 Ïî îïðåäåëåíèþ ñêàëÿðíîãî 

ïðîèçâåäåíèÿ  

1 1 cos ,AC DM AC DM
����� ����� ����� �����

ãäå  – óãîë ìåæäó âåêòîðàìè. Â

äåêàðòîâîì áàçèñå ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå ðàâíî ñóììå ïîïàðíûõ 
ïðîèçâåäåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ êî-
îðäèíàò âåêòîðîâ, à ìîäóëü âåêòî-
ðà ðàâåí êîðíþ êâàäðàòíîìó èç 
ñóììû êâàäðàòîâ åãî êîîðäèíàò. 

Ïîëó÷èì, ÷òî 

1
12cos .

3 3 33
2

 

Ñëåäîâàòåëüíî,  

1
arccos .

3 3
 

Äàäèì îòâåòû íà äâà îñòàâøèõñÿ 

âîïðîñà çàäà÷è. Ïóñòü òî÷êè P  è Q  

òàêîâû, ÷òî îòðåçîê PQ  – îáùèé

ïåðïåíäèêóëÿð ê ñêðåùèâàþùèìñÿ 

ïðÿìûì 1AC  è .DM  Òîãäà PQ
����

 –

âåêòîð, êîòîðûé ïåðïåíäèêóëÿðåí 

âåêòîðàì 1AC
�����

 è DM
�����

 (ðèñ. 11). Çà-

ïèøåì âåðíîå ðàâåíñòâî 

0.PQ QM MB BA AP
���� ����� ����� ���� ���� �

Èç íåãî ïîëó÷èì, ÷òî 

.PQ MQ BM AB PA
���� ����� ����� ���� ����

Ðèñ. 11 

Âåêòîð QM
�����

 êîëëèíåàðåí âåêòî-

ðó ,DM
�����

 ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî 

,  ÷òî .QM DM
����� �����

 Ñëåäîâàòåëüíî, 

âåêòîð MQ
�����

 èìååò êîîðäèíàòû 

1
; ; .

2
⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

Âåêòîðû BM
�����

 è AB
����

 èìåþò êîîð-

äèíàòû ñîîòâåòñòâåííî 
1

0; 0; ,
2

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

  

0; 1; 0 .  Âåêòîð AP
����

 êîëëèíåàðåí 

âåêòîðó 1,AC
�����

 ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîå 

÷èñëî ,  ÷òî 1,AP AC
���� �����

 è ñëåäî-

âàòåëüíî, âåêòîð PA
����

 èìååò êîîðäè-

íàòû ; ; .  Ñêëàäûâàÿ ÷å-

òûðå âåêòîðà, ïîëó÷èì, ÷òî êîîðäè-

íàòàìè âåêòîðà PQ
����

 áóäóò ÷èñëà 

1 1
; 1 ; .

2 2
⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠
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Âåëè÷èíû  è  îïðåäåëèì èç

ñèñòåìû:  

1 0, 0,5 3 1,5,

2,25 0,5 1,250

6
,

13
11

.
26

PQ AC

PQ DM

⎧ ⎧⎪
⇒⎨ ⎨

⎩⎪⎩

⎧

⎪
⎪

⇒ ⎨

⎪

⎪⎩

���� �����

���� �����

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âåêòîð 

1 3 4
; ; .

26 26 26
PQ⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

����

 Åãî äëèíà, ò. å. 

äëèíà îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê 

ñêðåùèâàþùèìñÿ ïðÿìûì 1AC  è

,DM  ðàâíà  

1 9 16 1
.

26 26
d PQ

����

È ïîñëåäíåå: 
6

.
13

QM

DM

�����

�����  Îòêóäà  

6
.

7

MQ

QD
 

Îòâåò:  

1 1 6
arccos ; ; .

73 3 26

MQ
d

QD
 

Â ñèëó ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè âåê-
òîðîâ äåêàðòîâîãî áàçèñà èõ ïîïàðíûå 
ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíû íóëþ, 
÷òî äà¸ò áîëüøîå óïðîùåíèå ïðè âû-
÷èñëåíèÿõ. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî, 
ò. å. àôôèííîãî áàçèñà, ñëåäóåò ó÷è-
òûâàòü âåëè÷èíó óãëîâ ìåæäó êàæäîé 
ïàðîé áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðè âû÷èñ-
ëåíèè èõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé. 

Çàäà÷à 8. (Ñì. [2]). Â ïðàâèëüíîì 

òåòðàýäðå ABCD  ñ ðåáðîì, ðàâíûì 

1, òî÷êà M  – ñåðåäèíà ðåáðà ,BС  à

òî÷êà N  – ñåðåäèíà .AB  Íàéäèòå

óãîë è ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè 

CN  è .DM  Â êàêîì îòíîøåíèè îá-

ùèé ïåðïåíäèêóëÿð ê ýòèì ïðÿìûì 

äåëèò îòðåçîê ?DN  

Ðåøåíèå. Ââåä¸ì âåêòîðû ,DA a
����

�

,DB b DC c
���� � ����

�

 (ðèñ. 12). Äëèíû âåê-

òîðîâ ðàâíû 1, à óãîë ìåæäó êàæäîé 

ïàðîé ýòèõ âåêòîðîâ ðàâåí 60 .�  Ñîñòà-

âèì «òàáëèöó ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ» 
áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Âûðàçèì ÷åðåç 
áàçèñíûå âåêòîðû êàæäûé âåêòîð, íå-
îáõîäèìûé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è.  

1 1 1
,

2 2 2
1

2
1 1 1

.
2 2 2

DM DB DC b c

CN CA CB

a c b c a b c

����� ���� ���� �

�

���� ���� ����

� �

� � � � �

Ðèñ. 12 

Äëèíû âåêòîðîâ 
3

,
2

DM CN
����� ����

à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 

1
2

4
1 1 1 1 1

1 1 2
4 2 2 2 8

DM CN b c a b c

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

����� ���� � �

� � �

(ñì. òàáëèöó). Íàéä¸ì óãîë ìåæäó 

ïðÿìûìè CN  è .DM  Ïðÿìûå îáðà-

çóþò äâà ñìåæíûõ óãëà, êîñèíóñû  

êîòîðûõ ïðîòèâîïîëîæíû. Òàê êàê 
ìû õîòèì íàéòè ìåíüøèé èç íèõ, òî 
åãî êîñèíóñ áóäåò ðàâåí  

4 1
cos .

24 6

DM CN

DM CN

����� ����

����� ����

Ñëåäîâàòåëüíî, 
1

arccos .
6
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Òàáëèöà 

a
�

b
�

c
�

a
�

1 
1

2

1

2

b
� 1

2
1 

1

2

c
� 1

2

1

2
1 

Ïóñòü òî÷êè P  è Q  òàêîâû, ÷òî 

îòðåçîê PQ  – îáùèé ïåðïåíäèêó-

ëÿð ê ñêðåùèâàþùèìñÿ ïðÿìûì 

CN  è .DM  Òîãäà PQ
����

– âåêòîð,

ïåðïåíäèêóëÿðíûé âåêòîðàì CN
����

 è 

DM
�����

 (ñì. ðèñ. 12). Çàïèøåì âåðíîå 

ðàâåíñòâî: 

0

.

PQ QN NB BM MP

PQ NQ BN MB PM

���� ����� ���� ����� ����� �

���� ���� ���� ����� �����

Âåêòîð NQ
����

 êîëëèíåàðåí âåêòîðó 

,CN
����

ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ,
÷òî 

.
2 2

NQ CN a b c
���� ���� �

� �

 

Âåêòîðû 
1 1

,
2 2

BN a b
���� �

� 1

2
MB b
����� �

1
.

2
c
�

 Âåêòîð PM
�����

 êîëëèíåàðåí âåê-

òîðó .DM
�����

 Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñò-

âóåò  òàêîå    ÷èñëî   ,   ÷òî  

.
2 2

PM b c
����� �

�

 Ñêëàäûâàÿ ÷åòûðå 

âåêòîðà, ïîëó÷èì 

1

2 2 2 2

1
.

2 2

PQ a b

c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

���� �

�

�

Íåèçâåñòíûå ÷èñëà  è 

íàéä¸ì èç ñèñòåìû 
0

0

PQ DM

PQ CN

⎧
⎪

⎨

⎪⎩

���� �����

���� ����
. 

Ïðè âû÷èñëåíèè ìû èñïîëüçóåì 
«òàáëèöó óìíîæåíèÿ». Îïóñêàÿ 
âûêëàäêè, çàïèøåì ñèñòåìó â 
âèäå: 

17
,6 1, 35

6 3 3
.

35

⎧

⎪⎧ ⎪

⎨ ⎨

⎩ ⎪

⎪⎩

Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ, 

ïîëó÷èì, ÷òî 
9 7 1

.
35 35 35

PQ a b c
���� �

� �

Íàéä¸ì äëèíó 

70 2 2 35
.

1225 35 35

PQ PQ PQ
���� ���� ����

È, íàêîíåö, 
17

.
18

NQ

QC

Îòâåò: 
1 2 35

arccos ; ; 17:18.
6 35
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