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Øóãàëîâ Áîðèñ Ñåðãååâè÷ 
Êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, 

äîöåíò êàôåäðû åñòåñòâåííî-íàó÷íûõ 
è ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí 

Êóçáàññêîãî ðåãèîíàëüíîãî èíñòèòóòà 
ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè 

è ïåðåïîäãîòîâêè ðàáîòíèêîâ îáðàçîâàíèÿ.

A D

O

E N

B  M C

Ïðîñòîå ñâîéñòâî  
ðàâíîáåäðåííîé îïèñàííîé  

òðàïåöèè  ïóòè îáîñíîâàíèÿ 
Ñâîéñòâà îïðåäåë¸ííîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôèãóðû âûÿâëÿþòñÿ è 

äîêàçûâàþòñÿ â õîäå ðåøåíèÿ âåäóùåãî âîïðîñà î ðàâåíñòâå ïëîùà-
äåé äâóõ íåðàâíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Ïîêàçàíî, êàê èçìåíåíèÿ ÷åð-
òåæà ê çàäà÷å ïðèâîäÿò ê ðàçëè÷íûì ñïîñîáàì å¸ ðåøåíèÿ. Ïðè 
ýòîì èñïîëüçóþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà ïëîùàäè, ïðèçíàêè ðàâåíñòâà 
òðåóãîëüíèêîâ, ñèììåòðèÿ è äðóãèå ñâîéñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð.  

Çàäà÷à. Âîêðóã îêðóæíîñòè ñ 
öåíòðîì â òî÷êå Î îïèñàíà ðàâíî-
áåäðåííàÿ òðàïåöèÿ. ×åðåç âåðøèíó 
ìåíüøåãî îñíîâàíèÿ è öåíòð Î ïðî-
âåäåíà ïðÿìàÿ, ðàçáèâàþùàÿ òðàïå-
öèþ íà äâà ìíîãîóãîëüíèêà. Íàéäèòå 
îòíîøåíèå ïëîùàäåé ýòèõ ìíîãî-
óãîëüíèêîâ. 

1. Èñïîëüçóåì îñåâóþ ñèììåò-
ðèþ ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè. Ñäå-
ëàåì ÷åðò¸æ. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì 
Î âïèñàíà â ðàâíîáåäðåííóþ òðàïå-
öèþ ABCD. Ïðÿìàÿ ÑÎ ðàçáèâàåò 
òðàïåöèþ íà òðåóãîëüíèê CDE è 
òðàïåöèþ ÀÂÑÅ (ðèñ. 1). Äîêàæåì, 
÷òî ïëîùàäè ýòèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ 
ðàâíû:  

S(CDE)  S(ABCE). 
×åðåç òî÷êó Î ïðîâåä¸ì ïðÿ-

ìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ îñíîâàíèþ 
AD (à çíà÷èò, è îñíîâàíèþ ÂÑ). 
Ïóñòü M è N  òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ 
ýòîé ïðÿìîé ñ îñíîâàíèÿìè òðàïå-

öèè. Ïðÿìàÿ MN ÿâëÿåòñÿ îñüþ 
ñèììåòðèè òðàïåöèè ABCD; îñü MN 
ðàçáèâàåò òðàïåöèþ íà äâå ðàâíûå 
òðàïåöèè. Ïîýòîìó ïëîùàäè ýòèõ 
òðàïåöèé ðàâíû: 

S(ABMN)  S(DCMN)  
1
2

S(ABCD). 

Ðèñ. 1 

Òðàïåöèÿ ABMN ñîñòîèò èç ïÿ-
òèóãîëüíèêà ÀÂÌÎÅ è òðåóãîëüíèêà 
EON. Òðàïåöèÿ ÀÂÑÅ ñîñòîèò èç 
òîãî æå ïÿòèóãîëüíèêà ÀÂÌÎÅ è 
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òðåóãîëüíèêà ÑÎÌ. Òðåóãîëüíèêè 
EON è COM ðàâíû. À çíà÷èò, òðà-
ïåöèè ABMN è ÀÂÑÅ  ðàâíîñî-
ñòàâëåííûå ôèãóðû; èõ ïëîùàäè 
ðàâíû: 

S(ABMN)  S(ÀÂÑÅ)  
1
2

S(ABCD). 

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî  
S(ÀÂÑÅ)  S(CDE). 

Ìíîãîóãîëüíèêè, íà êîòîðûå ïðÿìàÿ 
ÑÎ ðàçáèâàåò äàííóþ òðàïåöèþ, 
ðàâíîâåëèêè. 

Ïðîâåä¸ííîå ðàññóæäåíèå íå 
èìååò äîñòàòî÷íîãî îáîñíîâàíèÿ: 
ñëåäóåò äîêàçàòü, ÷òî òðåóãîëüíèêè 
EON è ÑÎÌ ðàâíû, à ïðÿìàÿ MN  
îñü ñèììåòðèè òðàïåöèè ABCD. 

Îáîñíîâàíèå ïðåäñòàâëåííîãî 
ðåøåíèÿ. Òî÷êà N ñîâïàäàåò ñ òî÷-
êîé êàñàíèÿ îêðóæíîñòè è ïðÿìîé 
AD (ðèñ. 1). Â ñàìîì äåëå, ñîåäè-
íèì òî÷êó Î ñ òî÷êîé êàñàíèÿ 
îêðóæíîñòè îñíîâàíèÿ AD. Ïîëó-
÷èì ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé AD, 
îïóùåííûé èç òî÷êè Î (êàñàòåëü-
íàÿ ê îêðóæíîñòè ïåðïåíäèêóëÿð-
íà å¸ ðàäèóñó, ïðîâåä¸ííîìó â 
òî÷êó êàñàíèÿ). Ñîâïàäåíèå òî÷êè 
N ñ òî÷êîé êàñàíèÿ ñëåäóåò èç 
åäèíñòâåííîñòè ïåðïåíäèêóëÿðà, 
ïðîâåä¸ííîãî ÷åðåç äàííóþ òî÷êó 
ê äàííîé ïðÿìîé. 

Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî 
òî÷êà Ì ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé êàñàíèÿ 

îêðóæíîñòè è ïðÿìîé ÂÑ. Òðåóãîëü-
íèêè EON è ÑÎÌ ðàâíû ïî ñòîðîíå 
(ÎÌ  ON) è ïðèëåæàùèì ê íåé 
óãëàì. 

Òî÷êà Ì  ñåðåäèíà îñíîâàíèÿ 
ÂÑ (ðèñ. 1). Äåéñòâèòåëüíî, óãëû ïðè 
îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè 
ðàâíû, Â  Ñ. À ëó÷è ÂÎ è ÑÎ – 
áèññåêòðèñû ýòèõ óãëîâ. Ïîýòîìó 
ðàâíû ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè 
ÎÂÌ è ÎÑÌ ( ÎÂÌ  ÎÑÌ, êà- 
òåò ÎÌ  îáùèé). Ñëåäîâàòåëüíî, 
ÂÌ ÑÌ. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâà-
åòñÿ, ÷òî òî÷êà N  ñåðåäèíà îñíî-
âàíèÿ AD. À çíà÷èò, ïðåîáðàçîâàíèå 
ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé MN 
ïåðåâîäèò òðàïåöèþ ABCD â ñåáÿ. 
Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð 
îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ðàâíîáåä-
ðåííóþ òðàïåöèþ, è ïåðïåíäèêó-
ëÿðíàÿ å¸ îñíîâàíèÿì, ñîâïàäàåò ñ 
îñüþ ñèììåòðèè òðàïåöèè. 

Ïðèâåä¸ì äðóãîé ñïîñîá äîêàçà-
òåëüñòâà ïðèíàäëåæíîñòè öåíòðà Î 
îñè ñèììåòðèè òðàïåöèè ABCD. 

Ðèñ. 2 

Ïðîäîëæèì áîêîâûå ñòîðîíû 
äàííîé òðàïåöèè äî èõ ïåðåñå÷åíèÿ 
â òî÷êå Ò (ðèñ. 2). Ïîëó÷èì 
ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ATD 
(ÀÒ TD). Ïåðïåíäèêóëÿð ÒN, îïó-
ùåííûé èç âåðøèíû Ò íà îñíîâàíèå 
AD ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, 
äåëèò óãîë ATD ïîïîëàì. Ëó÷ ÒN 
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãåîìåòðè÷åñêîå 
ìåñòî òî÷åê, ðàâíîóäàë¸ííûõ îò 
ñòîðîí óãëà ATD. Òàê êàê öåíòð 
îêðóæíîñòè ðàâíîóäàë¸í îò ñòîðîí 

Ìàòåìàòèêà
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óãëà ATD, òî îí ïðèíàäëåæèò ïðÿ-
ìîé ÒN. 

Ïåðïåíäèêóëÿð ÒN òðåóãîëüíèêà 
ATD ÿâëÿåòñÿ è åãî ìåäèàíîé, 
AN DN; àíàëîãè÷íî, òî÷êà Ì  ñå-
ðåäèíà îñíîâàíèÿ ÂÑ. Ïîýòîìó ïðÿ-
ìàÿ ÒN  îñü ñèììåòðèè òðàïåöèè 
ABCD. 

2. Ïî-äðóãîìó äîêàæåì ðàâíîñî-
ñòàâëåííîñòü äàííûõ ìíîãîóãîëü-
íèêîâ. Èç âåðøèí Â è Ñ ìåíüøåãî 
îñíîâàíèÿ îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿðû 
íà áîëüøåå îñíîâàíèÿ òðàïåöèè. Ïî-
ëó÷èì ïðÿìîóãîëüíèê ÂÑÍÅ (ðèñ. 3). 

Òàê êàê ÀÂÅ DCH è 
ÂÑÅ ÍÅÑ, òî òðàïåöèÿ ÀBÑÅ è 

òðåóãîëüíèê CDE  ðàâíîñîñòàâëåí-
íûå ôèãóðû, à çíà÷èò, ðàâíû èõ 
ïëîùàäè: 

S(ABCE)  S(CDE). 

Ðèñ. 3 

Ïðè òàêîì ïîäõîäå ê ðåøåíèþ 
çàäà÷è ñëåäóåò äîêàçàòü, ÷òî îñíî-
âàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåä¸ííî-
ãî èç âåðøèíû Â ê ïðÿìîé AD, ïðè-
íàäëåæèò ïðÿìîé ÑÎ. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîåäèíèì òî÷êó 
Â ñ òî÷êîé Å è äîêàæåì, ÷òî óãîë 
ÂÅÀ  ïðÿìîé (ðèñ. 3). ×åðåç òî÷êó 
Î ïðîâåä¸ì ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíóþ îñíîâàíèÿì òðàïåöèè. Ïåðå-
ñå÷åíèå ýòîé ïðÿìîé ñ ïðÿìûìè ÂÑ 
è AD  òî÷êè Ì è N. Êàê áûëî äîêà-
çàíî âûøå (ïóíêò 1), òðåóãîëüíèêè 
EON è COM ðàâíû è òî÷êà N  ñå-
ðåäèíà îòðåçêà AD. Òàê êàê 
ÑÌ ÅN è ÑÌ NH, òî EN NH. 
Ïîýòîìó  

AE AN EN DN NH  DH. 

Òðåóãîëüíèêè ÀÂÅ è DCH ðàâíû 
ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè 

(AB DC, AE DH, A D). Ñëåäî-
âàòåëüíî, ÂÅÀ ÑÍD 90î.

Èòàê, ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç 
âåðøèíó ìåíüøåãî îñíîâàíèÿ ðàâíî-
áåäðåííîé òðàïåöèè è öåíòð âïè-
ñàííîé â íå¸ îêðóæíîñòè, ïðîõîäèò 
è ÷åðåç îñíîâàíèå âûñîòû òðàïåöèè, 
ïðîâåä¸ííîé èç äðóãîé âåðøèíû å¸ 
ìåíüøåãî îñíîâàíèÿ. 

3. Èñïîëüçóåì öåíòðàëüíóþ ñèì-
ìåòðèþ ïðÿìîóãîëüíèêà. ×åðåç âåð-
øèíû À è D áîëüøåãî îñíîâàíèÿ 
òðàïåöèè ïðîâåä¸ì ïðÿìûå, ïåðïåí-
äèêóëÿðíûå îñíîâàíèþ òðàïåöèè. 
Ïóñòü À1 è D1  òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ 
ýòèõ ïðÿìûõ ñ ïðÿìîé ÂÑ (ðèñ. 4). 

Ïîñòðîåí ïðÿìîóãîëüíèê ÀÀ1D1D. 
Åñëè öåíòð îêðóæíîñòè Î ñîâïàäàåò 
ñ öåíòðîì F ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà  
òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèàãîíàëåé, 
òî òðàïåöèÿ ÀÀ1ÑÅ ñèììåòðè÷íà 
òðàïåöèè D1DEC îòíîñèòåëüíî òî÷-
êè Î. Ýòè òðàïåöèè ðàâíû, ïîýòîìó 
ðàâíû èõ ïëîùàäè: 

S(ÀÀ1ÑÅ)  S(D1DEC). 

Ðèñ. 4 

Òðàïåöèÿ ÀÀ1ÑÅ ñîñòîèò èç òðà-
ïåöèè ÀÂÑÅ è òðåóãîëüíèêà ÀÀ1Â; 
òðàïåöèÿ D1DEC ñîñòîèò èç òðå-
óãîëüíèêîâ CDE è DD1C. 

S(ÀÀ1ÑÅ)  S(ÀÂÑÅ)  S(ÀÀ1Â), 
S(D1DEC)  S(CDE)  S(DD1C). 
Òðåóãîëüíèêè ÀÀ1Â è DD1C ðàâ-

íû (ïî ãèïîòåíóçå è êàòåòó), à çíà-
÷èò, ðàâíû èõ ïëîùàäè:  

S(ÀÀ1Â)  S(DD1C). 

Ìàòåìàòèêà
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Èç âûïèñàííûõ ñîîòíîøåíèé 
ñëåäóåò ðàâåíñòâî: 

S(ÀÂÑÅ) S(CDE). 
Äîêàæåì, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè 

Î ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì F ïðÿìî-
óãîëüíèêà ÀÀ1D1D. 

×åðåç öåíòð F ïðîõîäÿò äâå îñè 
ñèììåòðèè ïðÿìîóãîëüíèêà ÀÀ1D1D. 
Îñü l1 ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ìå-
ñòîì òî÷åê, ðàâíîóäàë¸ííûõ îò ïðÿ-
ìûõ ÀD è ÂÑ (ðèñ. 4). Òàê êàê öåíòð 
îêðóæíîñòè ðàâíîóäàë¸í îò ýòèõ 
ïðÿìûõ, òî îí ïðèíàäëåæèò îñè l1. 
Óáåäèìñÿ, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè Î 
ïðèíàäëåæèò è âòîðîé îñè l2 ïðÿìî-
óãîëüíèêà ÀÀ1D1D. 

Êàê óñòàíîâëåíî â ïóíêòå 1, ïðÿ-
ìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð Î è 
ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ îñíîâàíèþ òðàïå-
öèè ÀD, äåëèò ýòî îñíîâàíèå ïîïîëàì. 
À çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè l2 
ïðÿìîóãîëüíèêà ÀÀ1D1D. 

Öåíòð îêðóæíîñòè, êàê è öåíòð 
ïðÿìîóãîëüíèêà ÀÀ1D1D,  îáùàÿ 
òî÷êà äâóõ îñåé ñèììåòðèè ýòîãî 
ïðÿìîóãîëüíèêà. À çíà÷èò, öåíòð 
âïèñàííîé â ðàâíîáåäðåííóþ òðàïå-
öèþ îêðóæíîñòè ñîâïàäàåò ñ öåí-
òðîì ïîñòðîåííîãî ïî äàííîé òðàïå-
öèè ïðÿìîóãîëüíèêà. 

4. Ïðèìåíèì ôîðìóëû äëÿ ïëî-
ùàäè òðåóãîëüíèêà è òðàïåöèè. 
Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà  

S(CDE)  
1
2

DE CH (ðèñ. 5).

Ðàññìàòðèâàÿ ÷åðò¸æ, ìîæíî 
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òðåóãîëüíèê CDE 
ðàâíîáåäðåííûé: CD  DE. 

Ðèñ. 5 

Â ñàìîì äåëå, ÂÑÅ  CED
(êàê âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå
óãëû ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ) è

ÂÑÅ DCE (ëó÷ ÑÎ  áèññåêòðè-
ñà óãëà BCD). Ñëåäîâàòåëüíî,

CED DCE. Òðåóãîëüíèê CDE 
ðàâíîáåäðåííûé. Ïîýòîìó ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà CDE ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå: 

S(CDE)  
1
2

ÑD CH.

Ïëîùàäü òðàïåöèè 

S(ABCD)  
1
2

(AD  BC) CH.

Ñóììû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí
îïèñàííîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà ðàâíû: 

AD  BC  ÀÂ  CD. 
Ïîýòîìó âûðàæåíèå äëÿ ïëîùà-

äè ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ïðèíè-
ìàåò âèä: 

S(ABCD)  
1
2

(ÀÂ  CD) CH  CD CH.

Èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé äëÿ
ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà è òðàïåöèè
ñëåäóåò S(ABCE)  S(CDE). 

5. À åñëè ïðîâåñòè ñðåäíþþ ëè-
íèþ òðàïåöèè? Ñåðåäèíà ñðåäíåé
ëèíèè îïèñàííîé ðàâíîáåäðåííîé
òðàïåöèè ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì âïè-
ñàííîé â íå¸ îêðóæíîñòè. 

Â ñàìîì äåëå, ïðÿìàÿ KL, ñî-
äåðæàùàÿ ñðåäíþþ ëèíèþ òðàïå-
öèè, åñòü ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî-

Ìàòåìàòèêà
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÷åê, ðàâíîóäàë¸ííûõ îò ïðÿìûõ AD 
è BC (ðèñ. 6). Öåíòð îêðóæíîñòè Î 
ðàâíîóäàë¸í îò ïðÿìûõ AD è BC, è 
çíà÷èò, ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé KL. 

Ïðÿìàÿ MN, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç 
òî÷êó Î è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ îñíî-
âàíèÿì ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè, – 
îñü ñèììåòðèè òðàïåöèè. Ïî òî÷êå Î 
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ äâå òî÷êè 
òðàïåöèè K è L, ñèììåòðè÷íûå îò-
íîñèòåëüíî îñè MN: OK  OL, à çíà-
÷èò, öåíòð Î ñîâïàäàåò ñ ñåðåäèíîé 
F ñðåäíåé ëèíèè òðàïåöèè. 

Íî â ëþáîé òðàïåöèè ïðÿìàÿ, 
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíó ìåíüøå-
ãî îñíîâàíèÿ è ñåðåäèíó å¸ ñðåäíåé 
ëèíèè, ðàçáèâàåò òðàïåöèþ íà äâå 
ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè! 

Äåéñòâèòåëüíî, îòðåçîê FL ÿâëÿ-
åòñÿ ñðåäíåé ëèíèåé òðåóãîëüíèêà 
CDE (ðèñ. 6). Ïîýòîìó  

S(CDE)  
1
2

DE CH  FL CH 

1
2

 S(ABCD). 

Ê òàêîìó æå ðåçóëüòàòó ïðèâî-
äèò èñïîëüçîâàíèå ïîäîáèÿ òðå-
óãîëüíèêîâ CDE è CLF (ðèñ. 6): 

S(CDE)  4 S(CLF) 4
2 2

FL CH

1
2

KL CH
1
2

S(ABCD). 

Ðèñ. 6 

Ìàòåìàòèêà

Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор 
Íóæíû îáà

 ß ïî îáúÿâëåíèþ âàøåãî 
áàíêà. Âû èùåòå íîâîãî êàññè-
ðà?

 Äà. È ñòàðîãî òîæå.

Õîðîøî ñ÷èòàåò...

Îäèí èç áûâøèõ îäíîêëàñ-
ñíèêîâ ñïðàøèâàåò äðóãîãî:

 Êàê  òåáå óäà¸òñÿ øèêàð-
íî æèòü ïðè íå î÷åíü áîëüøîì 
áèçíåñå? Êàê òû ðàññ÷èòûâàåøü 
ñâîé äîõîä è ñâîè âîçìîæíîñòè? 
Ïî ìàòåìàòèêå-òî òû íå áëè-
ñòàë.

 Î÷åíü ïðîñòî. Áåðó, íàïðè-
ìåð, òûñÿ÷ó äîëëàðîâ, ëå÷ó â 
Òóðöèþ, ïîêóïàþ òàì äåø¸âûå 
âåùè è ïðîäàþ èõ çäåñü çà äâå 
òûñÿ÷è. Âîò òàê è æèâó íà ýòè 
äâà ïðîöåíòà. 


