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Îäíî çàìå÷àòåëüíîå òîæäåñòâî 

äëÿ sin(nx) 

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó îäíîãî çàìå÷àòåëüíîãî òîæ-
äåñòâà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ sin(nx) ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå ñèíóñîâ. Ýòà 
ôîðìóëà ìîæåò áûòü ñ óñïåõîì ïðèìåíåíà âî ìíîãèõ çàäà÷àõ òðè-
ãîíîìåòðèè, ñîäåðæàùèõ áîëüøîå ÷èñëî ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ ðàç-
íûõ óãëîâ ïðè íàëè÷èè îïðåäåë¸ííîé çàêîíîìåðíîñòè âåëè÷èí ýòèõ 
óãëîâ. Òàêèå çàäà÷è ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ íà ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèì-
ïèàäàõ ðàçíîãî óðîâíÿ è âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíàõ â âóçû. 

Íà âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíàõ â 
âóçû, à òàêæå íà ìàòåìàòè÷åñêèõ 
îëèìïèàäàõ ðàçíîãî óðîâíÿ äîñòà-
òî÷íî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è íà 
ïðåîáðàçîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ 
âûðàæåíèé: óïðîñòèòü âûðàæåíèå, 
âû÷èñëèòü áåç òàáëèö, äîêàçàòü òî-
æäåñòâî è ò. ï. Ìû âûáðàëè íå-
ñêîëüêî çàäà÷, êîòîðûå ïðåäëàãà-
ëèñü íà âñòóïèòåëüíûõ èñïûòàíèÿõ 
è îëèìïèàäàõ â ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìî-
íîñîâà. Îòáîð êîíêðåòíûõ çàäà÷ 
ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî â êàæäîé èõ íèõ 
ïðèñóòñòâóåò ïðîèçâåäåíèå íåêîòî-
ðîãî ÷èñëà ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ. Íå-
ñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðåøåíèå êàæäîé 
çàäà÷è èìååò ñâîè ñïåöèôè÷åñêèå 

îñîáåííîñòè, âñå èõ ìîæíî ðåøèòü ñ 
ïîìîùüþ îäíîé êðàñèâîé ôîðìóëû 

äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ sin( )nx  â ïðî-

èçâåäåíèå ñèíóñîâ: 

1sin 2 sin sin

2 ( 1)
sin sin .

nnx x x
n

n
x x

n n

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

…

(1) 

Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ýëåìåíòàð-
íîé ìàòåìàòèêè íà ïðåîáðàçîâàíèå 
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ âûðàæåíèé 
âñåãäà ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ÷àñòíû-
ìè ñëó÷àÿìè òîæäåñòâà (1) äëÿ îò-
íîñèòåëüíî íåáîëüøèõ çíà÷åíèé n. 
Ýòè ñëó÷àè ìîæíî è îáîñíîâàòü ñà-
ìîñòîÿòåëüíî, áåç ññûëîê íà îñíîâ-
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íîå òîæäåñòâî. Âìåñòî ñ òåì òîæäå-
ñòâî (1) èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ñâÿçè 
ñ ãëóáîêèìè ïîíÿòèÿìè è ðåçóëüòà-
òàìè âûñøåé ìàòåìàòèêè: ôîðìóëà 

Ýéëåðà äëÿ ðàçëîæåíèÿ sinx â áåñ-
êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå, ìíîãî÷ëåíû 
×åáûøåâà, ôîðìóëà óìíîæåíèÿ Ãà-
óññà äëÿ ãàììà-ôóíêöèè è ò. ä. 

Âàæíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè 

Ôîðìóëó (1) â îáùåì ñëó÷àå ìû 
äîêàæåì â êîíöå ñòàòüè. Âíà÷àëå 
ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè ýòîé 

ôîðìóëû äëÿ n  2, 3, 4, 5.

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

sin2 2sin sin ,
2

x x x   (2) 

⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2

sin3

2
2 sin sin sin ,

3 3

x

x x x
 
(3)

 

3sin4 2 sin sin
4

2 3
sin sin ,

4 4

x x x

x x

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(4) 

4sin5 2 sin sin
5

2 3 4
sin sin sin .

5 5 5

x x x

x x x

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(5) 

Òîæäåñòâî äëÿ sin2x 

Òîæäåñòâî (2) ïî÷òè î÷åâèäíî. 
Äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü õîðîøî èç-
âåñòíóþ ôîðìóëó äëÿ ñèíóñà äâîé-

íîãî óãëà sin2 2sin cosx x x  è çà-

ìåíèòü â íåé cosx  íà sin .
2

x⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

Òîæäåñòâî äëÿ sin3x 

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîæäåñòâà 
(3) íàì ïðèäåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñòàí-
äàðòíóþ ôîðìóëó äëÿ ñèíóñà òðîé-
íîãî óãëà  

3sin3 3sin 4sinx x x        (6)

è çàíÿòüñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè. Ïðåæäå âñåãî, â ïðà-
âîé ÷àñòè òîæäåñòâà (6) âûíåñåì 

çà ñêîáêè îáùèé ìíîæèòåëü 2sin x  

è çàìåíèì 22sin x  íà 1 cos2 .x  Ïî-

ëó÷èì  

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

23
sin3 2sin 2sin

2

1
2sin cos2 .

2

x x x

x x

    (7) 

Òàê êàê 
1 2

cos ,
2 3

 à cos

cos 2sin sin ,
2 2

 òî ôîð-

ìóëà (7) ïðèíèìàåò âèä 

2
sin3 2sin cos2 cos

3

4sin sin sin .
3 3

x x x

x x x

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  (8) 

Âèä ôîðìóëû (8) î÷åíü ïîõîæ 
íà ôîðìóëó (3). Äëÿ îêîí÷àòåëüíî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ó÷ò¸ì, ÷òî 

sin sin( ),  ò. å. 
⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

sin
3

x

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
sin .

3
x  Ýòî è çàêàí÷èâàåò 

îáîñíîâàíèå òîæäåñòâà (3). 

Òîæäåñòâî äëÿ sin4x 

Òîæäåñòâî (4) äëÿ sin4x  ëåãêî 

ïîëó÷èòü äâîéíûì ïðèìåíåíèåì òî-
æäåñòâà (2). Íî ìû ïðîäåëàåì ÷óòü 
áîëåå äëèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíà-
ëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå áûëè ïðîâå-
äåíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå òîæäåñòâà 
(3). Ïîçæå ïîäîáíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ 
ïîçâîëÿò äîêàçàòü òîæäåñòâî äëÿ 

sin( ).nx  Èòàê, 

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

sin4 sin(2 2 ) 2sin2 cos2

4sin cos cos2 cos
2

8sin cos sin
4

sin 8sin sin
4 2

x x x x

x x x

x x x

x x x
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⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

33
sin sin 2 sin

4 4

2 3
sin sin sin .

4 4 4

x x x

x x x

Òîæäåñòâî äëÿ sin5x 

Áîëåå ñëîæíûì ÿâëÿåòñÿ äîêàçà- 

òåëüñòâî òîæäåñòâà äëÿ sin5x . Íà÷-

í¸ì ñ î÷åâèäíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ: 

sin5 sin(3 2 )

sin3 cos2 cos3 sin2 .

x x x

x x x x

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû äëÿ ñèíóñà 
è êîñèíóñà äâîéíîãî è òðîéíîãî àð-
ãóìåíòà, ìû ïîëó÷èì: 

3

3

2

2 2

sin5 (3sin 4sin ) cos2

(4cos 3cos ) 2sin cos

sin ((3 4sin ) cos2

2cos (4cos 3)).

x x x x

x x x x

x x x

x x

Çàìåíèì 22sin x  íà 1 cos2x  è

22cos x  íà 1 cos2x . Òîãäà ïîëó÷èì

2sin5 sin (4cos 2 2cos2 1)x x x x . (9)

Ïîäñòàâèì â (9) êîíêðåòíîå ÷è-

ñëîâîå çíà÷åíèå .
5

x  Òàê êàê 

sin 0,  sin 0,
5

 ìû ïîëó÷èì, ÷òî

2 2 2
4cos 2cos 1 0,

5 5
 ò. å. 1t

2
cos

5
 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì òð¸õ÷ëåíà 

24 2 1.t t
Àíàëîãè÷íî, ïîäñòàâèâ â (9) êîí-

êðåòíîå ÷èñëîâîå çíà÷åíèå 
2

,
5

x   

ìû ïîëó÷èì, ÷òî âòîðûì êîðíåì áóäåò  

2
4

cos .
5

t  

Ïîýòîìó òð¸õ÷ëåí 24 2 1t t  ìîæíî

ðàçëîæèòü íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè:  

⎛ ⎞⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

2 2 4
4 2 1 4 cos cos

5 5
t t t t . 

Òîãäà ñîîòíîøåíèå (9) ïðèìåò âèä: 

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
sin5 4sin cos2 cos

5

4
cos2 cos .

5

x x x

x

  (10) 

Ðàñêëàäûâàÿ ðàçíîñòü êîñèíó-
ñîâ â ïðîèçâåäåíèå, ìû ïîëó÷èì 

ïðåäñòàâëåíèå äëÿ sin5x  â âèäå 

ïðîèçâåäåíèÿ ñèíóñîâ: 

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

sin5 16sin sin
5

2 2
sin sin sin .

5 5 5

x x x

x x x

(11) 

Ôîðìóëà (11) óæå î÷åíü ïîõîæà 
íà äîêàçûâàåìóþ ôîðìóëó (5). Òàê 

êàê sin sin( ),  ïåðåïèøåì 

âòîðîé è ÷åòâåðòûé ñîìíîæèòåëè â 
ñëåäóþùåì âèäå 

⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

4
sin sin ,

5 5

2 3
sin sin .

5 5

x x

x x

Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè òîæäå-
ñòâî (5). 

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî êîðíè 

êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà 24 2 1t t
ìîæíî íàéòè, íåïîñðåäñòâåííî ðå-

øèâ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå 1,2t

Математика



24 2 1 0,t t  ÷òî äà¸ò 1,2
1 5

.
4

t

Ïîñêîëüêó 1
2

cos 0,
5

t  à 2t

4
cos cos 0,

5 5
 ìîæíî óòâåð-

æäàòü, ÷òî  

2 1 5
sin18 cos ,

5 4

1 5
sin54 cos .

5 4

�

�

 (12) 

Ôîðìóëû (12) ïîëåçíû ïðè ðå-
øåíèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷, 
òàê êàê ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü áåç 
òàáëèö çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ 

ôóíêöèé àðãóìåíòîâ, êðàòíûõ 18 .�  

Êîíå÷íî, ôîðìóëû (12) ìîæíî ïîëó-
÷èòü è äðóãèì ñïîñîáîì, áåç ïðèìå-
íåíèÿ ôîðìóëû (9), íàïðèìåð, îïè-

ðàÿñü íà òîæäåñòâî sin(2 18 )�

cos(3 18 )�  è ôîðìóëû äëÿ ñèíóñà

äâîéíîãî óãëà è äëÿ êîñèíóñà òðîé-
íîãî óãëà. 

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ 

Çàäà÷à 1 (ô-ò ÂÌÊ, 1999, óñò-

íûé ýêçàìåí). Äîêàçàòü, ÷òî 

1
sin10 sin50 sin70 .

8
� � �

 

Ïåðâûé ñïîñîá ðåøåíèÿ. Áó-

äåì èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî äëÿ 

sin3 ,x  çàïèñàííîå íàìè â âèäå ôîð-

ìóëû (8). Ïðè÷åì çàïèøåì åãî íå â 
ðàäèàíàõ, à â ãðàäóñàõ. 

sin3 4sin sin(60 ) sin(60 ).x x x x� �

Ïðè 10x �  (ó÷èòûâàÿ, ÷òî

1
sin30 )

2
�  ýòî ñîîòíîøåíèå ïðèìåò 

âèä 
1

4sin10 sin50 sin70 .
2

� � �  Çàäà÷à 

ðåøåíà. 

Âòîðîé ñïîñîá ðåøåíèÿ. Ïðå-

îáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü òðåáóåìîãî 
òîæäåñòâà èç ïðîèçâåäåíèÿ â ñóììó 
(ïðè ýòîì áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ çíà÷å-

íèÿ «êðàñèâûõ» óãëîâ – 30�  è 60 ).�  

� � �

� � �

sin10 sin50 sin70

1
(cos40 cos60 ) sin70

2

� � �

� � �

1 1
sin70 cos40 sin70

2 4
1 1

(sin110 sin30 ) sin70
4 4

� �
1 1 1

sin110 sin70
4 8 4

� �1 sin110 sin70 1
.

8 4 8
Çàäà÷à ðåøåíà. 

Òðåòèé ñïîñîá ðåøåíèÿ. Ñ ïî-

ìîùüþ ôîðìóëû sin cos(90 )�  

ïðåâðàòèì âñå ñèíóñû â ëåâîé ÷àñòè 
äîêàçûâàåìîãî òîæäåñòâà â êîñèíó-
ñû. Òîæäåñòâî ïðèíèìàåò âèä  

1
cos80 cos40 cos20 .

8
� � �
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Óìíîæèì è ðàçäåëèì âûðàæå-

íèå â ëåâîé ÷àñòè íà sin20 :�  

cos80 cos40 cos20 sin20 1
.

8sin20

� � � �

�

Â ÷èñëèòåëå ïðèìåíèì ôîðìóëó 

äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ sin cos  

1
sin2

2
ñíà÷àëà äëÿ 20 ,�  çàòåì 

äëÿ 40� è, íàêîíåö, äëÿ 80 .�

Ïîëó÷èì 

1
cos80 cos40 sin40

2
sin20

1
cos80 sin80

4
sin20

1 1
sin160 sin20 18 8 .

8sin20 sin20

� � �

�

� �

�

� �

� �

Çàäà÷à ðåøåíà. 
Âòîðîé è òðåòèé ñïîñîá ðåøå-

íèÿ ïðåäïîëàãàþò íàëè÷èå ó ÷è-
òàòåëÿ äîñòàòî÷íî õîðîøåé òåõíè-
êè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðà-
çîâàíèé. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ íå 
î÷åíü ñëîæíû, íî â êàæäîì ñëó÷àå 
íàäî äîãàäàòüñÿ äî êîíêðåòíûõ 
øàãîâ, êîòîðûå íà ïåðâûé âçãëÿä 
äàëåêî íå î÷åâèäíû. Ïåðâûé æå 
ñïîñîá ñâîäèòñÿ ê ïðîñòîé ïîäñòà-

íîâêå çíà÷åíèÿ 10
18

x �

 â ôîð-

ìóëó (8). Êîíå÷íî, åñëè øêîëüíèê 
å¸ çíàåò. 

Çàäà÷à 2 (ôèçè÷åñêèé ô-ò, 1961). 
Âû÷èñëèòü áåç ïîìîùè òàáëèö 

2 4
cos cos cos .

7 7 7
Ïåðâûé ñïîñîá ðåøåíèÿ. Âîñ-

ïîëüçóåìñÿ îñíîâíûì òîæäåñòâîì 

(1) ïðè 7:n

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

6sin7 2 sin sin
7

x x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 3
sin sin

7 7
x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

4 5 6
sin sin sin .

7 7 7
x x x  

Ïðè 
2

x  ýòà ôîðìóëà ïðèíè-

ìàåò âèä ÷èñëîâîãî òîæäåñòâà 

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

67
sin 2 sin sin

2 2 2 7

2 3
sin sin

2 7 2 7

4 5 6
sin sin sin .

2 7 2 7 2 7

Òàê êàê 
⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

sin cos ,
2

 sin 1,
2

 

7
sin 1,

2
 ïîñëåäíåå òîæäåñòâî 

ïðèíèìàåò âèä 

6 2
1 2 1 cos cos

7 7
3 4 5 6

cos cos cos cos .
7 7 7 7

 (13) 

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó cos( )
cos ,  èìååì ÷èñëîâûå òîæäåñò-

âà: 

3 4
cos cos ,

7 7
 

5 2
cos cos ,

7 7
 

6
cos cos .

7 7
 

Çàìåíÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñî-
ìíîæèòåëè â òîæäåñòâå (13), ïîëó-
÷èì åãî äðóãîé âèä: 

2
6 2 4

1 2 cos cos cos .
7 7 7

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 
2

cos cos
7 7

 

4
cos 0,

7
 ïîëó÷àåì

2 4 1
cos cos cos .

7 7 7 8
Âòîðîé ñïîñîá ðåøåíèÿ. Áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü òó æå ñàìóþ èäåþ, ÷òî è â 
òðåòüåì ñïîñîáå ðåøåíèÿ çàäà÷è 1. 
Óìíîæèì è ðàçäåëèì èñêîìîå âû-

ðàæåíèå (îáîçíà÷èì åãî A) íà sin .
7

 

Ïîëó÷èì  

2 4
sin cos cos cos

7 7 7 7 .
sin

7

A  

Â ÷èñëèòåëå ïðèìåíèì ôîðìóëó 

1
sin cos sin2

2
 ñíà÷àëà äëÿ 

,
7

 çàòåì äëÿ 
2

,
7

 è íàêîíåö, 

äëÿ 
4

.
7

 Ïîëó÷èì 

2 2 4
sin cos cos

7 7 7

2sin
7

4 4 8
sin cos sin

7 7 7

4sin 8sin
7 7

sin( ) sin 17 7 .
88sin 8sin

7 7

A

 

Çàäà÷à ðåøåíà. 

Çàäà÷à 3 (õèìè÷åñêèé ô-ò, çà-

î÷íûé òóð îëèìïèàäû, 2002). Äîêà-
çàòü, ÷òî 

2 3 7
sin sin sin .

7 7 7 8
Ïåðâûé ñïîñîá ðåøåíèÿ. Âîñ-

ïîëüçóåìñÿ îñíîâíûì òîæäåñòâîì 

(1) ïðè 7:n

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

6sin7 2 sin sin
7

2 3
sin sin

7 7

4 5 6
sin sin sin .

7 7 7

x x x

x x

x x x

 

Â ïðàâîé ÷àñòè ýòîé ôîðìóëû 

ïðè 0x  âîçíèêàåò íóæíîå íàì

ïðîèçâåäåíèå ñèíóñîâ. Îäíàêî íàëè-
÷èå â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ òîæäå-

ñòâà ìíîæèòåëåé sin7x  è sin x  ïðè-

âîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè 0x  ÷èñëî-

âîå òîæäåñòâî ïðèíèìàåò âèä 0 0.
Ïîýòîìó ïîéäåì äðóãèì ïóòåì.

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íà sin :x  

6sin7 2
2 sin sin

sin 7 7

3 4
sin sin

7 7

5 6
sin sin

7 7

x
x x

x

x x

x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(14) 

è ïåðåéä¸ì ê ïðåäåëó ïðè 0.x
Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë ãëà-

ñèò, ÷òî 
0

sin
1.lim

x

x

x
 Ïîýòîìó ïðåäåë

ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû (14) ðàâåí 7.  
Ïðàâàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà (14) îï-

ðåäåëåíà è íåïðåðûâíà ïðè 0,x
ïîýòîìó ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí 

å¸ çíà÷åíèþ â òî÷êå 0.x  Ïîëó÷àåì

6 2 3
7 2 sin sin sin

7 7 7
4 5 6

sin sin sin .
7 7 7

 

Â ñèëó ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ 

sin sin( )  ñïðàâåäëèâû òîæäå-

ñòâà 

4 3 5 2
sin sin , sin sin ,

7 7 7 7
6

sin sin .
7 7

Ïîýòîìó  
2

6 2 3
7 2 sin sin sin .

7 7 7
⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠
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Òàê êàê ñèíóñû óãëîâ ,
7

2 3
,

7 7
 ïîëîæèòåëüíû, òî èçâëåêàÿ 

êîðåíü êâàäðàòíûé èç ëåâîé è ïðà-
âîé ÷àñòåé ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà, 

ïîëó÷èì 3 2 3
7 2 sin sin sin

7 7 7
. 

Çàäà÷à ðåøåíà. 

Âòîðîé ñïîñîá ðåøåíèÿ íå áó-

äåò èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó äëÿ sin nx. 

×èñëî 7  ñîâåðøåííî íå òèïè÷íî 

äëÿ çàäà÷ ïî òðèãîíîìåòðèè. ×òîáû îò 
íåãî èçáàâèòüñÿ, âîçâåä¸ì îáå ÷àñòè 
äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò. 
Ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîå òîæäåñòâî 

2 2 22 3 7
sin sin sin .

7 7 7 64
 

Òåïåðü ïîíèçèì ñòåïåíè âûðàæåíèé 
sin

2
x â ëåâîé ÷àñòè:  

2 4 6 7
1 cos 1 cos 1 cos .

7 7 7 8
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Îáîçíà÷èì âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè 
÷åðåç F. Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ìû ïî-
ëó÷èì: 

1 ,F A B C
ãäå  

A
2 4 6

cos cos cos ,
7 7 7

2 4 6
cos cos cos ,

7 7 7
B  

2 4 2
cos cos cos

7 7 7
C  

6 4 6
cos cos cos .

7 7 7
 

Âûðàæåíèå A î÷åíü ïîõîæå íà 
èñêîìîå âûðàæåíèå çàäà÷è 2. Çàìå-
íÿÿ â âûðàæåíèè A îäèí èç ñîìíî-

æèòåëåé 
6

cos cos
7 7

 è èñïîëüçóÿ 

äîêàçàííîå òîæäåñòâî çàäà÷è 2, ïî-

ëó÷àåì  
1

.
8

A

Âûðàæåíèÿ B è C ìîãóò áûòü âû-
÷èñëåíû ñàìîñòîÿòåëüíî, îäíàêî ìû 
ýòîãî äåëàòü íå áóäåì, äîñòàòî÷íî ïî-

êàçàòü, ÷òî .B C  Äëÿ ýòîãî â âûðàæå-

íèè C ïðåîáðàçóåì ïðîèçâåäåíèå êîñè-
íóñîâ â ñóììó êîñèíóñîâ. Ïîëó÷èì 

⎛

⎜

⎝

⎞

⎟

⎠

1 6 2 8
cos cos cos

2 7 7 7

4 10 2
cos cos cos .

7 7 7

C

Ïîñêîëüêó  

8 6
cos cos ,

7 7
 

10 4
cos cos ,

7 7
âûðàæåíèå 

C B
2 4 6

cos cos cos
7 7 7

. 

Ñëåäîâàòåëüíî,  

1 7
1 1 ,

8 8
F A B C B B  

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 

Çàìå÷àíèå. Ïðåäëîæåííûé âòî-

ðîé ñïîñîá ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî òÿ-
æåëûé è ê òîìó æå èñïîëüçóåò ðå-
øåíèå çàäà÷è 2. Ïåðâûé ñïîñîá ðå-
øåíèÿ òîæå íå ïðîñòîé, òàê êàê èñ-

ïîëüçóåò ôîðìóëó (1) ïðè 7,n  íî,

íà íàø âçãëÿä, îí áîëåå êðàñèâ. 

Çàäà÷à 4 (Îëèìïèàäà «Ïîêîðè 

Âîðîáüåâû ãîðû», 2008, ¹8). Âû-
÷èñëèòü 

2log (sin1 sin3 sin89 ).� � �

…

Ïåðâûé ñïîñîá ðåøåíèÿ. Ïðî-

áëåìà, î÷åâèäíî, çàêëþ÷àåòñÿ â âû-
÷èñëåíèè ïðîèçâåäåíèÿ 

sin1 sin3 sin89 0,P � � �

…

êîòîðîå ñîñòîèò èç 45 ñîìíîæèòåëåé 

âèäà sin kx  äëÿ 1,k 3, ... , 89.  ×òî-

áû íàéòè P, âîñïîëüçóåìñÿ îñíîâ-

íûì òîæäåñòâîì (1) ïðè 90 :n
89sin90 2 sin sin( 2 )

sin( 4 ) sin( 178 ).

x x x

x x

�

� �

…

Ïðè 1x �  ýòî òîæäåñòâî ïðå-

âðàòèòñÿ â ñëåäóþùåå ÷èñëîâîå ðà-
âåíñòâî 

89sin90 2 sin1 sin3 sin5 sin179 .� � � � �

…

    Â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñòî-
èò 90 ñîìíîæèòåëåé. Ïðèìåíÿÿ ôîð- 
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ìóëó ïðèâåäåíèÿ sin sin(180 ),�   

çàìåíèì 45 èç íèõ, à èìåííî �sin91 ,  
�sin93 ,  �sin95 , … ,  �sin179  íà �sin89 ,  
�sin87 ,  �sin85 , …,  �sin1  ñîîòâåòñò-

âåííî. Ïîñêîëüêó sin90 1,�  ìû ïîëó-

÷èì 89 21 2 ,P  îòêóäà 
44,52 .P  À

èñõîäíîå âûðàæåíèå ðàâíî –44,5.  

Îòâåò: 2log (sin1 sin3 sin89 )� � �

…

 –44,5.

Âòîðîé ñïîñîá ðåøåíèÿ.

Ïðèìåíèì óæå ðàíåå èñïîëüçî-
âàííóþ èäåþ – óìíîæèòü è ðàç-

äåëèòü âûðàæåíèå P íà íóæíûé 
ìíîæèòåëü. Òîëüêî òåïåðü ýòèõ 
äîïîëíèòåëüíûõ ìíîæèòåëåé áó-
äåò ìíîãî. 

sin2 sin4 sin88
sin1 sin3 sin89

sin2 sin4 sin88

P
P

� � �

� � �

� � �

…

…

…

(sin1 sin89 ) (sin2 sin88 ) (sin44 sin46 ) sin45

sin2 sin4 sin88

� � � � � � �

� � �

…

…

2
(sin1 cos1 ) (sin2 cos2 ) (sin44 cos44 )

2
sin2 sin4 sin88

� � � � � �

� � �

…

…

44,5

1 1 1 2
sin2 sin4 sin88

2 2 2 2 2 .
sin2 sin4 sin88

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

� � �

� � �

…

…

Ñëåäîâàòåëüíî, 2log P –44,5.

Çàäà÷à 5 (ô-ò ÂÌÊ, 2004, óñò-

íûé ýêçàìåí). Äîêàçàòü ðàâåíñòâî 

�

� � �

…

179

1

2sin

2sin1 2sin2 2sin179 180.

k

k

Ðåøåíèå. Ââåä¸ì îáîçíà÷åíèå 

179
179

1

2sin1 2sin2 2sin179

2 sin .
180k

P

k

� � �

…

×òîáû íàéòè P, âîñïîëüçóåìñÿ îñ-

íîâíûì òîæäåñòâîì (1) ïðè n  180:

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

179
179

0

sin180 2 sin .
180k

k
x x  

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè ýòîãî òîæäå-
ñòâà íà sinx: 

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

179
179

1

sin180
2 sin

sin 180k

x k
x

x

è ïåðåéä¸ì ê ïðåäåëó ïðè 0.x
Ïðåäåë ëåâîé ÷àñòè ëåãêî íàéòè 

ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî çàìå÷àòåëüíîãî 

ïðåäåëà 
0

sin
1,lim

x

x

x
 îí ðàâåí 180.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî òîæäå-
ñòâà îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà ïðè 

0,x  ïîýòîìó ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè

ðàâåí å¸ çíà÷åíèþ â òî÷êå 0,x  ò. å.

â òî÷íîñòè P. 
Èòàê, èñêîìîå ïðîèçâåäåíèå 

180.P
Äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è 5, 

íå èñïîëüçóþùèé îñíîâíîãî òîæäåñò-
âà (1), ìû ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëÿì íàé-
òè ñàìîñòîÿòåëüíî. Îñíîâíûå èäåè 
ìîæíî âçÿòü èç ðåøåíèé çàäà÷ 1 – 4. 

Îáùèé ñëó÷àé: òîæäåñòâî äëÿ sinnx 

Äîêàçàííûå òîæäåñòâà äëÿ sin2x, 
sin3x, sin4x, sin5x äåëàþò î÷åíü 

ïðàâäîïîäîáíîé ãèïîòåçó î òîì, ÷òî 
ñïðàâåäëèâî îáùåå òîæäåñòâî (1). 
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Áîëåå òîãî, òùàòåëüíûé àíàëèç äî-
êàçàòåëüñòâ ýòèõ ÷àñòíûõ òîæäåñòâ 
ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî ìåòîä, êîòî-
ðûé ìû èñïîëüçîâàëè, ìîæíî ïðè-
ìåíèòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáùåãî 

òîæäåñòâà (1) äëÿ sin .nx  

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ðàçëî-

æåíèÿ äëÿ sin3x  è sin5x  áàçèðîâà-

ëèñü íà ôîðìóëàõ (7) è (9) ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ 

èìåþò âèä sin cos2 ,x P x  à ïðè

ïîëó÷åíèè ðàçëîæåíèé äëÿ sin2x  è 

sin4x  ïîÿâëÿëèñü âûðàæåíèÿ 

sin cos cos2 ,x x Q x  ãäå P t  è

Q t  – íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû ñ öå-

ëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñëåäóþùèå 
äâå ëåììû ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòî íå 
ñëó÷àéíî. 

Ëåììà 1. Åñëè 2 1n k  – íå÷åò-

íîå ÷èñëî, òî 

sin sin(2 1)

sin (cos2 ),k

nx k x

x P x
 (15) 

ãäå kP t  – ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k ñ

öåëûìè   êîýôôèöèåíòàìè,   ïðè÷¸ì 

ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí 2 .k

Äîêàçàòåëüñòâî    ëåììû    1  

ìîæíî ïðîâåñòè ïî èíäóêöèè. Ñëó-

÷àè 1,k  2k  óæå ðàññìîòðåíû

íàìè âûøå – ýòî òîæäåñòâà (7) è 

(9), ïðè ýòîì 0 1,P t 1 2 1,P t t ��

2
2 4 2 1.P t t t  Øàã èíäóêöèè ìû

ïðåäëàãàåì ëþáîçíàòåëüíîìó ÷èòà-
òåëþ ïðîâåñòè ñàìîñòîÿòåëüíî. 

Ëåììà 2. Åñëè 2n k  – ÷¸òíîå

÷èñëî, òî  

1

sin sin2

sin cos (cos2 ),k

nx kx

x x Q x
 (16) 

ãäå 1kQ t  – ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 1k

ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 2 .k

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 òî-
æå ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ïî èíäóê-
öèè. Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 2 â ñëó-

÷àå 1k  è 2k  âèäíà èç òîæäåñòâ

sin2 2sin cos , sin4x x x x

4 sin cos cos2 ,x x x  êîòîðûå âëåêóò,

÷òî 0 2,Q t  1 4 .Q t t  Äîêàçàòåëü-

ñòâî èíäóêöèîííîãî ïåðåõîäà ìû 
òàêæå ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ. 

Òåïåðü ìû ìîæåì íåïîñðåäñò-
âåííî ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó 
îñíîâíîãî òîæäåñòâà (1). 

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî òîæäåñòâà 

Ìû îòäåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àè 
÷åòíîãî n è íå÷¸òíîãî n. 

1. Åñëè 2 1n k  – íå÷¸òíîå íà-

òóðàëüíîå ÷èñëî, òî ïðèìåíèì ëåììó 
1 è ðàçëîæèì ìíîãî÷ëåí Pk(t) íà ëè-
íåéíûå ìíîæèòåëè. Êàê è ïðè âûâîäå 
ôîðìóëû äëÿ sin 5x, ïîäñòàâèì â 
(15) êîíêðåòíîå ÷èñëîâîå çíà÷åíèå 

,
2 1l

l l
x

n k
 1,l ..., .k �ßñíî, ÷òî

sin sin 0,lnx l sin sin 0.l
l

x
n

 

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà 
2

cos ,l
l

t
n

1,l ..., k �ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî-

÷ëåíà .kP t  Ïîñêîëüêó ÷èñëà 
2 l

n
ëåæàò íà èíòåðâàëå 0; , ãäå êîñè-

íóñ ìîíîòîííî óáûâàåò, âñå ÷èñëà lt
ðàçëè÷íû. 

Èòàê, 1,..., kt t  – ðàçëè÷íûå êîðíè

ìíîãî÷ëåíà kP t � ñòåïåíè .k  Ïî-

ýòîìó ìíîãî÷ëåí kP t ìîæíî ðàç-

ëîæèòü íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè 
ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

1

( ) 2 ( ),
k

k
k l

l

P t t t

чòî ïðèâîäèò ñîîòíîøåíèå (15) ê âèäó 
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⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠1

sin(2 1) 2 sin

2
cos2 cos

2 1

k

k

l

k x x

l
x

k

1

2 sin 2sin
2 1

sin
2 1

k
k

l

l
x x

k

l
x

k

⎛ ⎞⎛

⎜⎜ ⎟
⎝⎝ ⎠

⎞⎛ ⎞

⎜ ⎟⎟
⎝ ⎠⎠

2

1

2 sin sin
2 1

sin .
2 1

k
k

l

l
x x

k

l
x

k

⎛ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜
⎝ ⎠⎝

⎞⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎟
⎝ ⎠ ⎠

   (17) 

Ýòî ñîîòíîøåíèå àíàëîãè÷íî òîæ-

äåñòâàì (8) äëÿ sin3x è (11) äëÿ sin5 .x  

×òîáû èç (17) ïîëó÷èòü îñíîâíîå 
òîæäåñòâî (1), çàìåíèì ÷ëåí 

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

sin
2 1

l
x

k
 íà 

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

(2 1 )
sin

2 1
k l

x
k

. 

Òåïåðü îí èìååò âèä sin ,
2 1

L
x

k
⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

ãäå 2 1 .L k l  Åñëè ïàðàìåòð l  ïðî-

áåãàåò ÷èñëà îò 1 äî ,k  òî âûðàæåíèå 

2 1L k l  ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò

2k �äî 1.k  Êðîìå òîãî, îñîáûé ÷ëåí

sin x  ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 

sin ,
2 1

l
x

k
⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

 ãäå 0.l  Òàêèì îáðà-

çîì, ïðîèçâåäåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (17) 

ñîäåðæèò 2 1k  ñîìíîæèòåëåé âèäà

sin ,
2 1

l
x

k
⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

 ãäå 0, 1,..., 2 ,l k  ÷òî

îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü (1) â ñëó-

÷àå 2 1.n k �

2. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êî-

ãäà 2n k  – ÷¸òíîå íàòóðàëüíîå ÷èñ-

ëî. Â ýòîì ñëó÷àå íàøè ðàññóæäåíèÿ 
áóäóò áàçèðîâàòüñÿ íà ëåììå 2. 

Ðàçëîæèì ìíîãî÷ëåí 1kQ t  íà

ëèíåéíûå ìíîæèòåëè. Êàê è â ñëó÷àå 
íå÷¸òíîãî ,n  ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî x êîí-

êðåòíûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ ,
2l

l
x

k
 

1,..., 1,l k  ìû ïîëó÷èì, ÷òî ìíîãî-

÷ëåí 1kQ t �èìååò 1k  ðàçëè÷íûõ

êîðíåé 
2

cos ,
2l

l
t

k
 ÷òî ïðèâîäèò (16) 

ê öåïî÷êå òîæäåñòâ 

1

1

sin2 2 sin

2
cos (cos2 cos )

2

k

k

l

kx x

l
x x

k

1

1

1
2 1

1

2 sin cos (2sin( )
2

sin( ))
2

2 sin cos (sin( )
2

sin( )).
2

k
k

l

k
k

l

l
x x x

k

l
x

k

l
x x x

k

l
x

k

(18) 

×òîáû èç (18) ïîëó÷èòü îñíîâíîå 
òîæäåñòâî (1), êàê è â ñëó÷àå íå÷åò-

íîãî n  çàìåíèì ÷ëåí 
⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

sin
2

l
x

k
 íà 

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

(2 )
sin

2
k l

x
k

. Òåïåðü îí èìååò 

âèä 
⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

sin
2

L
x

k
, ãäå 2 .L k l  Åñëè

ïàðàìåòð l  ïðîáåãàåò ÷èñëà îò 1 äî 

1,k  òî âûðàæåíèå 2L k l  ïðîáå-

ãàåò çíà÷åíèÿ îò 2 1k  äî 1.k  Êðîìå

òîãî, îñîáûå ÷ëåíû sin x  è cosx  ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå 
⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

sin
2

l
x

k
 ïðè

0l  è l k �ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îá-

ðàçîì, ïðîèçâåäåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (18) 

ñîäåðæèò 2k  ñîìíîæèòåëåé âèäà 

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

sin ,
2

l
x

k
 ãäå 0,1,..., 2 1,l k  ÷òî

îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü (1) â ñëó÷àå 

2 .n k
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