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Ãàøêîâ Ñåðãåé Áîðèñîâè÷
Äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïðîôåññîð 
êàôåäðû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìî-
íîñîâà. Ìíîãî ëåò ïðåïîäàâàë ìàòåìàòèêó òàêæå â 
ÔÌØ N18 ïðè ÌÃÓ (íûíå ÑÓÍÖ ÌÃÓ).

Íåðàâåíñòâà äëÿ òåòðàýäðà  
Â ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäáîðêà çàäà÷ îá ýêñòðåìàëüíûõ ñâîé-

ñòâàõ ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà. Çàäà÷è ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå íå-
ðàâåíñòâ. Ìíîãèå èç ýòèõ çàäà÷ èçâåñòíû äàâíî, äðóãèå ïîêà åù¸ 
îñòàþòñÿ ìàëîèçâåñòíûìè. ×àñòü çàäà÷ ïðåäëàãàëàñü íà ðàçëè÷íûõ 
îëèìïèàäàõ. Ê íàèáîëåå òðóäíûì çàäà÷àì äàíû óêàçàíèÿ è ðåøåíèÿ. 

Â äàííîé ñòàòüå òåòðàýäðîì 
íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ òðåóãîëü-
íàÿ ïèðàìèäà (íå îáÿçàòåëüíî ïðà-
âèëüíàÿ). Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì 
ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè îáîçíà-
÷åíèÿìè. Îáú¸ì òåòðàýäðà îáîçíà÷èì 

áóêâîé V, ïëîùàäè ãðàíåé − áóêâàìè 

Si, i = 1, 2, 3, 4, ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè − 

áóêâîé  S = S1 + S2 + S3 + S4. Ñëîâàìè 
«îòðåçîê», «ñòîðîíà», «âûñîòà» è ò. ï. 
÷àñòî áóäåì íàçûâàòü òàêæå äëèíû 
ýòèõ îòðåçêîâ, ñòîðîí, âûñîò è ò. ä. 
Âûñîòó, îïóùåííóþ èç âåðøèíû íà 

ãðàíü Si, îáîçíà÷èì ÷åðåç hi, i = 1, 2, 3, 
4, à ìèíèìàëüíóþ èç âûñîò îáî-
çíà÷èì áóêâîé h. Ð¸áðà òåòðàýäðà 

îáîçíà÷èì áóêâàìè a, b, c, a1, b1, c1 
(îäèíàêîâûå áóêâû ñîîòâåòñòâóþò 
ñêðåùèâàþùèìñÿ ð¸áðàì). Íàçîâ¸ì 

ïåðèìåòðîì òåòðàýäðà ÷èñëî 

P = a + b + c + a1 + b1 + c1, 

ðàâíîå ñóììå äëèí åãî ð¸áåð (ýòîò
òåðìèí íå ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì è 
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êðàòêîñòè), à 

äèàìåòðîì òåòðàýäðà 

D = max{a, b, c, a1, b1, c1} − 

ìàêñèìàëüíóþ äëèíó åãî ð¸áåð. 
Ñóììó êâàäðàòîâ äëèí ð¸áåð 

òåòðàýäðà îáîçíà÷èì 

2 2 2 2 2 2

1 1 1 .a b c a b cδ = + + + + +

Ðàäèóñ âïèñàííîãî øàðà îáî-
çíà÷èì ÷åðåç r, à ðàäèóñ íàèìåíü-

øåãî øàðà, ñîäåðæàùåãî òåòðàýäð, − 
÷åðåç R (ýòî íå îáÿçàòåëüíî øàð, 
îïèñàííûé âîêðóã òåòðàýäðà). 

Â ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè ÷àñòî 
òðóäíî óñòàíîâèòü, êòî ïåðâûé 
îïóáëèêîâàë òó èëè èíóþ çàäà÷ó èëè 
å¸ ðåøåíèå, ïîýòîìó íàøè óêàçàíèÿ 
íà àâòîðñòâî çàäà÷ èëè ðåøåíèé 
áóäóò ôðàãìåíòàðíûìè. Åñëè çàäà÷à 
ïðåäëàãàëàñü íà îëèìïèàäå, óêàçû-
âàåòñÿ, êîãäà è ãäå. 
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Ñëîâî «çàäà÷à» â ôîðìóëèðîâêàõ 
îïóñêàåì, à çàäà÷è íóìåðóåì. Äëèí-

íóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ íàçîâ¸ì 
òåîðåìîé. 

Çàäà÷è 

1. Äîêàæèòå, ÷òî 3V = Sr.

2. Äîêàæèòå, ÷òî hiSi = 3V.

3. Äîêàæèòå, ÷òî

1/r = 1/h1 + 1/h2 + 1/h3 + 1/h4. 

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå çàäà÷è 1, 2. 

4. Äîêàæèòå, ÷òî
2 2 2 2 1/2

1 2 3 42 ( ) /2.r h h h h h
− − − − −

≥ + + + ≥  

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå çàäà÷ó 3 è 
íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèô-
ìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì êâàäðàòè÷-
íûì: 

2 2 2 2 2
( ) 4( ).a b c d a b c d+ + + ≤ + + +

Áèâûñîòîé òåòðàýäðà íàçîâ¸ì 
îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñêðåùèâà-
þùèåñÿ ð¸áðà òåòðàýäðà è ïåðïåí-
äèêóëÿðíûé èì. Äëèíû áèâûñîò 

îáîçíà÷èì áóêâàìè li, i = 1, 2, 3.
Ìèíèìàëüíóþ èç áèâûñîò îáîçíà÷èì 
÷åðåç l. 

5. Äîêàæèòå, ÷òî áèâûñîòû ðàâíû
ðàññòîÿíèÿì ìåæäó ñêðåùèâàþ-
ùèìèñÿ ð¸áðàìè òåòðàýäðà. 

Áèìåäèàíîé òåòðàýäðà íàçîâ¸ì 
îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû 
ñêðåùèâàþùèõñÿ ð¸áåð òåòðàýäðà. 
Äëèíû áèìåäèàí îáîçíà÷èì áóêâàìè 

mi, i = 1, 2, 3. Ìèíèìàëüíóþ èç áè-
ìåäèàí îáîçíà÷èì ÷åðåç ò. 

6. Äîêàæèòå, ÷òî áèìåäèàíû
òåòðàýäðà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé 

òî÷êå, íàçûâàåìîé öåíòðîì òÿ-
æåñòè òåòðàýäðà, è äåëÿòñÿ ýòîé 
òî÷êîé ïîïîëàì. 

Â ñëåäóþùèõ ïÿòè çàäà÷àõ 
ñôîðìóëèðîâàíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà 

ðàâíîãðàííîãî òåòðàýäðà (ò. å. òåò-
ðàýäðà, âñå ãðàíè êîòîðîãî ðàâíû). 
Ôàêòè÷åñêè îíè ÿâëÿþòñÿ «ïðèçíà-
êàìè ðàâíîãðàííîñòè òåòðàýäðà» 
(êîíå÷íî, ýòî íå îáùåïðèíÿòûé 
òåðìèí). Íà ñàìîì äåëå ðàçëè÷íûõ 
òàêèõ ïðèçíàêîâ èçâåñòíî îêîëî 
ñîòíè, è çäåñü ïðèâîäÿòñÿ òîëüêî òå, 
êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ äàëåå. 

7. Òåòðàýäð èìååò ðàâíûå ãðàíè
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ïðî-
òèâîïîëîæíûå ð¸áðà ðàâíû. 

8. Òåòðàýäð èìååò ðàâíûå ãðàíè
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî áè-
ìåäèàíû ÿâëÿþòñÿ áèâûñîòàìè. 

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå çàäà÷ó 7. 

9. Òåòðàýäð èìååò ðàâíûå ãðàíè
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ãðàíè 
ðàâíîâåëèêè (ò. å. èìåþò ðàâíûå 
ïëîùàäè). 

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå çàäà÷è 8, 2. 

10. Òåòðàýäð èìååò ðàâíûå 
ãðàíè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî 
âûñîòû ðàâíû. 

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå çàäà÷ó 9. 

11. (Áëÿøêå) Äîêàæèòå, ÷òî

/4r h≥  è ðàâåíñòâî âîçìîæíî 

òîëüêî äëÿ ðàâíîãðàííîãî òåòðàýäðà. 

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå çàäà÷è 3, 10. 

12. Äîêàæèòå, ÷òî

2 2 2 2

1 2 3 4

1

( )/4

h

h h h h
− − − −

≤ ≤

+ + +

4
1 2 3 44r h h h h≤ ≤ ≤
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2 2 2 21 2 3 4
1 2 3 4( )/4.

4

h h h h
h h h h

+ + +

≤ ≤ + + +

Ðàâåíñòâà âîçìîæíû ëèøü äëÿ ðàâ-
íîãðàííîãî òåòðàýäðà. 

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå çàäà÷è 3, 
10 è íåðàâåíñòâà î ñðåäíèõ àðèôìå-
òè÷åñêîì, ãåîìåòðè÷åñêîì è êâàä-
ðàòè÷íîì. 

Ìåäèàíîé òåòðàýäðà íàçîâ¸ì 
îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé âåðøèíó 

òåòðàýäðà ñ öåíòðîèäîì (ò. å. òî÷-
êîé ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí) ïðîòèâî-
ïîëîæíîé ãðàíè. Äëèíû ìåäèàí 

îáîçíà÷èì áóêâàìè Mi, i = 1, 2, 3, 4. 

13. Äîêàæèòå, ÷òî ìåäèàíû
òåòðàýäðà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé 

òî÷êå, ñîâïàäàþùåé ñ öåíòðîèäîì 
(öåíòðîì òÿæåñòè) òåòðàýäðà, è 
äåëÿòñÿ ýòîé òî÷êîé â îòíîøåíèè 3   
ê 1. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñ-âåêòîð 
öåíòðîèäà òåòðàýäðà ðàâåí ñðåäíåìó 
àðèôìåòè÷åñêîìó ðàäèóñ-âåêòîðîâ 
âåðøèí òåòðàýäðà. 

Ïëîñêîñòü, äåëÿùàÿ äâóãðàííûé 
óãîë ïðè äàííîì ðåáðå òåòðàýäðà 

ïîïîëàì, íàçûâàåòñÿ áèññåê-
òðàëüíîé ïëîñêîñòüþ ýòîãî óãëà. 

14. Äîêàæèòå, ÷òî áèññåê-
òðàëüíûå ïëîñêîñòè òåòðàýäðà ïå-
ðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, ñîâïà-
äàþùåé ñ öåíòðîì âïèñàííîãî øàðà. 

Ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç 
öåíòð îïèñàííîé âîêðóã äàííîé ãðàíè 
îêðóæíîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíî ãðàíè, 

íàçîâ¸ì ñðåäèííûì ïåðïåíäèêó-
ëÿðîì ê ýòîé ãðàíè. 

15. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäèííûå
ïåðïåíäèêóëÿðû òåòðàýäðà ïåðåñå-
êàþòñÿ â öåíòðå îïèñàííîãî âîêðóã 
íåãî øàðà. 

16. (Ëåéáíèö) Äîêàæèòå, ÷òî
ñóììà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò 
ïðîèçâîëüíîé òî÷êè äî âåðøèí òåò-
ðàýäðà ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå 
çíà÷åíèå â öåíòðîèäå òåòðàýäðà è ýòî 
çíà÷åíèå ðàâíî 

2 2 2 2

1 2 3 49( )/16 /4.M M M M δ+ + + =  

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ri, ãäå 

i = 1, ..., 4, è r − âåêòîðû, íàïðàâ-

ëåííûå èç öåíòðîèäà òåòðàýäðà â åãî 

âåðøèíû è äàííóþ òî÷êó O ñîîò-

âåòñòâåííî. Òîãäà ñîãëàñíî ñâîéñòâó 

öåíòðîèäà r1 + r2 + r3 + r4 = 0. Ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîëüíûõ 

âåêòîðîâ v1, v2 îáîçíà÷àåì (v1,v2). Êàê 

èçâåñòíî, êâàäðàò äëèíû ëþáîãî 

âåêòîðà v ðàâåí åãî ñêàëÿðíîìó 

êâàäðàòó v
2
 = (v, v). Ïîýòîìó 2

ir =

= (3Mi/4)
2
, i = 1, ..., 4. Ñóììà êâàä-

ðàòîâ ðàññòîÿíèé îò òî÷êè O äî 
âåðøèí òåòðàýäðà ðàâíà 

4 4 4
2 2 2

1 1 1

4 4
2 2

1 1

4 4 4
2 2 2 2

1 1 1

( ) 4 2 ( , )

4 2 ,

4 (3 / 4) ,

i i i

i i i

i i

i i

i i i

i i i

r r r r r r

r r r r

r r r M

= = =

= =

= = =

− = + − =

⎛ ⎞

= + − =⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎝ ⎠

= + ≥ =

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑

è ìèíèìàëüíîå ñâîéñòâî öåíòðîèäà 
òåì ñàìûì äîêàçàíî. Îñòà¸òñÿ çàìå-
òèòü, ÷òî 

2 2 2 2 2 2

1 1 1a b c a a cδ = + + + + + =

4
2 2

1 4 1 1 4

( ) 3 2 ( , ),i j i i j

i j i i j

r r r r r

≤ ≤ ≤ = ≤ ≤ ≤

= − = −∑ ∑ ∑

4
2 2

1 2 3 4

1 1 4

0 ( ) 2 ( , ),i i j

i i j

r r r r r r r

= ≤ ≤ ≤

= + + + = +∑ ∑

è, ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà, íàõîäèì, 
÷òî 

4 4
2 2

1 1

4 9 /4,i i

i i

r Mδ

= =

= =∑ ∑  

ò. å. 2 2 2 2

1 2 3 49( )/16 /4.M M M M δ+ + + =   

17. Äîêàæèòå, ÷òî 2
16 .Rδ ≤

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå çàäà÷ó 16 
ê öåíòðó ñîäåðæàùåãî òåòðàýäð 
øàðà ðàäèóñà R è äîêàæèòå, ÷òî 

2 2 2 2 2

1 2 3 4/4=9( )/16 4 .M M M M Rδ + + + ≤  

18. Äîêàæèòå, ÷òî

1 2 3 4 16 /3.M M M M R+ + + ≤

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå çàäà÷ó 17 

è íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèô-
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ìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì êâàäðàòè÷-

íûì. 

19. Äîêàæèòå, ÷òî ðàâåíñòâà â

òð¸õ ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ âîçìîæíû 

òîëüêî äëÿ ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà 

(òåì ñàìûì êàæäîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ 

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðèçíàê 

ïðàâèëüíîñòè òåòðàýäðà). 

Ðåøåíèå. Öåíòðîèä ñîâïàäàåò ñ 

öåíòðîì îïèñàííîé ñôåðû òîëüêî 

ëèøü ó ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà. 

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ri, i = 1,..., 4, − 

ðàâíûå ïî äëèíå âåêòîðû, íàïðàâ-

ëåííûå èç öåíòðîèäà òåòðàýäðà â åãî 

âåðøèíû. Î÷åâèäíî, ÷òî ñðåäè íèõ 

íåò ïîïàðíî ïðîòèâîïîëîæíûõ. Òàê 

êàê èõ äëèíû ðàâíû, à ñóììà ðàâíà 

íóëþ, òî ïîïàðíûå óãëû ìåæäó íèìè 

ðàâíû, èíà÷å ñóììà äâóõ èç íèõ 

áóäåò äëèííåå ñóììû äâóõ îñòàëü-

íûõ è ñóììà âñåõ ÷åòûð¸õ áóäåò 

îòëè÷íà îò íóëÿ. Âîçâîäÿ ñêàëÿðíî â 

êâàäðàò ðàâåíñòâî 1 2 3 4 0,r r r r+ + + =

ïîëó÷àåì, ÷òî êîñèíóñû ïîïàðíûõ 

óãëîâ ìåæäó âåêòîðàìè ðàâíû −1/3, 

ò. å. òàêèå æå, êàê â ñëó÷àå ïðà-

âèëüíîãî òåòðàýäðà.  

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ïðîäîëæàåò 
öåïî÷êó íåðàâåíñòâ, íà÷àòóþ â 
ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ. 

20. Äîêàæèòå, ÷òî

1 2 3 44 16h r h h h h≤ ≤ + + + ≤

1 2 3 4 16 /3;M M M M R≤ + + + ≤  

2 2 2 2 2 2

1 2 3 4

2 2 2 2 2

1 2 3 4

16 64 4 /9

64 /9.

h r h h h h

M M M M R

δ≤ ≤ + + + ≤ =

= + + + ≤

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå çàäà÷è 17, 
18, 12. 

21. Äîêàæèòå, ÷òî íåðàâåíñòâà
â çàäà÷å 20 ïðåâðàùàþòñÿ â ðàâåí-
ñòâà òîëüêî äëÿ ïðàâèëüíîãî òåòðà-
ýäðà, çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ ïåðâûõ 
íåðàâåíñòâ â êàæäîé öåïî÷êå. 

Ðåøåíèå. Åñëè â òåòðàýäðå âû-
ñîòû ñîâïàäàþò ñ ìåäèàíàìè, òî îí 

ïðàâèëüíûé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ri, 

i = 1, ..., 4, − âåêòîðû, íàïðàâëåííûå èç 
öåíòðîèäà òåòðàýäðà â åãî âåðøèíû. 
Ñîâïàäåíèå âûñîò ñ ìåäèàíàìè 

îçíà÷àåò, ÷òî r1(r2 − r3) = r1(r3 − r4) = 

= 0, îòêóäà r1r2 = r1r3 = r1r4, à òàê êàê 

r2 + r3 + r4 = −r1, òî −
2

1r = r1r2 + r1r3 + 

+ r1r4 = 3r1r2, îòêóäà 2

1 2 1 /3,r r r= −

àíàëîãè÷íî 2

1 2 2 /3,r r r= − çíà÷èò, 

1 2 ,r r=  è îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, 

÷òî âñå ri ðàâíû ïî äëèíå. 
Ïðîâåä¸ì ÷åðåç êàæäîå ðåáðî 

òåòðàýäðà ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíóþ 
ïðîòèâîïîëîæíîìó ðåáðó. Ïîñòðî-
åííûå øåñòü ïëîñêîñòåé îãðàíè÷è-

âàþò ïàðàëëåëåïèïåä, îïèñàííûé 
âîêðóã òåòðàýäðà. 

22. (Ñåðâóà) Äîêàæèòå, ÷òî 
ð¸áðà ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíû 
áèìåäèàíàì òåòðàýäðà, âûñîòû 
ðàâíû áèâûñîòàì òåòðàýäðà, à îáú¸ì 
â òðè ðàç áîëüøå îáú¸ìà òåòðàýäðà. 

23. Äîêàæèòå, ÷òî ó ðàâíîãðàí-
íîãî òåòðàýäðà îïèñàííûé ïàðàëëå-

ëåïèïåä − ïðÿìîóãîëüíûé. 

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå çàäà÷è 22, 8. 

24. (Øòåéíåð) Ïåðåäâèíåì 
ðåáðî òåòðàýäðà ïàðàëëåëüíî ñàìîìó 
ñåáå òàê, ÷òîáû åãî ïåðïåíäèêóëÿð-
íàÿ ïðîåêöèÿ íà ïàðàëëåëüíóþ åìó 
ãðàíü ïàðàëëåëåïèïåäà äåëèëàñü 
ïîïîëàì ïðîòèâîïîëîæíûì ðåáðîì 
òåòðàýäðà. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ýòîì 



30 Ìàòåìàòèêà

îáú¸ì òåòðàýäðà íå èçìåíèòñÿ, à ïëî-
ùàäü ïîâåðõíîñòè óìåíüøèòñÿ. 

Óêàçàíèå. Ïðè îïèñàííîé îïå-
ðàöèè ïëîùàäè äâóõ ãðàíåé íå ìå-
íÿþòñÿ, à ñóììà ïëîùàäåé îñòàëüíûõ 
ãðàíåé óìåíüøàåòñÿ â ñèëó íåðà-
âåíñòâà 

2 2 2 2 2 2
2 (( )/2) .a x a y a x y+ + + > + +  

25. Íå èçìåíÿÿ îáú¸ìà òåòðà-
ýäðà è óìåíüøàÿ åãî ïîâåðõíîñòü, 
ìîæíî ïîëó÷èòü òåòðàýäð, ó êîòîðîãî 
áèâûñîòà ÿâëÿåòñÿ áèìåäèàíîé, ò. å. â 
îïèñàííîì âîêðóã íåãî ïàðàëëåëå-
ïèïåäå îäíî èç ð¸áåð ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî åãî ãðàíè. 

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòü äâà ðàçà 
îïåðàöèþ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. 

26. Íå èçìåíÿÿ îáú¸ìà òåòðà-
ýäðà è óìåíüøàÿ åãî ïîâåðõíîñòü, 
ìîæíî ïîëó÷èòü òåòðàýäð, ó êîòîðîãî 
âñå áèâûñîòû ÿâëÿþòñÿ áèìåäèàíà-
ìè, ò. å. îïèñàííûé âîêðóã íåãî ïà-
ðàëëåëåïèïåä áóäåò ïðÿìîóãîëüíûì. 

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòü äâà ðàçà 
ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó. 

27. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ òåòðàýä-
ðà, ó êîòîðîãî îïèñàííûé ïàðàëëåëè- 
ïèïåä ïðÿìîóãîëüíûé, ñïðàâåäëèâû 
ñîîòíîøåíèÿ 

1 2 3/3,V l l l=

2 2 2 2 2 2

1 2 2 3 1 32 .S l l l l l l≥ + +

Óêàçàíèå. Ïðîâåðèòü, ÷òî òåò-
ðàýäð ðàâíîãðàííûé. Íàéòè åãî ð¸áðà 
ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà, à ïëîùàäü 

ãðàíè − ïî ôîðìóëå Ãåðîíà. 
Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ñïðàâåäëèâà 

äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî ìíîãîãðàííè-
êà, íî ìû ôîðìóëèðóåì å¸ òîëüêî äëÿ 
òåòðàýäðà. 

28. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Si âåêòîðû,
ïîñòàâëåííûå íà ãðàíÿõ òåòðàýäðà 
ïåðïåíäèêóëÿðíî èì, íàïðàâëåííûå 
âíå òåòðàýäðà è èìåþùèå äëèíû, 
ðàâíûå ïëîùàäÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ 
ãðàíåé. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ýòèõ 
âåêòîðîâ ðàâíà íóëþ. 

Óêàçàíèå. Ïðîâåðèòü, ÷òî ïðî-
åêöèÿ ñóììû âñåõ âåêòîðîâ íà ëþáîé 
èç íèõ ðàâíà íóëþ. Äëÿ ýòîãî ïðè-

ìåíèòü ôîðìóëû äëÿ ïëîùàäè ïðî-
åêöèè ïëîñêîé ôèãóðû. 

Â ñëåäóþùåé çàäà÷å èñïîëüçó-
þòñÿ îáîçíà÷åíèÿ èç çàäà÷è 28. 

29. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà âåêòîðà

Si + Sj ðàâía 3V/hi,j, ãäå V − îáú¸ì 

òåòðàýäðà, a hi,j − áèâûñîòà, îïó-

ùåííàÿ èç ðåáðà òåòðàýäðà, ÿâëÿþ-

ùåãîñÿ ïåðåñå÷åíèåì ãðàíåé Si, Sj, íà 
ñêðåùèâàþùååñÿ ñ íèì ðåáðî. 

Âåêòîð Si + Sj ïàðàëëåëåí 

áèâûñîòå hi,j. Ïðîâåñòè ïëîñêîñòü 

÷åðåç ïåðåñå÷åíèå ãðàíåé Si, Sj è 

áèâûñîòó hi,j. Îíà ðàçáèâàåò òåòðà-
ýäð íà äâà. Âû÷èñëèòü èõ îáú¸ìû, 

óìíîæàÿ ïëîùàäè ãðàíåé Si, Sj íà 
òðåòü ñîîòâåòñòâóþùåé âûñîòû. 
Äëèíó âûñîòû âû÷èñëèòü, óìíîæèâ 

hi,j íà êîñèíóñ óãëà ìåæäó hi,j è 

âåêòîðîì Si (ñîîòâåòñòâåííî Sj). 
Îáú¸ìû òåòðàýäðîâ ñëîæèòü è âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ïðîåêöèÿ 

âåêòîðà Si + Sj íà âûñîòó hi,j ðàâíà 

åãî äëèíå. 
Â ñëåäóþùåé çàäà÷å ôîðìóëè-

ðóåòñÿ åù¸ îäíî èç ìíîãî÷èñëåííûõ 
ýêñòðåìàëüíûõ ñâîéñòâ ïðàâèëüíîãî 
òåòðàýäðà. 

30. Äîêàæèòå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

òåòðàýäðà íåðàâåíñòâî 6 ,P δ≤  êî-

òîðîå îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî 
äëÿ ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà. 

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå íåðàâåí-
ñòâî î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è 
ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì. 

31. (Ïîëüøà, 1978) Äîêàæèòå,
÷òî äëÿ ëþáîãî òåòðàýäðà 

2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 .h h h h l l l
− − − − − − −

+ + + = + +

Åù¸ îäíî ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî 
ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà. 

32. (Ýããëñòîí) Äîêàæèòå, ÷òî
2 2 2 1/2

1 2 3(( )/3) 2 3 .l l l l r
− − − −

≤ + + ≤  

Ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü äëÿ ïðà-
âèëüíîãî òåòðàýäðà. 

Ðåøåíèå. Âîçâîäÿ Si + Sj ñêà-
ëÿðíî â êâàäðàò è ïðèìåíÿÿ çàäà÷ó 
29, èìååì: 
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2
22 2

2
,

(3 )
2( ) .i j i j j j

i j

V
S S S S S S

h

+ + + = + =  

Ñóììèðóÿ ýòè íåðàâåíñòâà ïî 
âñåì ïàðàì i < j, ïîëó÷àåì, ÷òî 

4
2

1 1 4

2 2

2 2
1 4 1,

3 2 ( , )

(3 ) (3 )
2 3 .

i i j

i i j

i j ii j i

S S S

V V

h l

= ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ =

+ =

= =

∑ ∑

∑ ∑

Òàê êàê ñóììà âåêòîðîâ Si ðàâíà 
íóëþ, òî, âîçâîäÿ å¸ ñêàëÿðíî â 
êâàäðàò, èìååì:  

4
2

1 1 4

2 ( , ) 0,i i j

i i j

S S S

= ≤ ≤ ≤

+ =∑ ∑  

ïîýòîìó èç ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà 
ñëåäóåò, ÷òî 

24
2

2

1 1

(3 )
3 .i

i i i

V
S

l
= =

=∑ ∑

Ïðèìåíÿÿ çàäà÷ó 2, èìååì: 
2 24

2 2
1 1

3 (3 )
3 ,

i ii i

V V

h l
= =

=∑ ∑  

îòêóäà 
4

2 2

1 1

3 .i i

i i

h l
− −

= =

=∑ ∑

Èç çàäà÷è 4 ñëåäóåò, ÷òî 
2 2 2 1/2

1 2 32 ( ) ,r l l l
− − − −

≥ + +  îòêóäà 

2 2 2 1/2
1 2 3(( )/3) 2 3 .l l l l r
− − − −

≤ + + ≤

Ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü òîãäà, 

êîãäà âñå Si ðàâíû, ò. å. òåòðàýäð 
ðàâíîãðàííûé, è êîãäà âñå áèâûñîòû 
ðàâíû, ò. å. îí âïèñàí â êóá, à çíà÷èò, 
ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì.  

33. Ñðåäè âñåõ òåòðàýäðîâ ñ
äàííûìè îñíîâàíèåì è îïóùåííîé íà 
íåãî âûñîòîé ìèíèìàëüíóþ ïîâåðõ-
íîñòü èìååò òîò, â êîòîðîì ýòà âûñîòà 
îïóñêàåòñÿ â öåíòð êðóãà, âïèñàííîãî 
â îñíîâàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì 
òåòðàýäðå âûñîòû áîêîâûõ ãðàíåé, 
îïóùåííûå íà ñòîðîíû, ëåæàùèå íà 
îñíîâàíèè, ðàâíû. 

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñòîðîíû îñíî-
âàíèÿ ðàâíû a, b, c, âûñîòà ðàâíà h è 

îïóñêàåòñÿ â òî÷êó, óäàë¸ííóþ îò 

ñòîðîí îñíîâàíèÿ íà ðàññòîÿíèÿ da, 

db, dc. Èç òåîðåìû î òð¸õ ïåðïåí-
äèêóëÿðàõ, òåîðåìû Ïèôàãîðà è 
ôîðìóëû äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà 
ñëåäóåò, ÷òî óäâîåííàÿ áîêîâàÿ ïî-
âåðõíîñòü òåòðàýäðà ðàâíà 

2 2 2 2 2 2
,a b cS a h d b h d c h d= + + + + +

à óäâîåííàÿ ïëîùàäü îñíîâàíèÿ 

ðàâíà s = ada + bdb + cdñ (ïîñëåäíÿÿ 

ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà âñåãäà, íî åñëè 
âûñîòà íå ïîïàäàåò íà îñíîâàíèå, òî 

íåêîòîðûå èç ÷èñåë da, db, dñ îòðè-
öàòåëüíû). 

Ïîëàãàÿ a + b + c = p, α = a/p, β = 

= b/p, / ,c pγ =  èìååì α,  β,  γ  > 0, 

α + β  + γ = 1, è ðàäèóñ âïèñàííîãî â 

îñíîâàíèå êðóãà ðàâåí r = s/p = α da + 

+ β db + γ dc. Òîãäà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê 
äîêàçàòåëüñòâó ðàâåíñòâà 

(

)

2 2

2 2 2 2 2 2

min min

.

a c a cb b

a
d d d r d d d r

b c

s
h d

p

h d h d h r

α β γ α β γ

α

β γ

+ + = + + =

= + +

+ + + + = +

Äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà ðàñ-

ñìîòðèì äâóìåðíûå âåêòîðû av =      

= (h, da), vb = (h, db), vc = (h, dc) (çäåñü 

çàïèñü (x1, x2) îçíà÷àåò âåêòîð ñ 

êîîðäèíàòàìè xi) è çàìåòèì, ÷òî αva + 

+ βvb + γvc = (h, r), ïîýòîìó èç íåðà-
âåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî 

2 2 2 2 2 2

2 2

a b c

a b c

a b c

h d h d h d

v v v

v v v h r

α β γ

α β γ

α β γ

+ + + + + =

= + + ≥

≥ + + = +

(çíàêè ìîäóëÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ 
îáîçíà÷åíèÿ äëèí âåêòîðîâ). 

Â ñëåäóþùåé çàäà÷å ôîðìóëè-
ðóåòñÿ îäèí èç ïðîñòåéøèõ ïðèçíà-
êîâ ïðàâèëüíîñòè òåòðàýäðà. 

34. Òåòðàýäð ÿâëÿåòñÿ ïðà-
âèëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 
êàæäàÿ âûñîòà â í¸ì îïóñêàåòñÿ â 
öåíòð âïèñàííîãî â ïðîòèâîïîëîæ-
íóþ ãðàíü êðóãà. 
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Â ñëåäóþùåé çàäà÷å ôîðìóëè-
ðóåòñÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêîå ñâîéñòâî 
ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà. Åãî, êàê è 
ëþáîå äðóãîå ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî 
ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà, òîæå ìîæíî 
ðàññìàòðèâàòü êàê ïðèçíàê ïðà-
âèëüíîñòè òåòðàýäðà. 

35. Äîêàæèòå, ÷òî íåðàâåíñòâî
7/6 2/3
3 2S V≥  îáðàùàåòñÿ â ðàâåí-

ñòâî òîëüêî äëÿ ïðàâèëüíîãî òåòðà-
ýäðà. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî ñðåäè 
âñåõ òåòðàýäðîâ äàííîãî îáú¸ìà 
ìèíèìàëüíóþ ïîâåðõíîñòü èìååò 
òîëüêî ïðàâèëüíûé. 

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòü çàäà÷ó 27 
è íåðàâåíñòâî 

3 3 3
3 .xyz x y z≤ + +  

Ìîæíî òàêæå ïðèìåíèòü çàäà÷è 
33 è 34. 

Åù¸ îäíî ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî 
ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà. 

36. Äîêàæèòå, ÷òî íåðàâåíñòâî
1/6 1 1/3

3 2r V
− −

≤  îáðàùàåòñÿ â ðà-
âåíñòâî òîëüêî äëÿ ïðàâèëüíîãî 
òåòðàýäðà. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè âñåõ 
òåòðàýäðîâ, îïèñàííûõ âîêðóã äàí-
íîãî øàðà, ìèíèìàëüíóþ ïîâåðõ-
íîñòü è ìèíèìàëüíûé îáú¸ì èìååò 
òîëüêî ïðàâèëüíûé. 

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòü çàäà÷ó 35 
è çàäà÷ó 1. 

È åù¸ ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî 
ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà. 

37. Äîêàæèòå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
òåòðàýäðà âåðíû íåðàâåíñòâà 

33
,

8
V h≥  23 3

,
2

S h≥

êîòîðûå îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà 
òîëüêî äëÿ ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà. 

Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì çàäà÷ó 33 ê 
îäíîé ãðàíè òåòðàýäðà, êîòîðóþ íà-
çîâ¸ì îñíîâàíèåì. Òîãäà ìîæíî 
ñ÷èòàòü, ÷òî âñå äâóãðàííûå óãëû ïðè 
ýòîé ãðàíè ðàâíû, è îáîçíà÷èòü èõ 

âåëè÷èíó ÷åðåç ϕ. Ïóñòü H − âûñîòà, 

îïóùåííàÿ íà îñíîâàíèå, è Ha, Hb, 

Hc − âûñîòû, îïóùåííûå èç âåðøèí 
îñíîâàíèÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûå 

ãðàíè, a ha, hb, hc − âûñîòû ñàìîãî 
ýòîãî îñíîâàíèÿ. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î 
òð¸õ ïåðïåíäèêóëÿðàõ, èìååì: 

sin ,a ah Hϕ =  sin ,b bh Hϕ =

sin ,c ch Hϕ =  
2 2

sin .
H

H r

ϕ =

+

Òàê êàê min{ , , } /sin ,a b ch h h h ϕ≥  

òî ïëîùàäü è ïîëóïåðèìåòð îñíî-
âàíèÿ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì 

2 2 2

2

( )
,

3

h H r
s

H

+

≥  
2 2

3( )
,

h H r
p

H

+

≥  

ïîòîìó ÷òî 2
/ 3,s b≥ 3 ,p b≥  ãäå    

b = min{ha, hb, hc}, îòêóäà äëÿ îáú¸ìà 
è ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè òåòðàýäðà 
èìååì íåðàâåíñòâà: 

2 2 2
( )

/3 ,
3 3

h H r
V sH

H

+

= ≥

2 2

2 2 2 2 2

2

( ) 3 ( )
.

3

S s p r H

h H r h H r

HH

= + + ≥

+ +

≥ +

Èç òîãî ôàêòà, ÷òî ðàäèóñ âïè-
ñàííîãî â òðåóãîëüíèê êðóãà íå 
ìåíüøå òðåòè åãî ìèíèìàëüíîé âû-
ñîòû, ñëåäóåò, ÷òî 

2 2

min{ , , }

3 3 sin

,
3

a b ch h h h
r

h r H

H

ϕ

≥ ≥ =

+

=

à çíà÷èò, 2 2 2 2
( ) /(9 ),r hH H h≥ −  îò-

êóäà èìååì: 
2 2 3

2 2 2

3 3 9
,

9

V H r H

Hh H h

+

≥ ≥

−

 

2 2 2

2

3 3( )S hr H r
h

h HH

+

− ≥ + ≥

2 3 3

2 2 2 2

( 3 ) 27
3 .

9 9

h h H H h
H

H h H h

+ +

≥ + =

− −

Òàê êàê H h≥  è ïðè ôèêñèðî-
âàííîì h ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ íåðà-
âåíñòâ âîçðàñòàþò ñ ðîñòîì H (ýòî 
ìîæíî ïðîâåðèòü äèôôåðåíöèðîâà-

íèåì), òî, ïîëàãàÿ H = h, èìååì: 
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2

3 3 9
,

8

V h

h

≥  
3 7

,
2

S h
h

h
− ≥  

îòêóäà è ñëåäóþò íåðàâåíñòâà çà-

äà÷è. Ðàâåíñòâà âîçìîæíû ëèøü ïðè 

h = H, r
2

= h
2
/8, sin 2 2/3,ϕ =  ò. å. 

òîëüêî äëÿ ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà. 
Äðóãîå ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, 

èñïîëüçóÿ çàäà÷è 36, 11.  

38. Íàéäèòå òåòðàýäð à) íàèìåíü-
øåãî îáú¸ìà, á) íàèìåíüøåé ïîâåðõ-
íîñòè, â) íàèìåíüøåãî ïåðèìåòðà, ó 
êîòîðîãî íàèìåíüøàÿ èç âûñîò ðàâíà h. 

Îïÿòü ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî 
ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà. 

39. Äîêàæèòå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
òåòðàýäðà íåðàâåíñòâî 

2
12 3 ,P S≥  

êîòîðîå îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî 
òîëüêî äëÿ ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà.  

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó 
äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà 

2 2 2
4 3 2( ) .s ab ac bc a b c≤ + + − − −  

Ïðèìåíÿÿ ýòè íåðàâåíñòâà ê 
êàæäîé ãðàíè òåòðàýäðà è ñêëàäûâàÿ 
èõ ïî÷ëåííî, èìååì: 

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

1 1 1

( ) ( ) ( )

2 3 .

ab ac bc a b a c b c

a b c b a c c b a

a b c a b c S

+ + + + + +

+ + + + + + −

− − − − − − ≥

Îñòà¸òñÿ ïðîâåðèòü òîæäåñòâî 
2

1 16(P ab ac bc a b= + + + +

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

1 1 1

2 2

1 1

2 2

1 1 1

( )

( ) ( ))

6( )

3(( ) ( )

( ) ) 2(( )

a c b c a b c

b a c c b a

a b c a b c

a a b b

c c a a b b

+ + + + +

+ + + + −

− + + + + + +

+ − + − +

+ − + + − − +

2 2

1 1 1 1( ) ( ) ).a a c c c c b b+ + − − + + − −

Ðàâåíñòâî âîçìîæíî, ëèøü òîãäà, 
êîãäà âñå ð¸áðà òåòðàýäðà ðàâíû.  

 È åù¸ îäíî ýêñòðåìàëüíîå 
ñâîéñòâî ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà. 

40. Äîêàæèòå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

òåòðàýäðà íåðàâåíñòâî 3 /6,S δ≤  

êîòîðîå îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî 
òîëüêî äëÿ ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà. 

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå ê êàæäîé 
ãðàíè íåðàâåíñòâî 

2 2 2

,
4 3

a b c
S

+ +

≤  

îçíà÷àþùåå, ÷òî ñðåäè âñåõ òðå-
óãîëüíèêîâ ñ äàííîé ñóììîé êâàä-
ðàòîâ ñòîðîí íàèáîëüøóþ ïëîùàäü 
èìååò ïðàâèëüíûé, è ñëîæèòå èõ 
ïî÷ëåííî. Ðàâåíñòâî âîçìîæíî, ëèøü 
êîãäà âñå ð¸áðà òåòðàýäðà ðàâíû. 

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ïîÿñíÿåò, ÷òî 
îïèñàííûé âîêðóã ïðîèçâîëüíîãî 
òåòðàýäðà øàð è íàèìåíüøèé øàð, 
ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ ýòîò òåò-
ðàýäð, íå îáÿçàíû ñîâïàäàòü. 

41. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð 
íàèìåíüøåãî øàðà, ñîäåðæàùåãî 
äàííûé òåòðàýäð, ëåæèò âíóòðè ýòîãî 
òåòðàýäðà. 

42. (ÂÌÎ, 1982) Äîêàæèòå, ÷òî
äëÿ ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êè òåò-
ðàýäðà îäíî èç åãî ð¸áåð âèäíî ïîä 
óãëîì, êîñèíóñ êîòîðîãî íå áîëüøå 

−1/3. 

Ðåøåíèå. Ïóñòü e1, e2, e3, e4 − 
åäèíè÷íûå âåêòîðû, íàïðàâëåííûå 
èç äàííîé òî÷êè â âåðøèíû òåòðà-

ýäðà. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç e4, 
ïåðåñåêàåò òð¸õãðàííûé óãîë, îáðà-

çîâàííûé âåêòîðàìè e1, e2, e3, ïî-

ýòîìó äëÿ íåêîòîðûõ 0ix ≥ èìååì   

x1e1 + ... + x4e4 = 0. Âîçâîäÿ ýòî ðà-
âåíñòâî ñêàëÿðíî â êâàäðàò è ïðåä-
ïîëàãàÿ, ÷òî êîñèíóñû âñåõ ïîïàðíûõ 
óãëîâ ìåæäó ýòèìè âåêòîðàìè 

áîëüøå −1/3, èìååì: 
4

2

1 1 4

0 2 ( , )i i i i j

i i j

x x x e e

= ≤ ≤ ≤

= + >∑ ∑

4
2

1 1 4

2

1 4

2

3

1
( ) 0.

3

i i i

i i j

i j

i j

x x x

x x

= ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤

> − =

= − ≥

∑ ∑

∑

43. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé
âíóòðåííåé òî÷êè òåòðàýäðà ñóììà 
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êîñèíóñîâ óãëîâ, ïîä êîòîðûìè èç íå¸ 

âèäíû åãî ð¸áðà, íå ìåíüøå −2, êî-
ñèíóñ îäíîãî èç ýòèõ óãëîâ íå áîëüøå 

−1/3, à äðóãîãî íå ìåíüøå −1/3. 

Ðåøåíèå. Ïóñòü e1, e2, e3, e4 − 
åäèíè÷íûå âåêòîðû, íàïðàâëåííûå 
èç äàííîé òî÷êè â âåðøèíû òåòðà-
ýäðà. Âîçâîäÿ ñóììó ýòèõ âåêòîðîâ 
ñêàëÿðíî â êâàäðàò, èìååì: 

4

1 1 4

,

1 4

0 2 ( , )

4 2 cos .

i i j

i i j

i j

i j

e e e

α

= ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤

= + =

= +

∑ ∑

∑

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóììà êî-

ñèíóñîâ óãëîâ αi,j íå ìåíüøå −2, à 

çíà÷èò, îäèí èç íèõ íå ìåíüøå − 1/3. 
Èç çàäà÷è 42 âûòåêàåò, ÷òî îäèí èç 
ýòèõ óãëîâ èìååò êîñèíóñ, íå áîëü-

øèé −1/3. 

44. (Ìîñêâà, 1982) Äîêàæèòå,
÷òî åñëè èç âíóòðåííåé òî÷êè ïðà-
âèëüíîãî òåòðàýäðà âñå åãî ñòîðîíû 
âèäíû ïîä ðàâíûìè óãëàìè, òî ýòà 

òî÷êà − åãî öåíòð. Äîêàæèòå òàêîå æå 
óòâåðæäåíèå äëÿ êóáà. 

45. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

4 6 ,R Dδ ≤ ≤  

êîòîðîå äëÿ ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà 
îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. 

Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì çàäà÷è 43, 
20, 41. Ïóñòü ðåáðî òåòðàýäðà âèäíî 
èç öåíòðà îáúåìëþùåé ñôåðû ðà-

äèóñà R ïîä óãëîì α, cos 1/3.α ≤ −  Ïî 

òåîðåìå êîñèíóñîâ êâàäðàò äëèíû 

ýòîãî ðåáðà íå ìåíüøå 2R
2
 + 2R

2
/3 =

= 8R
2
/3. Íî äëèíà ýòîãî ðåáðà íå

áîëüøå D. 
Ñóììèðóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäû-

äóùèõ çàäà÷, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ 
òåîðåìó. 

Òåîðåìà Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òåò-
ðàýäðà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà 

3

6 4
12 68 272 3

V S P
r ≤ ≤ ≤ ≤

,
12 3 2 6

R Dδ

≤ ≤ ≤

êàæäîå èç êîòîðûõ ïðåâðàùàåòñÿ â 
ðàâåíñòâî òîëüêî äëÿ ïðàâèëüíîãî 
òåòðàýäðà. 

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç 
óòâåðæäåíèé çàäà÷ 45, 40, 39, 36, 35. 
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