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Можно ли в деревянном кубе 
проделать отверстие, через которое 
можно протащить такой же куб?  

Какие правильные многоугольни1
ки можно получить, пересекая куб 
плоскостью? 

Какова максимальная площадь 
многоугольника, который может 
получиться в пересечении куба 
плоскостью? 

В этой статье мы ответим на эти 
вопросы и рассмотрим другие инте1
ресные свойства куба и его сечений. 

1. Отверстие в кубе. Для положи1
тельного ответа на первый вопрос 

рассмотрим куб 1 1 1 1ABCDA B C D  c 

ребром 1 (рис. 1) и пространственный 

шестиугольник 1 1 1AA B C CDA  (не пло1

ский!). Если через этот каркасный 
шестиугольник можно протащить 
свободно куб, не задевая его сторон, 
то это и будет означать, что мы смо1
жем проделать нужное отверстие.  

Чтобы убедиться в этом, постро1
им  параллельную  проекцию  куба на 

некоторую плоскость, перпендику1
лярную прямой, содержащей его 

главную диагональ 1BD . В силу сим1

метрии куба относительно его глав1
ной диагонали проекция шестиуголь1

ника 1 1 1AA B C CDA  представляет со1

бой правильный шестиугольник 

1 1 1A A B C C D A′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ , а в центр О этого 

правильного шестиугольника проек1
тируется центр куба и оба конца диа1

гонали  1BD  (рис. 2).  
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В треугольнике 1 1B BD  на рис. 1, 

как легко видеть, 1 1sin 2/3,B BD∠ =  

и поэтому  синус угла между любым 
ребром куба и его главной диагона1

лью равен 2 3 . Так как рёбра ис1

ходного куба равны 1, то сторона пра1
вильного шестиугольника также рав1

на 2 3 . Легко вычислить и радиус 

вписанной в этот правильный шести1
угольник окружности, который равен 

2/2 , то есть он равен половине диа1

гонали квадрата со стороной 1. (Про1
ведите необходимые здесь вычисле1
ния самостоятельно). Поэтому в пра1
вильном шестиугольнике помещает1

ся квадрат с центром в точке О и со 
стороной 1, не задевая сторон пра1
вильного шестиугольника (рис. 2). 

Отсюда следует, что если поста1
вить куб с ребром 1 так, что его ниж1
няя грань совпадет с квадратом на 
рис. 2, а затем двигать куб перпенди1
кулярно плоскости правильного шес1
тиугольника (вдоль главной диагона1

ли 1BD ), то куб не заденет сторон 

шестиугольника (рис. 3). Значит, тем 
же способом его можно протащить и 
через пространственный шести1

угольник  1 1 1AA B C CDA . 

Отметим, что в действительности 
мы показали, что сквозь деревянный 
куб можно протащить даже куб лю1
бого размера с длиной ребра меньше, 

чем ( 3 1)/ 2− , т.е. даже куб не1

сколько большего размера, чем тот, в 
котором проделывается отверстие. 

2. Правильные многоугольники.
Построить сечение куба плоскостью – 

это значит найти линии пресечения 
этой плоскости с каждой гранью куба. 
Так как граней у куба всего шесть, то 
в сечении не может получиться ника1
кой n1угольник c 6n > . 

Квадрат в сечении получается, 
например, когда плоскость сечения 
параллельна одной из его граней. А 
как по1другому можно провести 
плоскость, чтобы в сечении куба этой 
плоскостью получился квадрат? 
Приведите примеры.  

 Правильный пятиугольник в се1
чении куба плоскостью получить 
нельзя (хотя вообще пятиугольник, 
конечно, получить можно, рис. 4). 
Действительно, если бы такая плос1
кость нашлась, то она бы пересекла 
по крайней мере пару противопо1
ложных  граней  куба.  А  такие  грани  
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параллельны, и поэтому линии пере1
сечения секущей плоскости с этими 
гранями также должны быть парал1
лельны. Но у правильного пятиуголь1
ника, как известно, нет пар парал1
лельных между собой сторон. 

Что касается правильного шести1
угольника, то мы практически уже зна1
ем, как его можно получить, пересекая 
куб плоскостью. Для этого достаточно 
рассмотреть середины шести рёбер ку1
ба, отмеченные точками (рис. 5).  

Эти середины рёбер при парал1

лельной проекции вдоль 1BD  перехо1

дят в середины сторон правильного 
шестиугольника, рассмотренного на 
рис. 2. При этом все шесть указанных 
середин точек рёбер куба лежат в 
одной плоскости, а сама эта плос1

кость перпендикулярна прямой 1BD . 

Действительно, в каждой грани куба 
отрезок, соединяющий середины её 
соседних сторон, параллелен диаго1
нали грани (квадрата) и поэтому па1
раллелен и равен соответствующему 

отрезку на противоположной грани 
куба. Поэтому все шесть середин рё1
бер расположены в одной плоскости и 
являются вершинами шестиугольни1
ка с равными сторонами. Плоскость, в 
которой расположен рассматривае1
мый равносторонний шестиугольник, 

перпендикулярна прямой 1BD , так 

как главная диагональ куба перпен1
дикулярна нужным нам диагоналям 
граней куба, где расположены сторо1
ны шестиугольника, и, тем самым, 
перпендикулярна всем сторонам 
шестиугольника. Так как при парал1

лельной проекции вдоль 1BD  на 

плоскость, перпендикулярную 1BD , 

шестиугольник с вершинами в ука1
занных серединах рёбер куба проек1
тируется в равный ему шестиуголь1
ник, то и он сам является правиль1
ным шестиугольником. 

Правильный треугольник также 
можно получить, пересекая куб 
плоскостью. Для этого достаточно 
отметить три точки на рёбрах куба, 
выходящих из одной вершины куба и 
находящихся на равных расстояниях 
от этой общей вершины (т.е. «отре1
зать правильную пирамидку»). 

Таким образом, при пересечении 
куба плоскостью из правильных мно1
гоугольников могут появиться только 
треугольник, квадрат или шести1
угольник.  
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3. Площадь максимального сечеA
ния. Рассмотрим сечение куба с реб1
ром а плоскостью, перпендикулярной 
его главной диагонали. Как зависит 
периметр и площадь многоугольника, 
получающегося в сечении, в зависи1
мости от выбора секущей плоскости ? 

Для того, чтобы выяснить это, 
расположим куб так, как показано на 
рис. 6 (три грани куба лежат в коор1

динатных плоскостях; O – одна из 

вершин куба и начало координат, ОD – 

главная диагональ куба; L, M, N – 

точки пересечения секущей плоско1

сти с осями координат и Н – точка 

пересечения плоскости LMN с диаго1

налью ОD куба). 

Рассмотрим плоскость П, пересе1
кающую Ox, Oy, Oz соответственно в 

точках L, M, N таких, что 
,OL OM ON x= = =  x – положитель1

ная переменная. Плоскость П пер1
пендикулярна ОD (объясните – по1

чему?), и сначала выясним при каких 

значениях х плоскость П пересекает 
куб и охарактеризуем различные 
формы сечения. 

Рассмотрим куб с рёбрами OL, 

OM, ON; он подобен данному кубу по 

отношению к точке О и диагональ ОD 
содержит диагональ этого куба. 
Плоскость П LMN=  пересечёт куб, 

если 0 .OH OD≤ ≤

Рассматривая пирамиду OLNM 

(рис. 7),  из  треугольника  ONH  нахо1 

дим / 3OH x=  (проведите вычисле1

ния самостоятельно). Отсюда за1

ключаем, что плоскость П пересекает 
куб, если 

0 3
3

x
a≤ ≤  или  0 3x a≤ ≤ . 

При этом, если 0 x a< ≤ , то в сече1

нии получается равносторонний тре1
угольник LMN; если 2a x a< <  (это 

случай 1 1 1L M N  на рис. 6), то в сечении 

получается шестиугольник PQRSTU; 
наконец, если 2 3a x a≤ < , то сечение – 

снова равносторонний треугольник. 
Обозначим через ( )p x  периметр 

сечения куба плоскостью П. Если 

0 x a< ≤ , то ( ) 3 2p x x=  (см. рис. 7). 

Если 2 ,a x a< <  то сечение – шес1

тиугольник PQRSTU. Треугольник 

1QM R  – равносторонний, значит, 

1QR RM= . Следовательно,  

1 2QR RS SM CB a+ = = =  

(см. рис. 6), и поэтому в этом случае 

( ) 3 2p x a= . Наконец, если 2a x≤ ≤

3a< , то из свойства симметрии заклю1

чаем, что ( ) 3(3 ) 2.p x a x= −  График 

функции  ( )p p x=  изображён на рис. 8, 
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который  представляет собой лома1
ную линию с участком, параллель1

ным оси  Ох.  
Обозначим через S(x) площадь 

сечения куба плоскостью П. Если 

0 x a< ≤  (см. рис. 7),  то  
2 3

( )
2

x
S x = . 

Если 2a x a< < , то S(x) можно по1

лучить, вычитая из площади равно1

стороннего треугольника 1 1 1L M N  

площади трёх равных равносторонних 

треугольников    1QRM ,  1TSN ,   1UPL .  

Из равнобедренного прямоугольного 

 треугольника 1QBM  (рис. 6) находим, 

что 1 ( ) 2,QM x a= −  и поэтому  

2 2

2
2

3 2( ) 3
( ) 3

2 4

3 3 3
3( ) .

4 2

x x a
S x

a a
x

−

= − ⋅ =

= − −

Если теперь 2 3a x a≤ < ,  то  опять 

используя симметрию задачи, полу1

чаем, что 23
( ) (3 )

2
S x a x= − . 

График функции ( )S S x=  изо1

бражён на рис. 9 – он состоит из дуг 

трёх парабол.  

Упражнения 
1. Как можно проверить, что S(x) 

не имеет излома при x a=  и 2x a= ? 

2. Как в пространстве нужно рас1
положить спичечный коробок, чтобы 
площадь тени (параллельной проек1
ции) была максимальной? 

3. На плоскости задана часть парал1
лельной проекции каркасного куба (т.е., 
он сконструирован только из отрезков1
рёбер). Получилась она так: сначала на1
рисовали проекцию всего такого куба, а 
затем «стерли» одну вершину и три реб1
ра, которые содержат эту вершину. При 
помощи циркуля и линейки восстанови1
те  стёртые  вершину  и  рёбра.  

4. Куб пересекается плоскостью,
проходящей через одну из главных его  

диагоналей. Как должна быть проведе1
на эта плоскость, чтобы площадь сече1
ния получилась наименьшей? 

Ответ. Плоскость должна прохо1
дить через диагональ и середину любо1
го скрещивающегося с ней ребра. 

5. Из данного деревянного куба вы1
тесана шестиугольная призма наи1
большего объёма. Оцените, какой про1
цент материала использован? 

Ответ. Примерно 70%. 
6. На какие углы можно поворачи1

вать вокруг прямой деревянный кубик 
так, чтобы он совместился сам с собой? 
Укажите оси вращения. 

Ответ.  90 , 180 , 270 , 60 , 120 ,� � � � �  

240 ,�   300 , 360 .� �


