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Âàâèëîâ Âàëåðèé Âàñèëüåâè÷
Çàìåñòèòåëü äèðåêòîðà ÑÓÍÖ ÌÃÓ ïî íàó÷íîé ðàáîòå, 

çàñëóæåííûé ïðåïîäàâàòåëü è ëàóðåàò 
Ëîìîíîñîâñêîé ïðåìèè Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî 

óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

Êàïðèçíàÿ  ôîðìóëà 
Â ãåîìåòðèè, ôèçèêå, õèìèè è äðóãèõ ïðèëîæåíèÿõ ìàòåìàòèêè 

âàæíóþ ðîëü èãðàåò ôîðìóëà Ë. Ýéëåðà, êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò ÷èñëî 
âåðøèí, ð¸áåð è ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà. Ýòîé ôîðìóëå è å¸ «ñëîæ-
íîìó õàðàêòåðó» ïîñâÿùåíà ýòà ðàáîòà. 

Èçãîòîâëåíèå ìîäåëåé ìíîãî-
ãðàííèêîâ èç ïëîòíîé öâåòíîé áóìà-
ãè èëè äðóãèõ ìàòåðèàëîâ  äîâîëü-
íî ñòàðàÿ øêîëüíàÿ òðàäèöèÿ. 
Íàïðèìåð, â øêîëå èì. À.Í. Êîëìî-
ãîðîâà ÑÓÍÖ ÌÃÓ ýòî ÿâëÿåòñÿ 
ñïåöèàëüíûì çàäàíèåì òàê íàçûâà-
åìîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðàê-
òèêóìà, êîòîðûé ïîñâÿù¸í «ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíîé» ìàòåìàòèêå (ïðî-
âåäåíèå ðàñ÷¸òîâ è ãðàôè÷åñêèõ 
èññëåäîâàíèé, ñîñòàâëåíèå òàáëèö, 
àíàëèç âîçìîæíîñòåé êëàññèôèêà-
öèè, êîìáèíàòîðíûå ïîäñ÷¸òû,  èç-
ãîòîâëåíèå ÷åðòåæåé, ìîäåëåé è ïð.) 

Â îñíîâå òåîðèè ìíîãîãðàííèêîâ 
âàæíóþ ðîëü èãðàþò çíàìåíèòàÿ 
ôîðìóëà Ýéëåðà è å¸ îáîáùåíèÿ. 
Â ýòîé ñòàòüå ìû îñòàíîâèìñÿ íà ðî-
ëè ýòîé ôîðìóëû â òåîðèè ìíîãî-
ãðàííèêîâ è å¸ «êàïðèçíîì õàðàêòå-
ðå». Â êîíöå  ñòàòüè ïðåäëîæåí îðè-
åíòèðîâî÷íûé ïëàí áîëüøîé ðàáîòû 
(â ÷àñòíîñòè, ýêñïåðèìåíòàëüíîé), 
êîòîðûé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí 
äëÿ îðãàíèçàöèè è ïðîâåäåíèÿ èñ-
ñëåäîâàíèé òâîð÷åñêîãî õàðàêòåðà. 

1. Ëþáîé âûïóêëûé ìíîãîóãîëü-
íèê èìååò ñòîëüêî æå ñòîðîí, ñêîëü-

êî è âåðøèí. Ïîýòîìó òàêèå ìíîãî-
óãîëüíèêè ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü 
ïî ÷èñëó ñòîðîí (èëè âåðøèí): òðå-
óãîëüíèêè, ÷åòûð¸õóãîëüíèêè, ïÿòè-
óãîëüíèêè è ò. ä. Ïîïûòêà êëàññè-
ôèêàöèè ìíîãîãðàííèêîâ ïðèâåëà â 
1750 ã. èçâåñòíåéøåãî ìàòåìàòèêà 
Ëåîíàðäà Ýéëåðà ê ñëåäóþùåìó 
ðåçóëüòàòó. 

Òåîðåìà 1 (Ë. Ýéëåð). Äëÿ ëþáî-
ãî âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà 

V  E  F  2, 
ãäå V  ÷èñëî âåðøèí, Å  ÷èñëî ð¸-
áåð è F  ÷èñëî ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà. 

Åãî ðàáîòà íà÷àëàñü ñ òîãî, ÷òî 
îí ñîñòàâèë äîâîëüíî áîëüøóþ 
òàáëèöó, â êîòîðóþ  âûïèñàë çíà-
÷åíèÿ âåëè÷èí V, E, F äëÿ êîí-
êðåòíûõ ìíîãîãðàííèêîâ (ìû îãðà-
íè÷èìñÿ çäåñü òîëüêî òàáëèöåé 
äëÿ ïÿòè ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàí-
íèêîâ, èç êîòîðîé âèäíî, ÷òî íóæ-
íîå ñîîòíîøåíèå âûïîëíåíî). Îñò-
ðàÿ íàáëþäàòåëüíîñòü ïîçâîëèëà 
Ë. Ýéëåðó â ýòîì ìàññèâå ÷èñåë 
îáíàðóæèòü îòìå÷åííóþ çàêîíî-
ìåðíîñòü. Â 1751 ã. îí äàë äîêàçà-
òåëüñòâî ýòîé ôîðìóëû äëÿ âû-
ïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ. 
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  Íàçâàíèå   V E    F 

 Òåòðàýäð      4   6    4 
 Îêòàýäð      6    12  8 
 Êóá (ãåêñàýäð)     8   12    6 
 Èêîñàýäð      12   30    20 
 Äîäåêàýäð     20  30    12 

Äîëãîå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü, ÷òî ýòà 
ôîðìóëà Ýéëåðà ñïðàâåäëèâà äëÿ 
âñåõ ìíîãîãðàííèêîâ. Î. Êîøè ðàç-
äåëÿë ýòó òî÷êó çðåíèÿ è â 1811 ã. 
(åìó áûëî òîãäà 22 ãîäà) äàë ýëå-
ãàíòíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ôîðìó-
ëû, êîòîðîå, ïðàâäà, ãîäèëîñü òîëüêî 
äëÿ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ è 
íåêîòîðîãî êëàññà íåâûïóêëûõ.  

Èäåÿ Êîøè (íåìíîãî ìîäèôèöè-
ðîâàííàÿ)  áûëà îñíîâàíà íà ñëåäó-
þùèõ âåëèêîëåïíûõ íàáëþäåíèÿõ. 
Âî-ïåðâûõ, ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî 
äàííûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëûì è åãî ïîâåðõíîñòü âû-
ïîëíåíà èç ýëàñòè÷íîé ðåçèíû. Âû-
ðåæåì îäíó ãðàíü, îòëîæèì å¸ â 
ñòîðîíó, à îñòàâøóþñÿ ÷àñòü (áîëü-
øå íå ðàçðåçàÿ) ðàñòÿíåì íà ïëîñ-
êîñòè. Ãðàíè è ð¸áðà, êîíå÷íî, äå-
ôîðìèðóþòñÿ, à ð¸áðà ìîãóò ñòàòü 
êðèâîëèíåéíûìè. Â ïîëó÷åííîé òàê 
íàçûâàåìîé êàðòå (ñåòè) âåëè÷èíû 
V, E íå èçìåíèëèñü, è ÷òîáû äîêà-
çàòü ôîðìóëó Ýéëåðà äëÿ èñõîäíîãî 
ìíîãîãðàííèêà, íóæíî óñòàíîâèòü 
ðàâåíñòâî V  E  F  1 äëÿ ýòîé 
ïëîñêîé êàðòû. 

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî è èçáàâèòüñÿ 
îò êðèâîëèíåéíûõ ãðàíèö íà êàðòå. 
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü, 
÷òî âñå ãðàíè, êðîìå îäíîé, ñäåëàíû 
èç êàðòîíà, à îäíà  èç ïðîçðà÷íîãî 
ñòåêëà. Ïîñìîòðèì ÷åðåç ñòåêëî 
âíóòðü ìíîãîãðàííèêà òàê, ÷òîáû 
áûëà âèäíà âñÿ åãî âíóòðåííîñòü 
(à ýòîãî ìîæåò íå ñëó÷èòüñÿ, åñëè 
ìíîãîãðàííèê íå ÿâëÿåòñÿ âûïóê-
ëûì). Òî, ÷òî ìû óâèäèì, ìîæíî èí-
òåðïðåòèðîâàòü  êàê ïëîñêóþ êàðòó, 
íàðèñîâàííóþ íà ñòåêëå, è óæå ñ 
ïðÿìîëèíåéíûìè ãðàíèöàìè (ñòå-
ðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ «êàðòîí-
íîé ÷àñòè»).  

Âòîðîå ñîîáðàæåíèå Êîøè ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà 
íóæíîé ôîðìóëû â îáùåì ñëó÷àå 
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü å¸ òîëüêî äëÿ 
òàêèõ êàðò, âñå ãðàíè (ñòðàíû) êîòî-
ðûõ ÿâëÿþòñÿ êðèâîëèíåéíûìè òðå-
óãîëüíèêàìè. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, 
÷òî, âûáðàâ ïî îäíîé òî÷êå âíóòðè 
êàæäîé ãðàíè è ñîåäèíèâ å¸ êðèâû-
ìè ëèíèÿìè ñ âåðøèíàìè ýòîé ãðà-
íè, ìû ïîëó÷èì íîâóþ êàðòó, ñîñòî-
ÿùóþ òîëüêî èç êðèâîëèíåéíûõ 
òðåóãîëüíèêîâ, äëÿ êîòîðîé âåëè÷è-
íà V  E  F òî÷íî òàêàÿ æå, êàê è ó 
èñõîäíîé êàðòû. Äåéñòâèòåëüíî, åñ-
ëè íåêîòîðàÿ ãðàíü íå òðåóãîëüíàÿ è 
èìååò f âåðøèí, òî, ðàçáèâ å¸ óêà-
çàííûì ñïîñîáîì íà êðèâîëèíåéíûå 
òðåóãîëüíèêè, ìû ê èñõîäíîé êàðòå 
äîáàâèëè f íîâûõ ð¸áåð  è f íîâûõ 
ãðàíåé. Òåì ñàìûì âåëè÷èíà V  E
 F íå èçìåíÿåòñÿ. 

Ïîñëåäíåå ñîîáðàæåíèå òàêîâî. 
Â íîâîé êàðòå, ñîñòîÿùåé èç êðèâî-
ëèíåéíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ê å¸ ãðà-
íèöå ïðèìûêàþò äâà òèïà òðåóãîëü-
íèêîâ. Îäèí òèï ñîñòîèò èç òðå-
óãîëüíèêîâ, êîòîðûå èìåþò ðîâíî 
îäíó ñòîðîíó íà ãðàíèöå êàðòû, à 
äðóãîé  èç òðåóãîëüíèêîâ, èìåþ-
ùèõ íà ãðàíèöå äâå ñòîðîíû. Ðàñ-
ñìîòðèì îäèí èç òàêèõ ãðàíè÷íûõ 
òðåóãîëüíèêîâ è óäàëèì èç íåãî âñ¸ 
òî, ÷òî íå ïðèíàäëåæèò êàêîìó-
íèáóäü äðóãîìó òðåóãîëüíèêó. Äëÿ 
ïåðâîãî òèïà òðåóãîëüíèêîâ ìû óäà-
ëÿåì îäíî ðåáðî è îäíó ãðàíü 
(îñòàâëÿÿ åãî âåðøèíû è äâå ñòîðî-
íû), à âî âòîðîì ñëó÷àå ìû óäàëÿåì 
èç êàðòû îäíó âåðøèíó, äâå ñòîðî-
íû è îäíó ãðàíü. Ïðè òàêèõ óäàëå-
íèÿõ èç êàðòû «ãðàíè÷íûõ» òðå-
óãîëüíèêîâ âåëè÷èíà V  E  F íå 
èçìåíÿåòñÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíî óäàëÿ-
åì òðåóãîëüíèêè äî òåõ ïîð, ïîêà íå 
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îñòàíåòñÿ ðîâíî îäèí òðåóãîëüíèê. 
Äëÿ îáðàçóåìîé ýòèì òðåóãîëüíèêîì 
ïðîñòåéøåé êàðòû èìååì:  

V E F  3  3  1  1. 
Ýòî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî 

ôîðìóëû Ýéëåðà äëÿ âûïóêëûõ 
ìíîãîãðàííèêîâ. 

2. Ïåðâûå ðåàêöèè íà äîêàçàòåëü-
ñòâî Êîøè áûëè âîñòîðæåííûìè è 
âñåëÿëè óâåðåííîñòü â òîì, ÷òî  ôîð-
ìóëà Ýéëåðà âåðíà äëÿ ëþáîãî ìíîãî-
ãðàííèêà. Îäíàêî øâåéöàðñêèé ìàòå-
ìàòèê Ñèìîí Ëþèëüå óæå ÷åðåç ãîä 
ïîñëå ðàáîòû Êîøè çàìåòèë, ÷òî ìíî-
ãîãðàííèê, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç 
áîëüøîãî êóáà óäàëåíèåì ìàëåíüêîãî 
êóáà («ïîëûé êóá»), íåëüçÿ ðàñòÿ-
íóòü íà ïëîñêîñòü ïðè óäàëåíèè ëþ-
áîé âíóòðåííåé èëè âíåøíåé åãî ãðà-
íè (ðèñ. 1). Òåì ñàìûì óæå ïåðâûé 

øàã â äîêàçàòåëüñòâå Êîøè íå ÿâëÿ-
åòñÿ âåðíûì. Êàê îòìå÷àë Ëþèëüå, 
ñâîå îòêðûòèå îí ñäåëàë, ðàññìàòðè-
âàÿ ìèíåðàëîãè÷åñêóþ êîëëåêöèþ 
ñâîåãî äðóãà, â êîòîðîé çàìåòèë äâîé-
íîé êðèñòàëë, ãäå âíóòðåííèé êðè-
ñòàëë áûë íåïðîçðà÷íûì, à âíåøíèé 
ïðîïóñêàë ñâåò (íàïðèìåð, ýòî ìîã 
áûòü êóáèê ñåðíèñòîãî ñâèíöà âíóòðè 
êðèñòàëëîâ ïîëåâîãî øïàòà). Äëÿ «ïî-
ëîãî êóáà» èìååì: V  16, E  24, 
F  12 è òåì ñàìûì V  E  F  4! 
Äðóãîé ïðèìåð Ëþèëüå ïðåäñòàâëÿåò 
ñîáîé «êîðîíîâàííûé êóá», ïîêà-
çàííûé íà ðèñ. 2, äëÿ êîòîðîãî 
V  E  F  16  24  11  3! Íàêîíåö, 
èì æå ïðåäëîæåí ïðèìåð ìíîãîãðàí-
íèêà â âèäå «êàðòèííîé ðàìû», 
äëÿ êîòîðîãî V  E  F  0 (ðèñ. 3). 

 Ðèñ. 1.  Ïîëûé êóá    Ðèñ. 2. Êîðîíîâàííûé êóá    Ðèñ. 3. Êàðòèííàÿ ðàìà 

Íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì Ô. Ãåñ-
ñåëåì ÷åðåç äâàäöàòü ëåò ïîñëå 
Ëþèëüå âíîâü áûëè îòêðûòû çàíîâî 
ïðèìåðû  «ïîëûõ» è «êîðîíîâàí-
íûõ» êóáîâ (è, ÷òî ëþáîïûòíî, òàê-
æå ïðè îñìîòðå êîëëåêöèé ìèíåðà-
ëîâ!) è äàíû íîâûå ïðèìåðû òåòðàýä-
ðîâ-áëèçíåöîâ, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 4, 
êîòîðûå Ëþèëüå íå çàìåòèë; êàê 
ëåãêî ïðîâåðèòü, â îáîèõ ñëó÷àÿõ   

V  E  F  3. 
3. Èòàê, ôîðìóëà Ýéëåðà ñïðà-

âåäëèâà äàëåêî íå äëÿ ëþáûõ ìíîãî-
ãðàííèêîâ! 

À äëÿ êàêèõ ìíîãîãðàííèêîâ ýòà 
çàìå÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà Ýéëåðà âåð-
íà? Â ÷¸ì ñåêðåò ýéëåðîâîñòè ìíîãî-
ãðàííèêà, ò. å. äëÿ êàêèõ ìíîãîãðàí- 

íèêîâ  М åãî (ýéëåðîâà) õàðàêòåðè-
ñòèêà  (М)  V  E  F  ðàâíà 2? 

Ðèñ. 4. Òåòðàýäðû-áëèçíåöû 

Îòâåò ñòàëè èñêàòü, èäÿ ïî ñëå-
äóþùåìó ïóòè. Âñå áîëåå ñëîæíûå 
ìíîãîãðàííèêè ìîæíî ïîëó÷àòü èç 
áîëåå ïðîñòûõ, «ïðèñòàâëÿÿ» ýòè ïðî-
ñòûå äðóã ó äðóãó ðàâíûìè ãðàíÿìè. 
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Ìû îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ñëó÷àåì, 
êîãäà âòîðîé («ïðèñòàâëÿåìûé») 
ìíîãîãðàííèê ÿâëÿåòñÿ òåòðàýäðîì  
ïðîñòåéøèì èç âñåõ ìíîãîãðàííèêîâ. 
Âûÿñíèì, ÷òî áóäåò ïðîèñõîäèòü ñ 
âåëè÷èíîé V  E  F, åñëè ìû «ïðè-
ñòàâèì» ê íåêîòîðîé òðåóãîëüíîé 
ãðàíè ÀÂÑ ìíîãîãðàííèêà Ì òåòðà-
ýäð ÀÂÑD, ó êîòîðîãî âåðøèíà D íå 
ñîâìåùàåòñÿ íè ñ îäíîé èç âåðøèí 
ìíîãîãðàííèêà Ì (ðèñ. 5 à). Òîãäà 
÷èñëî âåðøèí ìíîãîãðàííèêà Ì óâå-
ëè÷èòñÿ íà åäèíèöó (äîáàâëÿåò- 
ñÿ D), ÷èñëî ãðàíåé óâåëè÷èâàåòñÿ 
íà 2 (äîáàâëÿþòñÿ òðè íîâûå ãðàíè 
DÀÂ, DÂÑ, DÀÑ è ïðîïàäàåò îäíà 
ãðàíü, ñîâìåù¸ííàÿ ñ ÀÂÑ), ÷èñëî 

ð¸áåð óâåëè÷èòñÿ íà 3 (äîáàâÿòñÿ 
ð¸áðà ÀD, ÂD, ÑD). Ñëåäîâàòåëüíî, 
âåëè÷èíà V – E + F íå èçìåíèòñÿ. 
Òàêèì îáðàçîì, åñëè äëÿ ìíîãîãðàí-
íèêà Ì ôîðìóëà Ýéëåðà ñïðàâåäëè-
âà, òî îíà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ è äëÿ 
ïîëó÷åííîãî ìíîãîãðàííèêà. Ýòîò 
ðåçóëüòàò îñòà¸òñÿ ñïðàâåäëèâûì è 
òîãäà, êîãäà êàêàÿ-íèáóäü ãðàíü 
òåòðàýäðà îêàæåòñÿ â îäíîé ïëîñêî-
ñòè ñî ñìåæíîé ãðàíüþ ìíîãîãðàí-
íèêà (ðèñ. 5 á). Òîãäà â ïîëó÷åííîì 
ìíîãîãðàííèêå áóäåò íà îäíó ãðàíü 
ìåíüøå, ÷åì ó óêàçàííîãî âûøå, íî 
çàòî ïðîïàäàåò è îäíî ðåáðî, òàê 
÷òî íà çíà÷åíèè âåëè÷èíû V  E  F 
ýòî íå îòðàçèòñÿ.  

Ðèñ. 5. Ïðîñòîå äîáàâëåíèå òåòðàýäðà 

Ïîäîáíûì îáðàçîì ëåãêî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî èçó÷àåìàÿ âåëè÷èíà íå 
èçìåíÿåòñÿ, åñëè ïðèêëàäûâàòü òåò-
ðàýäð òàê, ÷òî íå îäíà, à äâå èëè 

äàæå òðè åãî ãðàíè (ðèñ. 6) ñîâìå-
ñòÿòñÿ ñ ãðàíÿìè ìíîãîãðàííèêà 
(ïðîâåðüòå ýòî, èñïîëüçóÿ ïðèâåä¸í-
íûå ðèñóíêè). 

Ðèñ. 6. Áîëåå ñëîæíîå äîáàâëåíèå òåòðàýäðà 

A

B

C

D

M

A

D

a á
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Ýòè ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, 
÷òî ôîðìóëà Ýéëåðà ñïðàâåäëèâà 
äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà 
ìíîãîãðàííèêîâ è, ïî êðàéíåé ìåðå, 
îíà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âûïóêëûõ 
ìíîãîãðàííèêîâ. Äåéñòâèòåëüíî, âçÿâ 
âíóòðè âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà Ì 
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó Î è ñîåäèíèâ å¸ 
ñî âñåìè âåðøèíàìè ìíîãîãðàííèêà, 
ìû ðàçîáü¸ì âåñü ìíîãîãðàííèê íà 
ïèðàìèäû ñ îáùåé âåðøèíîé Î. 
Ðàçîáü¸ì òåïåðü êàæäóþ ïèðàìèäó 
íà òðåóãîëüíûå ïèðàìèäû (òåòðà-
ýäðû ñ òîé æå âåðøèíîé Î)  ïîëó-
÷èì ðàçáèåíèå ìíîãîãðàííèêà íà 
òåòðàýäðû. Âûáåðåì òåïåðü êàêîé-
ëèáî îäèí èç ýòèõ òåòðàýäðîâ ðàç-
áèåíèÿ è áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî 
ïðèñòàâëÿòü ê íåìó îñòàëüíûå, ïî-
êà íå ïîëó÷èòñÿ èñõîäíûé ìíîãî-
ãðàííèê. Òàê êàê ïðè êàæäîì øàãå 
âåëè÷èíà V  E  F  íå èçìåíÿåòñÿ 
è òàê êàê äëÿ íà÷àëüíîãî òåòðàýäðà 
îíà ðàâíà 2, òî è äëÿ ìíîãîãðàííèêà 
Ì îíà áóäåò ðàâíà 2. 

Çàìå÷àíèå. Ïðèìåðû Ëþèëüå, â 
÷àñòíîñòè, çàïðåùàþò äîñòðàèâàíèÿ 
«ïî âåðøèíå è ðåáðó». Ïðè ïîñëåäî-
âàòåëüíîì ïðèñòðàèâàíèè òåòðàýäðà 
îäíîé ãðàíüþ íóæíî òàêæå ñëåäèòü 
çà òåì, ÷òîáû ïðîòèâîïîëîæíàÿ 
âåðøèíà òåòðàýäðà íå ïðèíàäëåæà-
ëà óæå ïîñòðîåííîìó ìíîãîãðàííè-
êó. Ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ñàìî-
ñòîÿòåëüíî óñòàíîâèòü, ÷òî â ñëó÷àå 
âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà Ì 
ìîæíî â òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 
ïðèñòàâëÿòü òåòðàýäðû, ÷òîáû ýòî 
óñëîâèå êàæäûé ðàç âûïîëíÿëîñü.   

4. Ëþáîé ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê
ìîæíî ðàçáèòü íà òåòðàýäðû (òàê 
æå, êàê ëþáîé ïðîñòîé ìíîãîóãîëü-
íèê ìîæíî ðàçáèòü íà òðåóãîëüíè-
êè). Îäíàêî ñîîòíîøåíèå Ýéëåðà 

(Ì) = V  E  F  2 âûïîëíÿåòñÿ, 
âî-ïåðâûõ, íå äëÿ âñåõ ïðîñòûõ 
ìíîãîãðàííèêîâ («îêîííàÿ ðàìà» 
íà ðèñ. 3), à âî-âòîðûõ, äëÿ íåïðî-
ñòîãî ìíîãîãðàííèêà îíî ìîæåò âû-
ïîëíÿòüñÿ («ýéëåðîâ êàïðèç» íà 

ðèñ. 7), à ìîæåò è íå âûïîëíÿòüñÿ 
(«ìîðñêîé ¸æ» Êåïëåðà íà ðèñ. 8). 

Ðèñ. 7.  «Ýéëåðîâ êàïðèç»: (Ì)  
16  24 10  2    

Ðèñ. 8.  «Ìîðñêîé ¸æ» Êåïëåðà: 
(Ì)  V  E  F  12  30  12  6 

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòûì íàçû-
âàåòñÿ ìíîãîóãîëüíèê, êîòîðûé 
îãðàíè÷åí îäíîé íåñàìîïåðåñåêàþ-
ùåéñÿ çàìêíóòîé ëèíèåé è äëÿ êî-
òîðîãî èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò 
ðîâíî äâå ñòîðîíû. Ìíîãîãðàííèê 
íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè:  

1) âñå åãî ãðàíè ÿâëÿþòñÿ ïðî-
ñòûìè ìíîãîóãîëüíèêàìè; 

2) íèêàêèå äâå åãî íåñìåæíûå
ãðàíè íå èìåþò îáùèõ òî÷åê (âíóò-
ðåííèõ èëè ãðàíè÷íûõ), çà èñêëþ÷å-
íèåì, áûòü ìîæåò, îäíîé îáùåé 
âåðøèíû;  

3) äâå ñìåæíûå ãðàíè èìåþò
òîëüêî îäíî îáùåå ðåáðî è íå èìåþò 
äðóãèõ îáùèõ òî÷åê.  
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Äåëî ñîñòîèò â òîì (ïîâòîðèì åù¸ 
ðàç!), ÷òî ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ìíîãî-
ãðàííèêà èç òåòðàýäðîâ äëÿ íåèçìåí-
íîñòè âåëè÷èíû  V  E  F íåîáõîäè-
ìî, ÷òîáû êàæäûé ðàç, êîãäà òåòðàýäð 
ïðèñòàâëÿåòñÿ îäíîé ãðàíüþ, ïðîòè-
âîïîëîæíàÿ âåðøèíà íå ñîâïàäàëà íè 

ñ îäíîé èç âåðøèí óæå ïîñòðîåííîãî 
ìíîãîãðàííèêà. Îäíàêî èìåþòñÿ ìíî-
ãîãðàííèêè, äëÿ êîòîðûõ òàêîãî ñîâ-
ïàäåíèÿ âåðøèí èçáåæàòü íåëüçÿ; 
îäíèì èç òàêèõ ìíîãîãðàííèêîâ ÿâëÿ-
åòñÿ «êàðòèííàÿ ðàìà», êîòîðàÿ èìååò  
îäíó ñêâîçíóþ «äûðó» (ñì. ðèñ. 9).    

Ðèñ. 9.  Ðàçáèåíèå íà òåòðàýäðû 

Íàãëÿäíî ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì, ÷òî 
ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê ìîæíî íóæ-
íûì íàì îáðàçîì ñîñòàâèòü èç òåò-
ðàýäðîâ, êîãäà îí íå èìååò ñêâîçíûõ 
«äûð», ò. å. íå èìååò êîëüöåîáðàçíîé 
ôîðìû «áóáëèêà». Òàêèå ïðîñòûå 
ìíîãîãðàííèêè áåç «äûð» íàçûâàþò-
ñÿ ìíîãîãðàííèêàìè íóëåâîãî ðî-
äà. Òåîðåìà Ýéëåðà äîïóñêàåò òîãäà 
áîëåå îáùóþ ôîðìó. 

Òåîðåìà 2.  Äëÿ âñÿêîãî ïðîñòîãî 
ìíîãîãðàííèêà íóëåâîãî ðîäà 

V  E  F  2. 
5. Âñÿêèé ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê,

íå ÿâëÿþùèéñÿ ìíîãîãðàííèêîì íó-
ëåâîãî ðîäà, èìååò îäíó èëè íå-
ñêîëüêî ñêâîçíûõ «äûð». ×èñëî òà-
êèõ «äûð»  íàçûâàåòñÿ ðîäîì ìíî-
ãîãðàííèêà.  Ìíîãîãðàííèêè ðîäà 0 
âûøå óæå ìíîãîêðàòíî âñòðå÷àëèñü 
(íàïðèìåð, âûïóêëûå ìíîãîãðàííè-
êè). «Êàðòèííàÿ ðàìà» íà ðèñ. 3 è 
ìíîãîãðàííèê íà ðèñ. 10  ýòî ïðî-
ñòûå ìíîãîãðàííèêè ðîäà 1.  

Ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê ðîäà 1 
ìîæíî ïîëó÷èòü èç äâóõ ïðîñòûõ 
ìíîãîãðàííèêîâ ðîäà 0, ïðèñòàâëÿÿ 

äðóã ê äðóãó äâóìÿ íåñìåæíûìè 
ãðàíÿìè è ëèêâèäèðóÿ èõ ó ïîëó-
÷åííîãî íîâîãî ìíîãîãðàííèêà. (Êàê 
òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èòü ìíîãîãðàí-
íèê íà ðèñ. 10?) Ïðîñòîé ìíîãîãðàí-
íèê ðîäà 2 ìîæíî ïîëó÷èòü èç äâóõ 
ìíîãîãðàííèêîâ ðîäà 1, ïðèñòàâèâ 
èõ äðóã ê äðóãó òàêèì æå îáðàçîì; 
íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ äâà îäèíàêî-
âûõ ìíîãîãðàííèêà, ïîêàçàííûõ íà 
ðèñ. 10.   

Ðèñ. 10. Ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê 
ðîäà 1 
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Âîîáùå, ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê 
ðîäà ð  1 ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïðî-
ñòîãî ìíîãîãðàííèêà ðîäà ð, ïðèñòà-
âèâ ê íåìó äâóìÿ íåñìåæíûìè ãðà-
íÿìè ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê ðîäà 0 
(êàê?). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíî ïðî-
ñëåäèòü çà íàøèìè ïðèìåðàìè ïî-
ñòðîåíèÿ ìíîãîãðàííèêîâ ðîäà ð è 
ïðîàíàëèçèðîâàòü èçìåíåíèå âåëè-
÷èíû V  E  F, òî ìû ïîëó÷èì ïîä-
òâåðæäåíèå íîâîãî ðåçóëüòàòà. 

Òåîðåìà 3. Äëÿ âñÿêîãî ïðîñòîãî 
ìíîãîãðàííèêà ðîäà ð ñïðàâåäëèâî 
ñîîòíîøåíèå V  E  F  2  2p. 

Ïîä÷åðêí¸ì, ÷òî òåîðåìû 2 è 3, 
êîíå÷íî, íåëüçÿ ñ÷èòàòü äîêàçàííû-
ìè íàøèìè ðàññóæäåíèÿìè, òàê êàê 

íå äîêàçàíî, ÷òî ëþáîé ìíîãîãðàí-
íèê ðîäà ð ìîæåò áûòü ïîëó÷åí 
óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì èç íåêî-
òîðîãî ìíîãîãðàííèêà ðîäà ð  1. 
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòî äåéñòâè-
òåëüíî òàê, íî çäåñü ìû íå áóäåì íà 
ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ. 

Áîëåå òîãî, ïðè òàêîì èçëîæå-
íèè, íàïðèìåð, ñàìî ñîîòíîøåíèå 
V  E  F  2 ñëåäîâàëî áû ñ÷èòàòü 
îïðåäåëåíèåì ïðîñòîãî ìíîãîãðàí-
íèêà íóëåâîãî ðîäà, òàê êàê îïðå-
äåëåíèÿ ñêâîçíûõ «äûð» è äîêàçà-
òåëüñòâà ñîîòíîøåíèÿ Ýéëåðà äëÿ 
ïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ, íå èìå-
þùèõ ñêâîçíûõ äûð, íàìè íå ïðè-
âåäåíî.  

Òâîð÷åñêàÿ  ðàáîòà 
«Ýêñïåðèìåíòû ñ ìíîãîãðàííèêàìè» 

Ôîðìóëà Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ îäíîé 
èç âåëèêîëåïíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ 
æåì÷óæèí. Å¸ ïðèìåíåíèÿ  ðàçíî-
îáðàçíû â ñàìûõ íåîæèäàííûõ îá-
ëàñòÿõ è ìîãóò ñîñòàâèòü îòäåëüíóþ 
êíèãó â ñåðèè «Èç æèçíè çàìå÷à-
òåëüíûõ èäåé». Ñàìî îòêðûòèå ôîð-
ìóëû ïîêîèëîñü íà ÷èñòîì ýêñïåðè-
ìåíòå, çàòåì óæå áûëè äàíû ðàç-
ëè÷íûå äîêàçàòåëüñòâà ñàìîé ôîð-
ìóëû è å¸ îáîáùåíèé (Ýéëåð, Ëå-
æàíäð, Ïóàíñî, Êîøè, Ëþèëüå, Ãåñ-
ñåëü, Ïóàíêàðå). Ëþáîïûòíî, ÷òî 
èíòåðåñ ê ýòîé ôîðìóëå ðàçãîðàëñÿ 
ñ íîâîé ñèëîé êàæäûé ðàç, êîãäà 
âîçíèêàë ïðèìåð ìíîãîãðàííèêà, äëÿ 
êîòîðîãî ôîðìóëà Ýéëåðà íå âåðíà. 
Áîëåå òîãî, ñàìî îïðåäåëåíèå ìíîãî-
ãðàííèêà âûðîñëî (â çíà÷èòåëüíîé 
ìåðå) èç æåëàíèÿ îïèñàòü ýéëåðîâû 
ìíîãîãðàííèêè. 

Ïðè äîëæíîé îðãàíèçàöèè èñ-
ñëåäîâàíèé ïî òåìå «Ìíîãîãðàííè-
êè» ìîæíî ïîâòîðèòü ïðàêòè÷åñêè 
âåñü òîò òðóäíûé ïóòü, êîòîðûé è 
ïðèâ¸ë ê êîíå÷íîìó ðåçóëüòàòó,  
âûÿñíåíèþ òîãî, äëÿ êàêèõ æå, êðî-
ìå âûïóêëûõ, ìíîãîãðàííèêîâ ôîð-
ìóëà Ýéëåðà èìååò ìåñòî. Ýòî 
âïîëíå öåëîñòíîå èññëåäîâàíèå, 
ïðîâåä¸ííîå ñàìèìè ó÷àùèìèñÿ 

(êîíå÷íî æå, ïîä ðóêîâîäñòâîì ó÷è-
òåëÿ), íèêîãî íå îñòàâèò ðàâíîäóø-
íûì è íàäîëãî çàïîìíèòñÿ. Åãî ìîæ-
íî ïðîâåñòè ïî ñëåäóþùåìó ïðè-
ìåðíîìó ïëàíó (ìíîãèå èç åãî ïóíê-
òîâ ãîäÿòñÿ íå òîëüêî äëÿ ñòàðøå-
êëàññíèêîâ). 

1) Ñîñòàâèòü òàáëèöó çíà÷åíèé V,
E, F äëÿ ðàçëè÷íûõ  ìíîãîãðàííèêîâ. 

2) Ïðîâåðèòü ôîðìóëó Ýéëåðà,
ïðèñòðàèâàÿ  «êðûøè» è óäàëÿÿ èõ. 

3) Ðàçîáðàòü ïðèìåðû Ëþèëüå.
4) Ðàññìîòðåòü «ýéëåðîâ êàïðèç»

è íàéòè äðóãèå «êàïðèçíûå» ìíîãî-
ãðàííèêè. 

5) Ðàññìîòðåòü ïðèìåð «ìîðñêîãî
åæà» Êåïëåðà; ñäåëàòü åãî êàðòîí-
íóþ ìîäåëü (ñì. [6]). 

6) Ðàññìîòðåòü  áîëüøîé çâ¸çä-
÷àòûé äîäåêàýäð (ñì. [6]). 

7) Èçó÷èòü ñêëåèâàíèå ìíîãî-
ãðàííèêîâ «êàðòèííàÿ ðàìà» è ïðî-
ñëåäèòü çà èçìåíåíèåì ýéëåðîâîé 
õàðàêòåðèñòèêè. 

8) Ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî ìíî-
ãîãðàííèêîâ íà öåëî÷èñëåííîé ðå-
ø¸òêå (âñå âåðøèíû èìåþò öåëûå 
êîîðäèíàòû), ñîñòàâëåííûõ èç åäè-
íè÷íûõ êóáèêîâ, è íåêîòîðûå äðó-
ãèå òèïû ìíîãîãðàííèêîâ (ñì. ïðè-
ìåðû íà ðèñ. 11). 
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9) Ðàññìîòðåòü àíàëîãè òåîðåìû
Ýéëåðà äëÿ ïëîñêèõ ãðàôîâ è äëÿ 
êàðò íà ñôåðå. 

10) Ïðîâåðèòü åù¸ îäèí èç âà-
ðèàíòîâ ôîðìóëû Ýéëåðà, êîòîðûé 
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:  

Ïóñòü âñå òî÷êè ïîâåðõíîñòè 

Çåìëè (Çåìíîãî øàðà) ñóòü ëèáî 
òî÷êè íàêëîíà, ëèáî âåðøèíû, ëèáî 
êîòëîâèíû, ëèáî ïåðåâàëû. Òîãäà 

Â  Ï  Ê  2, 
ãäå Â  ÷èñëî âåðøèí, Ï  ÷èñëî 
ïåðåâàëîâ è Ê  ÷èñëî êîòëîâèí.  

Ðèñ. 11. Ïðèìåðû ìíîãîãðàííèêîâ íà öåëî÷èñëåííîé ðåø¸òêå 

Íóæíûå çäåñü îïðåäåëåíèÿ è ñà-
ìî äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (ñ îðãà-
íèçàöèåé «âñåìèðíîãî ïîòîïà») 
ìîæíî íàéòè â ñòàòüå Ì. Øóáèíà 
«Òîïîëîãèÿ è… ðåëüåô ìåñòíîñòè» 

(ñì. «Êâàíò», 8 (1982)). 
Çàâåðøèòü ýòè ïðàêòè÷åñêèå 

øàãè ìîæíî ñðàâíåíèåì ðàçëè÷íûõ 
äîêàçàòåëüñòâ ôîðìóëû Ýéëåðà è å¸ 
îáîáùåíèé.  
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