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Âûâîä ôîðìóëû çàêîíà  
âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ 
èç çàêîíîâ Êåïëåðà 

Çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ îòêðûò áëàãîäàðÿ êðîïîòëèâîìó 
òðóäó Èñààêà Íüþòîíà. Îäíàêî â øêîëüíîì ó÷åáíèêå ôèçèêè ìû 
èçó÷àåì êðàñèâóþ, â òî æå âðåìÿ êàæóùóþñÿ «ïðîñòîé» ôîðìóëó 
ýòîãî çàêîíà. Â ó÷åáíèêå íå îáíàðóæèâàåòñÿ äîëãèé íàó÷íûé ïîèñê 
âåëèêîãî ó÷¸íîãî, è íåâîçìîæíî óçíàòü, êàêèå íàó÷íûå ïðåäïîñûë-
êè ïîìîãëè ó÷¸íîìó îòêðûòü ýòîò âñåëåíñêèé çàêîí ïðèðîäû. Ñ öå-
ëüþ âîñïîëíèòü äàííûé ïðîáåë øêîëüíîãî ó÷åáíèêà ôèçèêè íàìè 
áûëà íàïèñàíà ýòà ñòàòüÿ. 

Ñòàòüÿ ïðåäíàçíà÷åíà ó÷åíèêàì ñòàðøèõ êëàññîâ ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîôèëÿ. 

Ââåäåíèå 

Íà îñíîâå àíàëèçà äàííûõ ìíî-
ãîëåòíåãî àñòðîíîìè÷åñêîãî íàáëþ-
äåíèÿ äàòñêîãî àñòðîíîìà Òèõî Áðà-
ãå, íåìåöêèé ó÷¸íûé Èîãàíí Êåïëåð 
â íà÷àëå ÕVII âåêà ýìïèðè÷åñêèì 
ïóò¸ì óñòàíîâèë êèíåìàòè÷åñêèå çà-
êîíû äâèæåíèÿ ïëàíåò  òàê íàçûâà-
åìûå çàêîíû Êåïëåðà.  

Ïåðâûé çàêîí Êåïëåðà: êàæ-
äàÿ ïëàíåòà Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû 
äâèæåòñÿ ïî ýëëèïñó, â îäíîì èç ôî-
êóñîâ êîòîðîãî íàõîäèòñÿ Ñîëíöå. 

Âòîðîé çàêîí Êåïëåðà: êàæ-
äàÿ ïëàíåòà äâèæåòñÿ â ïëîñêîñòè, 
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð Ñîëíöà, 

ïðè÷¸ì çà ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðå-
ìåíè ðàäèóñ-âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé 
Ñîëíöå è ïëàíåòó, îïèñûâàåò ðàâ-
íûå ïëîùàäè. 

Òðåòèé çàêîí Êåïëåðà: êâàä-
ðàòû ïåðèîäîâ îáðàùåíèÿ ïëàíåò 
âîêðóã Ñîëíöà îòíîñÿòñÿ, êàê êóáû 
áîëüøèõ ïîëóîñåé îðáèò ïëàíåò. 
Ñïðàâåäëèâî íå òîëüêî äëÿ ïëàíåò, 
íî è äëÿ èõ ñïóòíèêîâ: 

T a

T a

2 3
1 1
2 3
2 2

,  

ãäå T1 è T2  ïåðèîäû îáðàùåíèÿ
äâóõ ïëàíåò âîêðóã Ñîëíöà, a1 è a2  

Ìóêóøåâ Áàçàðáåê Àãçàøóëû 
Äîêòîð ïåäàãîãè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð 

êàôåäðû ôèçèêè è èíôîðìàòèêè 
Ñåìèïàëàòèíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî 

ïåäàãîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà, 
îáëàäàòåëü ãîñóäàðñòâåííîãî ãðàíòà 

Ðåñïóáëèêè Êàçàõñòàí «Ëó÷øèé 
ïðåïîäàâàòåëü âóçà  2007».
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äëèíû áîëüøèõ ïîëóîñåé èõ îðáèò. 
Âñå íåáåñíûå òåëà  ïëàíåòû è

èõ ñïóòíèêè, àñòåðîèäû, êîìåòû, à 

òàêæå ðàçëè÷íûå êîñìè÷åñêèå àï-
ïàðàòû,  äâèæóòñÿ ïî êåïëåðîâ-
ñêèì çàêîíàì. 

1. «Ìàòåìàòè÷åñêèå íà÷àëà íàòóðàëüíîé ôèëîñîôèè»
î âçàèìíîì ïðèòÿæåíèè ïëàíåò 

Õîòÿ îòêðûòèå Êåïëåðîì òð¸õ 
çàêîíîâ äâèæåíèÿ ïëàíåò è ñîçäàëî 
ïðî÷íûé ôóíäàìåíò ñèñòåìû ìèðà 
Êîïåðíèêà, îñòàâàëàñü íåÿñíîé ïðè-
÷èíà, âñëåäñòâèå êîòîðîé ïëàíåòû 
äâèæóòñÿ âîêðóã Ñîëíöà ïî çàìêíó-
òûì  îðáèòàì,  íå  óäàëÿÿñü  îò  íåãî.  

Ìíîãî÷èñëåííûå ïîïûòêè ó÷¸íûõ 
óñòàíîâèòü ýòó ïðè÷èíó íå óâåí÷à-
ëèñü óñïåõîì, èõ èäåè, õîòÿ è áûëè 
äîâîëüíî áëèçêèìè ê èñòèíå, íå 
èìåëè ñòðîãîãî íàó÷íîãî îáîñíîâà-
íèÿ. Òàêîå îáîñíîâàíèå áûëî äàíî 
âåëèêèì àíãëèéñêèì ó÷¸íûì Èñàà-
êîì Íüþòîíîì, îïóáëèêîâàâøèì â 
1687 ã. ñâî¸ çíàìåíèòîå ñî÷èíåíèå 
«Ìàòåìàòè÷åñêèå íà÷àëà íàòóðàëü-
íîé ôèëîñîôèè». Â òðåòüåé êíèãå 
«Íà÷àë» áûëà ñôîðìóëèðîâàíà òåî-
ðåìà: «Ñèëû, êîòîðûìè ãëàâíûå 
ïëàíåòû ïîñòîÿííî îòêëîíÿþòñÿ îò 
ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ è óäåð-

æèâàþòñÿ íà ñâîèõ îðáèòàõ, íà- 
ïðàâëåíû ê Ñîëíöó è îáðàòíî ïðî-
ïîðöèîíàëüíû êâàäðàòàì ðàññòîÿ-
íèÿ îò åãî öåíòðà». Ñïðàâåäëèâîñòü 
ýòîé òåîðåìû áûëà äîêàçàíà Íüþòî-
íîì ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêè íà îñíî-
âàíèè òð¸õ çàêîíîâ Êåïëåðà. Îäíàêî 
ïîìèìî äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåî-
ðåìû, Íüþòîí ïîñòàâèë ïåðåä ñîáîé 
äðóãóþ çàäà÷ó  ïîêàçàòü, ÷òî ïðè-
ðîäà ñèëû, óäåðæèâàþùåé ïëàíåòû 
íà èõ îðáèòàõ, òîæäåñòâåííà ïðèðî-
äå äåéñòâóþùåé íà çåìíîé ïîâåðõ-
íîñòè ñèëû òÿæåñòè, ÷òî äàëî áû 
åìó ïðàâî óòâåðæäàòü î ñóùåñòâî-
âàíèè ñèëû âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ 
ìåæäó âñåìè ñóùåñòâóþùèìè òåëà-
ìè. Èìåííî ýòî äîêàçàòåëüñòâî òîæ-
äåñòâåííîñòè ñèëû çåìíîãî ïðèòÿ-
æåíèÿ ñèëå, óäåðæèâàþùåé Ëóíó 
íà å¸ îðáèòå, íàøëî îòðàæåíèå â 
øêîëüíîì ó÷åáíèêå ïî ôèçèêå.  

Íüþòîíîâñêîå äîêàçàòåëüñòâî
ñïðàâåäëèâîñòè çàêîíà âñåìèðíîãî 
òÿãîòåíèÿ, èçëîæåííîå â åãî òðóäå 
«Ìàòåìàòè÷åñêèå íà÷àëà íàòóðàëü-
íîé ôèëîñîôèè», òðóäíî ïîääà¸òñÿ 
ïîíèìàíèþ ñîâðåìåííîãî øêîëüíè-
êà, òàê êàê íàó÷íûé ñòèëü âåëèêîãî 
ó÷¸íîãî, æèâøåãî â ñåðåäèíå XVII 
âåêà, ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ñåãî-
äíÿøíèõ ïðàâèë èçëîæåíèÿ íàó÷-
íûõ ôàêòîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû áó-
äåì èçëàãàòü íüþòîíîâñêóþ òðàê-
òîâêó ñïðàâåäëèâîñòè âûâîäà çàêîíà 
âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ, èñïîëüçóÿ 
äîñòóïíûé äëÿ øêîëüíèêîâ ìàòåìà-
òè÷åñêèé àïïàðàò. 

2. Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

Ïî ïåðâîìó çàêîíó Êåïëåðà îð-
áèòîé ïëàíåòû ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñ, â 
îäíîì èç ôîêóñîâ êîòîðîãî íàõîäèò-

ñÿ Ñîëíöå. Äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ïåðâîãî çàêîíà Êåïëåðà 
óäîáíà ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. 

Ôèçèêà
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Ïðèâåä¸ì îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè 
ýëëèïñà, íàõîäÿùåãîñÿ â ïîëÿðíîé 
ñèñòåìå êîîðäèíàò.  

Åñëè ïîëþñ è ïîëÿðíàÿ îñü ñîâ-
ïàäàþò ñîîòâåòñòâåííî ñ íà÷àëîì Î 
è îñüþ Îõ ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû 
êîîðäèíàò (ðèñ. 1), òî ïðè óñëîâèè, 
÷òî äëÿ èçìåðåíèÿ r, x, y èñïîëüçî-
âàíû ðàâíûå åäèíèöû ìàñøòàáà, 

äåêàðòîâû è ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû 
ñâÿçàíû ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè 
ïðåîáðàçîâàíèÿ: 

x  rcos , y rsin , r x y2 2 ,

y

x
tg ,  x  0. 

Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà Ì èìååò ïî-
ëÿðíûå êîîðäèíàòû r è . 

  Ðèñ. 1       Ðèñ. 2 

Åñëè ïðèíÿòü ôîêóñ ýëëèïñà çà 
ïîëþñ, à áîëüøóþ îñü  çà ïîëÿð-
íóþ îñü, òî óðàâíåíèå ýëëèïñà â 
ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (r, ) áóäåò 
èìåòü âèä 

p
r

e
,

1 cos

ãäå a  áîëüøàÿ ïîëóîñü, b  ìàëàÿ 
ïîëóîñü, c  ôîêàëüíûé ðàäèóñ 
(ïîëóðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè), 
p  ôîêàëüíûé ïàðàìåòð, a

2
  b

2
  c

2,

c b
e

a a

2

2
1  (0  e 1), 

b
p

a

2

(ðèñ. 2).

Âûáåðåì ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êî-
îðäèíàò òàê, ÷òîáû å¸ ïëîñêîñòüþ 
ÿâëÿëàñü ïëîñêîñòü ýëëèïòè÷åñêîé 
îðáèòû ïëàíåòû, å¸ ïîëþñ íàõîäèë-
ñÿ áû â òîì èç ôîêóñîâ ýëëèïñà, â 
êîòîðîì íàõîäèòñÿ Ñîëíöå, è ÷òîáû 
ïîëÿðíàÿ îñü áûëà íàïðàâëåíà 
âäîëü áîëüøîé îñè ýëëèïñà. Òîãäà 
ïåðâûé çàêîí Êåïëåðà ìîæåò áûòü 
àíàëèòè÷åñêè âûðàæåí ôîðìóëîé: 

,
1 cos

p
r

e
    (1) 

ãäå r  ïîëÿðíûé ðàäèóñ,   ïîëÿð-
íûé óãîë, å  ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèï-
ñà è ð  åãî ïàðàìåòð. 

3. Âûâîä ôîðìóëû çàêîíà âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ

Ââåä¸ì ïîíÿòèå ñåêòîðèàëüíîé 
ñêîðîñòè òî÷êè. Ñåêòîðèàëüíîé ñêî-
ðîñòüþ òî÷êè ïî îòíîøåíèþ ê êàêî-
ìó-ëèáî ïîëþñó íàçûâàåòñÿ ñêàëÿð-
íàÿ âåëè÷èíà  

ds
rv r v

d

1
sin( , ),

2

ãäå r v,   ðàäèóñ-âåêòîð è ñêîðîñòü 

òî÷êè, r v,  ìîäóëè ýòèõ âåêòîðîâ. 

Åñëè äâèæåíèå òî÷êè ïðîèñõîäèò â 
ïëîñêîñòè, à ïîëþñ ñîâïàäàåò ñ 
íà÷àëîì ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé 
ñèñòåìû êîîðäèíàò õÎó, âçÿòîé íà 

Ôèçèêà
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ýòîé ïëîñêîñòè, òî  

y x
d

xv yv r
dt

21 1
( ) .

2 2
Òàêèì îáðàçîì, ñåêòîðèàëüíàÿ

ñêîðîñòü ÷èñëåííî ðàâíà ïëîùàäè,
îïèñûâàåìîé ïîëÿðíûì ðàäèóñîì
äâèæóùåéñÿ òî÷êè â åäèíèöó âðåìåíè. 

Âòîðîé çàêîí Êåïëåðà (çàêîí ïëî-
ùàäåé) ìîæíî âûðàçèòü ôîðìóëîé 

d
r const A

dt
2 . (2)  

Ïîñòîÿííàÿ A â ôîðìóëå (2) 
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óäâîåííóþ ñåê-
òîðèàëüíóþ ñêîðîñòü, ïîñòîÿííóþ 
äëÿ äàííîé ïëàíåòû.  

Òðåòèé çàêîí Êåïëåðà ìîæåò 
áûòü âûðàæåí ôîðìóëîé

a
const B

T

3

2
, (3)

ãäå à  áîëüøàÿ ïîëóîñü ýëëèïñà, Ò  
ïåðèîä îáðàùåíèÿ ïëàíåòû âîêðóã 
Ñîëíöà, B  îáùàÿ ïîñòîÿííàÿ äëÿ 
âñåõ ïëàíåò. Íàïèøåì äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå, ïîêàçûâàþùåå, 
÷òî ïðèðàùåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè ðàâíî ðàáîòå ñèëû: 

2
, (4)

2
mv

d Fdr  

ãäå v  ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü ïëàíåòû, 
ò  å¸ ìàññà, F  ñèëà, äåéñòâóþ-
ùàÿ íà ïëàíåòó ïî íàïðàâëåíèþ ê 
Ñîëíöó. 

Ðèñ. 3 

Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà Ì äâèæåòñÿ 
â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñî 

ñêîðîñòüþ v.  Â ñëó÷àå ïëîñêîãî 
äâèæåíèÿ, çàäàííîãî â ïîëÿðíûõ êî-

îðäèíàòàõ, ñêîðîñòü v òî÷êè Ì(r, )
ìîæíî ðàçëîæèòü íà äâå âçàèìíî 
ïåðïåíäèêóëÿðíûå ñîñòàâëÿþùèå  

ðàäèàëüíóþ ñêîðîñòü rv  è òðàíñ-

âåðñàëüíóþ ñêîðîñòü v  (ðèñ. 3): 

rv v v ,  ïðè÷¸ì r
dr

v
dt

 è 

d
v r

dt
. Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàò

ñêîðîñòè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ
âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé  

dr d
v r

dt dt

2
2 2 ,

âñëåäñòâèå ÷åãî äèôôåðåíöèàëüíîå 
óðàâíåíèå (4) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíî â âèäå: 

m d dr d dr
r F

d dt dt d

2
2 . (5)

2
 

Íî èç ôîðìóëû (2) ñëåäóåò, ÷òî 
d A

dt r2
 è

dr dr d d
A

dt d dt d r

1
.

Îòêóäà íàõîäèì 

mA d d dr
F

d d r dr

22

2

1 1
.

2

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ëåâóþ
÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì 

(ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà 
dr

d
) :

mA d
F

d r rr

2 2

2

1 1
. (6)  

v

vr

x

M r,( )

v�

r

O

Ôèçèêà
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Èç ôîðìóëû (1) ïîëó÷àåì 
e

r p p

1 1
cos ,  

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî  

d e

r pd

2

2
1

cos .  

Âñëåäñòâèå ýòîãî ðàâåíñòâî (6) ìîæ-
íî çàïèñàòü òàê: 

mA
F

pr

2

2
. (7)  

Ìû ïîëó÷èëè âûðàæåíèå ñèëû, 
äåéñòâóþùåé íà ïëàíåòó. Ýòà ñèëà 
ïðèòÿãèâàþùàÿ, òàê êàê îíà íàïðàâ-
ëåíà ê íà÷àëó êîîðäèíàò (ò. å. ê 
Ñîëíöó), íà ÷òî óêàçûâàåò çíàê ìè-
íóñ (ðèñ. 4). Êðîìå òîãî, îíà îáðàòíî 
ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ðàññòîÿ-
íèÿ ïëàíåòû îò Ñîëíöà. 

Ðèñ. 4 

Ââåä¸ì îáîçíà÷åíèå:  
A

p

2
. (8)  

Òîãäà âìåñòî ôîðìóëû (7) ïîëó÷èì: 
m

F
r2

. (9)  

Äîêàæåì, ÷òî êîýôôèöèåíò  
îäèí è òîò æå äëÿ âñåõ ïëàíåò Ñîë-
íå÷íîé ñèñòåìû. Òàê êàê ïëîùàäü 
ýëëèïñà ðàâíà ab,  òî  

ab
A

T
2

âñëåäñòâèå òîãî ÷òî A  óäâîåííàÿ 
ñåêòîðèàëüíàÿ ñêîðîñòü. Èçâåñòíî, 

÷òî 
b

p
a

2
.  Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ 

äëÿ A è p â ôîðìóëó (8), ïîëó÷àåì: 
3

2 2
2

4 4 . (10)
a

B
T

  

Êîýôôèöèåíò , âõîäÿùèé â 
ôîðìóëó (9), èìååò âåëè÷èíó, îäè-
íàêîâóþ äëÿ âñåõ ïëàíåò. Ýòî ïîç-
âîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî ñèëà F, äåé-
ñòâóþùàÿ íà ïëàíåòó, ïðîïîðöèî-
íàëüíà ìàññå ïëàíåòû è îáðàòíî 
ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ðàññòîÿ-
íèÿ ïëàíåòû îò Ñîëíöà.  

Ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà ñè-
ëà äåéñòâèÿ Ñîëíöà íà ïëàíåòó ðàâ-
íà ïî âåëè÷èíå è ïðîòèâîïîëîæíà 
ïî íàïðàâëåíèþ ñèëå äåéñòâèÿ ïëà-
íåòû íà Ñîëíöå. Îáîçíà÷èì ïîñëåä-

íþþ ñèëó 
M

F
r2

,  ãäå M  ìàññà 

Ñîëíöà. Ïîñêîëüêó F F ,  òî 
m M

r r2 2
.  

Îòñþäà  

G
M m

,

ãäå G  âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ. Î÷å-
âèäíî, GM,  ïîñëå ÷åãî ôîðìóëó 
(9) ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü â âèäå     

mM
F G

r2
. (11)  

Ýòî è åñòü îêîí÷àòåëüíàÿ ôîð-
ìóëà çàêîíà âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ. 
Êîíñòàíòà G íàçûâàåòñÿ ãðàâèòàöè-
îííîé ïîñòîÿííîé. Â ñèñòåìå ÑÈ  

G  6,67  10 11 í ì2/êã2.

Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор 
Áëèö-îòâåòû

 ×òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîëíèÿ?
 Áåñïëàòíîå ýëåêòðè÷åñòâî.

* * *
 Ïî÷åìó ìîëíèÿ íå óäàðÿåò äâàæäû â îäíî è òî æå ìåñòî?
 Ïîòîìó ÷òî ïîñëå ïåðâîãî óäàðà òî ìåñòî óæå íå ñóùåñòâóåò.

Ôèçèêà


