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Настоящая статья посвящена свободным незатухающим элекW

трическим колебаниям, происходящим в электрических цепях, в 

которых одновременно присутствуют и конденсатор (конденсатоW

ры), и катушка (катушки) индуктивности.  

В статье наряду с теоретическими основами рассматриваемых 

колебательных процессов разобран и целый ряд задач, ранее предW

лагавшихся на вступительных экзаменах по физике в МФТИ. 

 

1. Основные понятия и определения колебательных процессов 

1.1. Колебания  

Напомним, что колебаниями наW

зывают такие движения или измеW

нения состояния физической систеW

мы, при которых система неодноW

кратно возвращается в некоторое 

состояние, например, в состояние 

равновесия. 

Колебательные движения широW

ко распространены в природе. Это 

волнение на море, колебания струн, 

вибрации фундаментов зданий, коW

лебания маятников часов, электриW

ческие колебания в колебательном 

контуре – примеры можно продолW

жать до бесконечности. ОказываетW

ся, что разнообразные по своей приW

роде колебания имеют общие закоW

номерности и описываются, с точки 

зрения математики, одними и теме 

же уравнениями. Например, элекW

трические колебания в колебательW

ном контуре имеют много общего с 

механическими колебаниями груза 

на пружине. 

1.2. Свободные и вынужденные 

колебания  

По причине своего возникновеW

ния колебания подразделяют на своW

бодные и вынужденные. Свободные 

колебания возникают в системе в 

результате какогоWлибо начального 

отклонения системы от положения 

устойчивого равновесия. Наличие в 

системе устойчивого положения 

равновесия является необходимым 
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условием возможного протекания 

колебательного процесса в ней.  

Если в системе отсутствуют сиW

лы трения и иные силы сопротивлеW

ния, то при колебаниях не происхоW

дит потери энергии. В этом случае 

свободные колебания происходят 

сколь угодно долго, то есть не преW

кращаются, и называются незатуW

хающими. Незатухающие колебания 

представляют собой идеализироW

ванный случай колебаний. Реальные 

свободные колебания являются заW

тухающими, поскольку полностью 

устранить потери на трение никогда 

не удаётся. В электрических цепях 

процесс потери энергии связан с выW

делением джоулева тепла, наприW

мер, на соединительных проводах и 

резисторах. 

Для поддержания в реальной 

системе незатухающих колебаний 

необходимо переменное воздействие 

на неё. Незатухающие колебания в 

системе могут возбуждаться воздейW

ствием переменной внешней силы. В 

этом случае колебания называют 

вынужденными. Наиболее распроW

странённым и интересным случаем 

вынужденных колебаний в системе 

является, конечно же, случай, когда 

колебания возбуждаются гармониW

ческой силой, то есть силой, измеW

няющейся со временем по закону 

синуса или косинуса. В случае элекW

трических колебаний в качестве таW

кой силы выступает, например, пеW

ременная ЭДС 0 cos ,tω=  дейстW

вующая в колебательном контуре.  

Однако, рассмотрение свободных 

затухающих и вынужденных колеW

баний в электрических цепях выхоW

дит за рамки настоящей статьи, поW

свящённой исключительно свободW

ным незатухающим электрическим 

колебаниям. К затухающим и вынуW

жденным колебаниям мы непременW

но вернёмся в следующих своих 

публикациях. 
1.3. Периодические и гармоничеW

ские колебания 

Колебательные процессы, с коW

торыми приходится встречаться, 

подразделяют на периодические и 

непериодические в зависимости от 

характера изменения со временем 

физических величин, характериW

зующих состояние системы. 

Колебания называют периодичеW

скими, если значения физических 

величин, изменяющихся в процессе 

колебаний, повторяются через равW

ные промежутки времени. При этом 

наименьший промежуток времени Т, 

по истечению которого повторяются 

значения всех физических величин, 

характеризующих колебательную 

систему, называется периодом колеW

баний. Иными словами, период Т – 

это время, за которое совершается 

одно колебание. 

Частотой периодических колеW

баний называется физическая велиW

чина f, равная числу колебаний, соW

вершаемых в единицу времени. Если 

за время t в системе совершается N 

колебаний, то частота колебаний 

равна: 

.
N

f
t

=  

Учитывая, что за время, равное 

периоду, совершается одно колебаW

ние, приходим к связи частоты f с 

периодом T: 

1
.f

T
=  

Частным случаем периодических 

колебаний являются гармонические 

колебания, при которых колеблюW

щаяся физическая величина S (наW

Физика
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пример, заряд q конденсатора или 

сила тока I в колебательном контуW

ре), а точнее её отклонение х от знаW

чения S0 в положении равновесия 

0( ),S S x= +   изменяется со временем 

по гармоническому закону:  

0( ) cos( ).x t A tω ϕ= +                
 (1) 

Здесь положительная константа 

А, равная максимальному отклонеW

нию х от положения равновесия, наW

зывается амплитудой колебаний. 

Периодом Т функции (1), как изW

вестно из математики, является 

2
.T

π
ω

=  

Это и будет период колебаний.  

Для частоты гармонических коW

лебаний имеем: 

1
,

2
f

T

ω
π

= =  откуда 
 

2 .fω π=  

Величина ,ω  равная произведеW

нию частоты f на 2 ,π   называется 

циклической частотой гармоничеW

ского колебания. 

Выражение 0tω ϕ ϕ+ =  опредеW

ляет значение величины х в любой 

момент времени t и называется фаW

зой колебаний. В начальный момент 

времени ( 0)t =  фаза ϕ  равна наW

чальной фазе 0.ϕ   

Амплитуда А и начальная фаза 

0ϕ  колебательного процесса зависят 

от начального состояния (начальных 

условий), из которого система начиW

нает совершать колебания. В отлиW

чие от этого, циклическая частота 

,ω  а, следовательно, и период колеW

баний T, как правило, не зависят он 

начальных условий и определяются 

параметрами колебательной систеW

мы (массой груза, жёсткостью пруW

жины, ёмкостью конденсатора, инW

дуктивностью катушки, и т.п.). ИсW

ключением являются ситуации, наW

пример, при механических колебаW

ниях маятника, когда от начального 

угла отклонения маятника многое 

зависит. В случае малых углов отW

клонения колебания будут гармониW

ческими, а в случае больших углов – 

совсем другая история. 

1.4. «Скорость» и «ускорение» 

гармонического колебания 

Под скоростью v колебательного 

процесса понимают изменение коW

леблющейся величины S в единицу 

времени, то есть её производную по 

времени: 

0sin( )v S x A tω ω ϕ= = = − + =  

0 0cos ,
2

v t
πω ϕ= + +  

где 0v Aω=  – амплитуда (максиW

мальное значение) скорости изменеW

ния S. (Здесь и далее точка сверху 

над буквой, обозначающей некотоW

рую физическую величину, обознаW

чает, как принято, дифференцироW

вание этой физической величины по 

времени). 

Заметим, что при гармонических 

колебаниях имеет место дифференW

циальное соотношение: 

2 2 2 2 2
( ) .x x A constω ω+ = =          

(2)
 

Мы показали, что при гармониW

ческих колебаниях справедливо соW

отношение (2), то есть, из (1) следует 

(2). В математике доказывается и 

обратное утверждение, что из (2) 

следует (1).  

Таким образом, если при аналиW

зе колебательной системы мы приW

ходим к уравнению вида (2), то 

вправе утверждать, что его решеW

нием является функция вида (1). 

Это означает, что мы имеем дело с 

гармоническими колебаниями, проW

Физика
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ходящими с циклической частотой 

ω  и периодом 2 / .T π ω=   
Под ускорением a колебания поW

нимают изменение его скорости v в 

единицу времени, то есть производW

ную скорости v по времени, равную 

второй производной отклонения x по 

времени: 

2 2
0cos( ) .a v x A t xω ω ϕ ω= = = − + = −  

Нетрудно заметить, что при гарW

монических колебаниях, наряду с 

соотношением (2), имеет место и 

дифференциальное уравнение: 

2
0.x xω+ =                     (3)

 

Мы показали, что при гармониW

ческих колебаниях также справедW

ливо соотношение (3), то есть, из (1) 

следует (3). В математике доказываW

ется и обратное утверждение, что из 

(3) следует (1).  

Таким образом, если при анализе 

колебательной системы мы прихоW

дим к уравнению вида (3), то вправе 

утверждать, что его решением являW

ется функция вида (1), что означает, 

что мы имеем дело с гармоническиW

ми колебаниями, проходящими с 

циклической частотой ω  и периодом 

2 / .T π ω=   
Отметим, что к уравнениям вида 

(2) для колебательных процессов, 

проходящих в колебательных конW

турах, мы будем приходить, примеW

няя закон сохранения энергии, а к 

уравнениям вида (3) нас приведёт 

второе правило Кирхгофа. 

Обратим внимание читателя на 

следующий момент. Уравнение (3) 

представляет собой дифференциW

альное уравнение второго порядка 

для функции ( ),x t  равной отклонеW

нию колеблющейся физической веW

личины ( )S t  от её равновесного знаW

чения 0 .S  Получим дифференциW

альное уравнение для самой функW

ции ( ).S t  Для этого в уравнение (3) 

вместо x подставим его выражение: 

0 .x S S= −  В итоге приходим к искоW

мому уравнению: 

2 2
0,S S Sω ω+ =  

в котором правая часть отлична от 

нуля. В этом нет ничего страшного, и 

это никак не повлияет на наш вывод 

о гармоничности колебаний. С поW

добными ситуациями мы непременW

но встретимся при решении задач. 

Завершая первый раздел нашего 

изложения, отметим, что мы расW

смотрели далеко не все понятия, 

присущие колебательным процесW

сам. Часть из них, характеризуюW

щих затухающие и вынужденные 

колебания (время релаксации, логаW

рифмический декремент затухания, 

добротность колебательной системы, 

явление резонанса и резонансная 

частота) будут рассмотрены в отW

дельных публикациях. А сейчас пеW

рейдём к рассмотрению конкретных 

цепей, в которых происходят элекW

трические колебания, и начнём с 

незатухающих колебаний в простом 

колебательном контуре. 

 
2. Идеальный колебательный контур 

Простейшая система, в которой 

могут происходить свободные элекW

трические колебания, называемая 

колебательным контуром, состоит из 

конденсатора и катушки индуктивW

ности. Если активное (омическое) 

сопротивление контура равно нулю, 

то контур считается идеальным. 

Физика
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Пусть в идеальном колебательW

ном контуре, изображённом на риW

сунке 1, конденсатор ёмкости С заW

ряжен зарядом 0,q  ток в катушке 

индуктивности L не течёт, а ключ K 

разомкнут. 

После замыкания ключа K в конW

туре возникают электрические коW

лебания, сопровождаемые взаимныW

ми превращениями энергии элекW

трического поля конденсатора 
2

2
C

q
W

C
=  и энергии магнитного поля 

катушки 

2

.
2

L
LI

W =  При этом полная 

энергия W колебаний, равная сумме 

энергий конденсатора и катушки 

индуктивности, остаётся постоянной 

и равной начальной энергии конденW

сатора: 
22 2
0 .

2 2 2

qq LI
W

C C
= + =             (4) 

Здесь q и I – заряд конденсатора 

и сила тока в катушке соответственW

но при колебаниях в произвольный 

момент времени t, показанный на 

рисунке 2.  

Принимая во внимание, что сила 

тока I и заряд q конденсатора (заряд 

верхней его обкладки) связаны в 

нашем случае соотношением: 

,
dq

I q
dt

= − ≡ −  

уравнению (4) можно придать вид:  

2
2 21

( )q q
LC

+ =   

2
2
0

1
.q const

LC
= =           (5) 

Видим, что полученное уравнеW

ние (5) с точностью до обозначений 

совпадает с уравнением (2), что поW

зволяет сделать вывод о гармоничW

ности колебаний, происходящих в 

контуре. Циклическая частота этих 

колебаний, как мы видим из сопосW

тавления уравнений (5) и (2), равна: 

1
.

LC
ω =  

С учётом этого для периода Т коW

лебаний имеем: 

2
2 .T LC

π π
ω

= =                (6) 

Полученная таким образом форW

мула (6) носит название формулы 

Томсона. 

Амплитуда колебаний заряда 

конденсатора, как видно также из 

сравнения уравнений (2) и (5), есть 

не что иное как начальный заряд 0q  

конденсатора.  

С учётом этого и в соответствии с 

уравнением (1) нетрудно записать 

Физика
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зависимость от времени заряда конW

денсатора и найти аналогичную заW

висимость силы тока в цепи: 

0( ) cos ;
t

q t q
LC

=  

0
0( ) ( ) sin sin ,

q t t
I t q t I

LC LC LC
= − = =

где 0 0 /I q LC=  – амплитудное 

(максимальное) значение силы тока 

в цепи. При записи этих временных 

зависимостей мы, разумеется, учиW

тывали начальные условия: 

0(0) ;q q=  (0) (0) 0.I q= =  

Графики полученных временных 

зависимостей представлены на риW

сунке 3. 

 
Рис. 3 

 

К утверждению о гармоничности 

колебаний мы пришли, отталкиваW

ясь от закона сохранения энергии. 

Придём теперь к этому же выводу, 

исходя из второго правила КирхгоW

фа. Применяя это правило, катушку 

индуктивности учитываем как исW

точник с ЭДС, равной ЭДС самоинW

дукции ,si
dI

L
dt

= −  возникающей в 

катушке в направлении тока (рис. 2). 

В итоге приходим к уравнению: 

.
dI q

L
dt C

=                       (7) 

Заметим здесь, что, когда сила 

тока I в цепи (и, соответственно, в 

катушке) достигает максимального 

значения 0,I  то его производная 
dI

dt
 

обращается в ноль, и, как следует из 

уравнения (7), обращается в ноль и 

заряд q конденсатора. Таким обраW

зом, в момент, когда конденсатор 

полностью разряжен, ток в катушке 

достигает своего максимального 

значения 0 .I  Мы уже получили выW

ше это значение через дифференW

цирование функции ( ).q t  Придём 

теперь к тому же результату из заW

кона сохранения энергии: 
2 2
0 0 ;

2 2

q LI

C
=  0

0 .
q

I
LC

→ =  

Считаем важным отметить, что 

достижение максимума силы тока в 

момент, когда конденсатор полноW

стью разряжен, происходит только 

при отсутствии (!) активного (омичеW

ского) сопротивления. Как только в 

контуре появится резистор, это утW

верждение будет уже неверным. Но 

об этом позже. 

Вернёмся к уравнению (7). ПриW

нимая во внимание, что ,I q= −  нахоW

дим производную тока по времени, 

через вторую производную по вреW

мени от заряда q: 

( ) .
dI d

q q
dt dt

= − = −  

С учётом этого уравнение (7) 

приводится к виду (3): 

2
1

0.q q
LC

+ =                (8) 

Сопоставляя уравнение (8) с 

уравнением (3), приходим к выводу, 

что в контуре происходят гармониW

Физика
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ческие колебания с периодом, опреW

деляемым формулой Томсона (6). 

Перейдём теперь к рассмотреW

нию задач на незатухающие элекW

трические колебания в колебательW

ном контуре. Первые две задачи соW

ставлены автором статьи по мотивам 

задач, предлагавшихся на вступиW

тельных экзаменах в МФТИ в 1979 и 

1980 годах. 

Задача 1. Конденсатор ёмкости 

C, заряженный до напряжения 0,U  

посредством замыкания ключа K 

подключается к двум катушкам с 

индуктивностями 1L  и 2,L  в котоW

рых изначально электрический ток 

отсутствовал (рис. 4). Требуется опW

ределить: 

1. Период возникающих элекW

трических колебаний после замыкаW

ния ключа; 

2. Максимальные значения сил 

токов 1maxI  и 2 maxI  в катушках при 

колебаниях; 

3. Электрические заряды 1q  и 

2,q  протекающие через катушки 1L  

и 2L  соответственно за время перW

вой перезарядки конденсатора. 

 

Рис. 4 
 

Решение. Рассмотрим колебаW

тельный контур в произвольный моW

мент времени t после замыкания 

ключа (рис. 5). 

Согласно первому правилу 

Кирхгофа для узла А имеем: 

1 2,I I I= +                       (9) 

где сила тока I связана с зарядом 

конденсатора q соотношением: 

.I q= −                         (10) 

Запишем теперь уравнения втоW

рого правила Кирхгофа для контуW

ров, направления обхода которых 

отмечены на рисунке 5 пунктирныW

ми линиями со стрелками: 

1
1 ;

dI q
L

dt C
=                  (11) 

2 1
2 1 0.

dI dI
L L

dt dt
− =          (12) 

 

Рис. 5 
 

После несложных математических 

действий с уравнениями (9) – (12) приW

ходим к дифференциальному уравнеW

нию для заряда конденсатора q(t):  
2

0

1
0,q q

L C
+ =  где 1 2

0
1 2

.
L L

L
L L

=
+

  (13) 

Сопоставляя полученное уравW

нение (13) с уравнением (3) прихоW

дим к выводу, что мы имеем дело с 

гармоническими колебаниями, проW

исходящими с циклической частотой  

0

1

L C
ω =  и периодом: 

1 2
0

1 2

2
2 2 .

L L C
T L C

L L

π π π
ω

= = =
+
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Итак, на первый вопрос задачи 

мы ответили. Перейдём к ответу на 

второй вопрос. Для начала уравнеW

ние (12) помножим на dt и немного 

преобразуем: 

2 2 1 1.L dI L dI=  

Интегрируя полученное уравнеW

ние с учётом равенства нулю сил 

токов в катушках в начальный моW

мент времени, получим уравнение, 

связывающее эти силы токов в проW

извольный момент времени t: 

2 2 1 1.L I L I=                   (14) 

Из уравнения (14) приходим к 

выводу, что силы токов в катушках 

либо одновременно возрастают, либо 

одновременно убывают. Также своих 

максимальных значений 1maxI  и 

2 maxI   они достигают одновременно, 

и в этот момент, как следует из 

уравнения (1), конденсатор полноW

стью разряжен. 

С учётом изложенного и на осноW

вании закона сохранения энергии 

для определения искомых сил токов 

имеем систему уравнений: 

2 2 2
0 1 1max 2 2max

2 2max 1 1max

;
2 2 2

,

CU L I L I

L I L I

= +

=
 

решая которую, даём ответ на втоW

рой вопрос, поставленный в задаче: 

2
1max 0

1 2 1

;
LC

I U
L L L

= ⋅ ⋅
+

   

1
2max 0

1 2 2

;
LC

I U
L L L

= ⋅ ⋅
+

 

Перейдём теперь к ответу на 

третий вопрос. За время первой пеW

резарядки конденсатора суммарный 

заряд, протекающий через катушки, 

находится по изменению заряда 

нижней обкладки конденсатора и 

равняется удвоенному начальному 

заряду конденсатора: 

1 2 0 02 2 .q q q CU+ = =            (15) 

Умножая уравнение (14) на dt и 

интегрируя, приходим к соотношеW

нию между искомыми зарядами: 

2 2 1 1.L q L q=                   (16) 

Решая систему уравнений (15) и 

(16), окончательно находим: 

0 2
1

1 2

2
;

CU L
q

L L
=

+
  

0 1
2

1 2

2
.

CU L
q

L L
=

+
 

Задача 2. Колебательный контур, 

показанный на рисунке 6, состоит из 

двух конденсаторов с ёмкостями 1C  

и 2,C  катушки с индуктивностью L, 

ключа К. В начальный момент ключ 

разомкнут, конденсатор 1C  заряжен 

до напряжения 0,U  конденсатор 2C  

не заряжен, и ток в катушке не теW

чёт. Требуется определить (после 

замыкания ключа): 

1. Период возникающих элекW

трических колебаний; 

2. Максимальное значения силы 

тока  maxI  в катушке и максимальW

ное напряжение 2 maxU  на конденW

саторе 2C  в процессе колебаний. 

3. Построить графики зависимоW

стей от времени силы тока I в каW

тушке и напряжения 2U  на конденW

саторе 2 .C   

 

Рис. 6 
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Решение. Рассмотрим колебаW

тельный контур в произвольный моW

мент времени t после замыкания 

ключа. Пусть знаки зарядов на обW

кладках конденсаторов и направлеW

ние тока в контуре в этот момент таW

кие, как показано на рисунке 7. Сами 

заряды конденсаторов 1C  и 2,C  и 

силу тока в катушке обозначим через 

1,q  2q   и I  соответственно. 

 

Рис. 7 
 

Применяя закон сохранения 

электрического заряда и второе 

правило Кирхгофа, приходим к сисW

теме уравнений: 

1 2 1 0

1

1 2

1 2

;

;

.

q q C U

dq
I

dt
q qdI

L
dt C C

+ =

= −

= −

             (17) 

Работая с уравнениями системы, 

нетрудно прийти к дифференциальW

ным уравнения для каждой из 

функций 1( ),q t  2( )q t  и ( ):I t  

2

01
1 1

20

1
,

UC
q q

C LLC
+ = ⋅  где 1 2

0
1 2

;
C C

C
C C

=
+

 

2

0
2 2

0

1
;

U
q q

LLC
+ =  

2

0

1
0.I I

LC
+ =  

Каждое из этих уравнений опиW

сывает гармонические колебания, 

происходящие с циклической частоW

той 
0

1

LC
ω =  и периодом: 

1 2
0

1 2

2
2 2 .

LC C
T LC

C C

π π π
ω

= = =
+

 

Здесь следует обратить внимаW

ние на тот факт, что правая часть 

дифференциальных уравнений для 

зарядов 1q   и  2q  отлична от нуля, а 

это не соответствует уравнению (3). 

Однако путём несложных преобраW

зований и замены переменных эти 

уравнения сводятся к уравнению (3). 

В самом деле, если ввести следуюW

щую замену переменных: 

1
1 1 1 0

1 2

;
C

q Q C U
C C

= +
+

  

2
2 2 1 0

1 2

,
C

q Q C U
C C

= +
+

 

то обозначенные уравнения примут 

вид: 

2

1 1
0

1
0;Q Q

LC
+ =    

2

2 2
0

1
0.Q Q

LC
+ =  

Перейдём теперь к ответу на 

вторую часть вопросов задачи. ВосW

пользуемся законом сохранения 

энергии: 

2 2 2 2
1 0 1 1 2 2 ,
2 2 2 2

C U C U C U LI= + +      (18) 

где 1
1

1

,
q

U
C

=  a 2
2

2

q
U

C
=  – напряжеW

ния на конденсаторах в некоторый 
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момент времени, а I – сила тока в 

катушке при этом. 

В момент, когда сила тока в каW

тушке достигает максимального 

значения max,I  ЭДС самоиндукции в 

катушке становится равной нулю, 

что приводит к равенству напряжеW

ний на конденсаторах, как это видно 

из третьего уравнения системы (17). 

Принимая во внимание закон сохраW

нения заряда (первое уравнение 

системы (17)), теперь нетрудно найW

ти напряжения на конденсаторах в 

этот момент: 

1 0
1 2

1 2

.
C U

U U
C C

= =
+

 

Подставляя теперь найденные 

значения напряжений 1U  и 2U  в 

уравнение (18), после несложных 

преобразований находим искомую 

силу тока: 

1 2
max 0

1 2

.
( )

C C
I U

L C C
=

+
 

Зависимость силы тока от вреW

мени в катушке при этом имеет вид: 

max( ) sin .I t I tω= ⋅             (19) 

Очевидно, что в момент, когда 

напряжение на конденсаторе 2C  

достигает своего максимального 

значения 2 max 2 max( 0),U U ≠  сила 

тока в катушке равна нулю. В проW

тивном случае напряжение на этом 

конденсаторе продолжало бы возW

растать. Таким образом, мы прихоW

дим к системе уравнений, где через 

U обозначено напряжение на конW

денсаторе 1C  в рассматриваемый 

момент: 

22 2
2 2 max1 0 1

1 2 2max 1 0

;
2 2 2

.

C UC U C U

C U C U C U

= +

+ =
 

Решая систему уравнений, нахоW

дим искомое напряжение: 

1 0
2 max

1 2

2
.

C U
U

C C
=

+
 

Зависимость напряжения 2U   от 

времени имеет вид: 

2 2max

1
(1 cos )

2
U U tω= − =  

2
2max sin .

2

t
U

ω
=               (20)  

Временные зависимости (19) и 

(20) приведены нами без какихWлибо 

пояснений. Предлагаем читателю в 

этом разобраться самостоятельно.  

Графики зависимостей I(t)  и 

2( )U t  представлены на рисунке 8. 

 

Рис. 8 
 

Задача 3. Два удалённых провоW

дящих шара радиусом R  каждый 

соединены участком цепи, содерW

жащим конденсатор ёмкости C, каW

тушку индуктивности L, ключ K 

(рис. 9). В начальный момент ключ K 

разомкнут, конденсатор заряжен до 

напряжения 0,U  заряды на шарах 

отсутствуют, ток в катушке не течёт. 

Требуется определить максимальW

ное значение силы тока в цепи и 

максимальный заряд на каждом из 
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шаров после замыкания ключа. 

Омическим сопротивлением катушW

ки и сопротивлением соединительW

ных проводов пренебречь. (ВступиD
тельные экзамены в МФТИ,  1985 г. 
Автор: Д. Подлесный) 

 

Рис. 9 
 

Решение. После замыкания 

ключа в цепи возникнут электричеW

ские колебания, при которых на шаW

рах, в силу закона сохранения заряW

да, будут появляться разные по знаW

ку и одинаковые по модулю элекW

трические заряды. Система шаров 

при этом ведёт себя аналогично конW

денсатору некоторой ёмкости C*, 

которую нетрудно найти. В самом 

деле, если на одном из шаров нахоW

дится заряд ,q+  то на другом шаре 

находится заряд .q−   Разность поW

тенциалов шаров (с учётом их удаW

лённости) окажется равной: 

0 0 0

1 1 1
.

4 4 2

q q q

R R R
ϕ ϕ

πε πε πε+ −
−− = ⋅ − ⋅ = ⋅

 

С учётом этого для емкости сисW

темы шаров имеем: 

0* 2 .
q

C Rπε
ϕ ϕ+ −

= =
−

 

Дальнейшее решение в точности 

повторяет решение предыдущей 

задачи. Поэтому, опираясь на её реW

зультаты, запишем ответы на поW

ставленные в нашей задаче вопросы: 

max 0

*
;

( *)

CC
I U

L C C
=

+
 

max 0

2 *
,

CC
q U

C C
=

+
 где 0* 2 .C Rπε=  

 
3. Источник с постоянной ЭДС в колебательном контуре 

Рассмотрим электрическую 

цепь, состоящую из источника с поW

стоянной ЭДС , конденсатора ёмкоW

сти C, катушки с индуктивностью L 

и ключа K (рис. 10). Считаем, что 

внутреннее сопротивление источниW

ка и омическое сопротивление каW

тушки индуктивности равны нулю. 

Также известно, что в начальный 

момент ключ разомкнут, конденсаW

тор разряжен, ток в катушке отсутW

ствует.  

Рассмотрим процессы, проходяW

щие в цепи после замыкания ключа, 

и найдём зависимости от времени 

тока в катушке I и напряжения U на 

конденсаторе при этом.  

 

 

Рис. 10 

 
Заметим, что наша цепь предW

ставляет собой идеальный колебаW

тельный контур, в который добавлен 

источник с постоянной ЭДС. Забегая 
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вперёд, скажем, что после замыкаW

ния ключа в цепи будут происходить 

гармонические колебания с той же 

самой циклической частотой 

1
,

LC
ω =   как и в простом колебаW

тельном контуре при отсутствии исW

точника. Давайте в этом убедимся. 

Рассмотрим нашу цепь в произW

вольный момент времени t после заW

мыкания ключа (рис. 11) и воспольW

зуемся вторым правилом Кирхгофа: 

.
dI q

L
dt C

− =  

 

Рис. 11 
 

В нашем случае сила тока I свяW

зана с зарядом конденсатора q уравW

нением: .I q=  Тогда для неизвестной 

функции q(t) получаем дифференW

циальное уравнение: 

2
1

.q q
LLC

+ =            (21) 

Введём обозначения:  

1
;

LC
ω =  ( ) ( ) .x t q t C= −    (22) 

С учётом этих обозначений 

уравнение (21) преобразуется и стаW

новится в точности уравнением (3): 

2
0,x xω+ =  

решением которого, как уже отмеW

чалось, является функция 

0( ) cos( ).x t A tω ϕ= +  

Величины A и 0ϕ  мы найдём из 

начальных условий. Поскольку в 

начальный момент (сразу после заW

мыкания ключа) заряд конденсатора 

и сила тока в цепи равны нулю, то 

есть (0) 0q =   и (0) (0) 0,I q= =  находим, 

что 

(0) (0) ;x q C C= − = −  (0) (0) 0.x q= =  

С учётом этого для определения 

величин A и 0ϕ  приходим к системе 

уравнений: 

0

0

cos ;

sin 0,

A C

A

ϕ
ω ϕ

= −
− =

 

решая которую, находим: ;A C=  

0 .ϕ π=  

Таким образом, в соответствии с 

соотношениями (18) мы приходим к 

зависимости заряда конденсатора от 

времени:  

( ) ( ) cos( )q t x t C C t Cω π= + = + =+  

(1 cos ),tC ω= −  где 
1

.
LC

ω =  

Теперь нетрудно найти искомые 

временные зависимости ( )I t  и ( ):U t   

;( n) si
dq

I t
d

C t

L LCt
= = ⋅  

(
1 s) co .

)
(

q t
U t

C

t

LC
−= =  

Анализируя полученные завиW

симости, можно заметить, что в проW

цессе колебаний максимальные знаW

чения силы тока в катушке maxI  и 

напряжения на конденсаторе maxU   

следующие: 

max ;
C

I
L

=   max 2 .U =        (23) 
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Рис. 12 
 

Колебания напряжения на конW

денсаторе происходят относительно 

смещённого положения равновесия, 

при котором .U =  Если омическое 

сопротивление контура было бы отW

лично от нуля, то колебания в конW

туре в конце концов прекратились, и 

напряжение на конденсаторе приW

няло бы это равновесное значение 

.U =  

В рассмотренном примере граW

фик зависимости напряжения на 

конденсаторе представлен на рисунW

ке 12. 

Кстати, к выражениям (23) можW

но прийти и другим путём, а именно, 

через закон сохранения энергии. В 

самом деле, заряженный конденсаW

тор и катушка с током обладают 

энергией. Но откуда она берётся? 

Ответ прост – источник совершает 

работу при протекании через него 

электрических зарядов! Таким обW

разом, приходим к уравнению, отW

ражающему сохранение энергии в 

нашей цепи: 

2 2

ист .
2 2

С L
CU LI

A W W= Δ + Δ = +  

Принимая во внимание, что в 

рассматриваемой ситуации, заряд q, 

протекающий через источник, равен 

заряду конденсатора CU, можно выW

разить работу источника по формуW

ле ист ,A q CU= =  и подставить в 

предыдущее уравнение. В итоге поW

лучаем, что в произвольный момент 

времени t, когда сила тока в катушке 

I, а напряжение на конденсаторе U, 

справедливо соотношение: 

2 2

.
2 2

CU LI
CU = +             (24) 

А теперь легко и непринуждённо 

приходим выражениям (23).  

Когда напряжение на конденсаW

торе достигает своего максимального 

значения, сила тока в катушке равна 

нулю. С учётом этого из уравнения 

(24) имеем: 

max 2 .U =  

Когда сила тока в катушке досW

тигает максимального значения, 

ЭДС самоиндукции обращается в 

ноль, что приводит к равенству наW

пряжения U на конденсаторе и ЭДС  

 источника. Таким образом, приW

нимая во внимание, что ,U =   

из уравнения (24) находим: 

max .
C

I
L

=  

Рассмотрим две очередные задаW

чи, первую из которых теперь читаW

тель должен решить без особого 

труда. Поэтому мы ограничимся 

лишь её формулировкой с указаниW

ем ответа. 

Задача 4. Два удалённых провоW

дящих шара радиусом R каждый 

соединены участком цепи, содерW

жащим источник с постоянной ЭДС 

,  катушку индуктивности L, ключ 

K (рис. 13). В начальный момент 

ключ K разомкнут, заряды на шарах 

отсутствуют, ток в катушке не течёт. 

Требуется определить максимальW

ное значение силы тока в цепи и 

максимальный заряд на каждом из 

шаров после замыкания ключа. 

Внутренним сопротивлением источW
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ника, омическим сопротивлением 

катушки и сопротивлением соедиW

нительных проводов предлагается 

пренебречь. (Вступительные экзаD
мены в МФТИ,  1985 г. Автор: 
Д. Подлесный) 

Ответ: max

*
;

C
I

L
=   

max 2 * ,q C=  где 0* 2 .C Rπε=   

Задача 5. В цепи, изображённой 

на рисунке 14, при разомкнутом 

ключе K напряжение на конденсаW

торе ёмкости С равно 0 5 ,U =  где  

 – ЭДС источника. Требуется найW

ти максимальное значение maxI  сиW

лы тока через катушку индуктивноW

сти L после замыкания ключа. ВнутW

ренним сопротивлением источника и 

омическим сопротивлением катушW

ки можно пренебречь. (ВступиD
тельные экзамены в МФТИ,  2002 г. 
Автор: В. Можаев) 

Решение. После замыкания 

ключа в цепи возникнут электричеW

ские колебания. В момент, когда сиW

ла тока через катушку достигнет 

своего максимального значения, 

ЭДС самоиндукции катушки станет 

равной нулю, а, значит, напряжение 

U на конденсаторе сравняется с ЭДС 

источника .   Через источник (в наW

правлении от «+» к «–» внутри него, 

то есть в направлении, противопоW

ложном направлению действия стоW

ронних сил) при этом протечёт элекW

трический заряд q, который нахоW

дится через изменение заряда конW

денсатора: 

0 4 .q CU CU C= − =  

Работа, совершённая источниW

ком, окажется отрицательной и равW

ной: 

2
ист 4 .A q C= − = −  

В соответствии с законом сохраW

нения энергии эта работа (в отсутстW

вие тепловых потерь) равняется 

суммарному изменению энергий 

конденсатора и катушки: 

2 2 2
0

ист

( )
.

2 2
C L

C U U LI
A W W

−
= Δ + Δ = +  

Таким образом, для нахождения 

максимального тока в катушке приW

ходим к уравнению: 

22 2
2 max( (5 ) )

4 ,
2 2

LIC
C

−− = +  

решая которое, окончательно имеем: 

max 4 .
C

I
L

=   

Рис. 14 
 

 

Рис. 13 
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