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Ïðèìåíåíèå àíàëîãèé ïðè  
ðåøåíèè ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ 

×òî òàêîå ãåîìåòðè÷åñêèé àíàëîã, ïðîùå âñåãî îáúÿñíèòü íà 
ïðèìåðå ñòàíäàðòíûõ çàäà÷, îáû÷íî ðåøàåìûõ ñ ïîìîùüþ èíòå-
ãðèðîâàíèÿ. 

Çàäà÷à 1. Ïî òîíêîé äèýëåêòðè-
÷åñêîé ïîëóñôåðå ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåë¸í ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä ñ 

ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ σ.  Íàéòè 

íàïðÿæ¸ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ 
â öåíòðå ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. 

Ñðåäà − âàêóóì. 

Ðåøåíèå. Ðåøèì çàäà÷ó ïî ñëå-
äóþùåìó àëãîðèòìó. Ïîìåùàåì â 
öåíòð ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè íå-

êîòîðûé çàðÿä Q+ , íàõîäèì ñèëó 

F

�

, äåéñòâóþùóþ íà çàðÿä Q+ . Ïî-

ñëå ÷åãî íàõîäèì 
F

Å
Q

= . 

Ñîîòíîøåíèå çàïèñàíî â ñêàëÿð-
íîì âèäå, òàê êàê íàïðàâëåíèå ñèëû 
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 à ñëåäîâàòåëüíî, è íàïðÿæ¸ííî-

ñòè çàðàíåå èçâåñòíû èç ñîîáðàæå-
íèé ñèììåòðèè  (ðèñ. 1).  

Âûäåëèì íà ïîâåðõíîñòè ïîëó-
ñôåðû ýëåìåíòàðíóþ ïëîùàäêó .isΔ  

Îíà íåñ¸ò çàðÿä i iq sσΔ = Δ  è èñïû-

òûâàåò ñî ñòîðîíû çàðÿäà Q+  äåé-

ñòâèå ñèëû iF
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Ðèñ. 1 

Ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà, äåéñòâó-

þùàÿ íà âñþ ïîëóñôåðó, îïðåäåëèò-

ñÿ êàê âåêòîðíàÿ ñóììà ñèë iF

�

, äåé-

ñòâóþùèõ íà âñå ôðàãìåíòû ïîëó-

ñôåðû: 
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Ââåä¸ì âåëè÷èíó 
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èìåþùóþ ñìûñë ñèëû, äåéñòâóþùåé 

íà åäèíèöó ïëîùàäè ïîëóñôåðû, 

ïðè÷¸ì íàïðàâëåííîé íîðìàëüíî ê 

Ðîìàøêåâè÷ Àëåêñàíäð Èîñèôîâè÷
Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû îáùåé ôèçèêè 

Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî èíñòèòóòà 
ýëåêòðîííîé òåõíèêè (òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà).

Àâòîð ðÿäà ïîñîáèé äëÿ øêîëû: «Ìåõàíèêà», 
«Ýëåêòðîäèíàìèêà», «Ìîëåêóëÿðíàÿ ôèçèêà», «Îïòèêà», 

îáúåäèí¸ííûõ â ñåðèþ «Ó÷èìñÿ ðåøàòü çàäà÷è».

sΔ

iF

Q+

E

i



32

ïîâåðõíîñòè. Ìîæíî óñëîâíî íàç-
âàòü ýòó âåëè÷èíó «äàâëåíèåì ïîëÿ 

çàðÿäà Q+  íà ïîâåðõíîñòü ïîëó-

ñôåðû».   

À òåïåðü íåáîëüøîé ìûñëåííûé 
ýêñïåðèìåíò.    

Ïðåäñòàâèì ñåáå ñîñóä â ôîðìå 
ïîëóñôåðû, íàïîëíåííûé ãàçîì ïðè 

äîñòàòî÷íîì äàâëåíèè. Äëÿ ÿñíîñòè 

çàêðåïèì åãî íà ëåãêîïîäâèæíîé 
òåëåæêå, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2. 

Ðèñ. 2 

Âðÿä ëè êòî-íèáóäü ïîäóìàåò, 

÷òî òåëåæêà ñàìîïðîèçâîëüíî ïî-

åäåò âïðàâî èëè âëåâî. Ýòî îçíà÷àåò, 

÷òî âåêòîðíàÿ ñóììà ñèë äàâëåíèÿ 

,iF

�

 äåéñòâóþùèõ íà ôðàãìåíòû isΔ

ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, óðàâíî-

âåøèâàåòñÿ ñèëîé äàâëåíèÿ íà 

ïëîñêóþ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè ñîñóäà. 

Òàêèì îáðàçîì, 

πΣ = ⋅
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iF p R . 

Â íàøåì ñëó÷àå ãåîìåòðè÷åñêèì 

àíàëîãîì äàâëåíèÿ p  ÿâëÿåòñÿ âå-

ëè÷èíà ,f  ïîýòîìó ðåçóëüòèðóþùàÿ 

ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà çàðÿæåííóþ 

ïîëóñôåðó ñî ñòîðîíû çàðÿäà ,Q  
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Òàêàÿ æå ïî âåëè÷èíå ñèëà äåé-

ñòâóåò íà çàðÿä ,Q  ïîýòîìó 
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Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð ïîçâîëÿ-
åò áåç îñîáûõ çàòðóäíåíèé ðåøèòü 

áîëåå ñëîæíóþ çàäà÷ó. 

Çàäà÷à 2. Äâå îäèíàêîâûå ïðîâî-

äÿùèå ïîëóñôåðû ðàäèóñà R  óê-

ðåïëåíû ñ ïîìîùüþ ïîäñòàâîê-èçî-

ëÿòîðîâ íà ëåãêîïîäâèæíûõ òåëåæ-

êàõ. Ïîëóñôåðû ïðèâîäÿò â ñîïðè-

êîñíîâåíèå è óäåðæèâàþò â òàêîì 

ïîëîæåíèè ñ ïîìîùüþ ôèêñàòîðîâ. 

Çàòåì íà îáðàçîâàâøóþñÿ ñôåðó 

ïîìåùàþò çàðÿä .Q  Íàéòè íà÷àëü-

íîå óñêîðåíèå òåëåæêè ïîñëå óäà-

ëåíèÿ ôèêñàòîðîâ. Ìàññà òåëåæêè ñ 

ïîëóñôåðîé .m  

Ðèñ. 3 

Ðåøåíèå. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ 

ÿñåí. Îäíîèì¸ííî çàðÿæåííûå ïîëó-

ñôåðû îòòàëêèâàþòñÿ. Åñëè íàéòè 

ñèëó, ñ êîòîðîé îòòàëêèâàþòñÿ äâå 

ïîëîâèíêè çàðÿæåííîé ñôåðû, òî 

íà÷àëüíîå óñêîðåíèå íàéä¸òñÿ ïî 

çàêîíó Íüþòîíà.  

Ñ÷èòàåì, ÷òî çàðÿä, ïîìåù¸ííûé 

íà ñîåäèí¸ííûå ïîëóñôåðû, ðàñïðå-

äåë¸í ïî ïîâåðõíîñòè ðàâíîìåðíî ñ 

ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ 
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sΔ i

Ôèçèêà
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Âûäåëèì ìûñëåííî ìàëûé ôðàã-

ìåíò Δ is  íà çàðÿæåííîé ñôåðå. 

Ôðàãìåíò äîñòàòî÷íî ìàë, ÷òîáû åãî 

ïîâåðõíîñòü ìîæíî áûëî ñ÷èòàòü 

ïëîñêîé, à ïîëå åãî çàðÿäà â íåïî-
ñðåäñòâåííîé áëèçîñòè ðàâíûì 
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ïî îáå ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè ôðàã-

ìåíòà (ðèñ. 4).  
Âíóòðè ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîé 

ñôåðû ïîëå îòñóòñòâóåò:  

âíóòðè  ñôåðû 0.E =

�

Ðèñ. 4 

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîëå ôðàãìåíòà, 

íàïðàâëåííîå âíóòðü ñôåðû ,Å
�

 êîì-

ïåíñèðóåò ïîëå, ñîçäàâàåìîå çàðÿ-
äîì âñåé ñôåðû (áåç ôðàãìåíòà) â 

ìåñòå ðàñïîëîæåíèÿ ôðàãìåíòà ñôÅ

�

. 

Òàêèì îáðàçîì, ôðàãìåíò isΔ  (åãî 

çàðÿä) íàõîäèòñÿ â ïîëå ñ íàïðÿ-

æ¸ííîñòüþ                    
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Ñîîòâåòñòâåííî, íà íåãî äåéñòâó-
åò ñèëà îòòàëêèâàíèÿ, íàïðàâëåííàÿ 

íîðìàëüíî ê ïîâåðõíîñòè ôðàãìåíòà: 
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à íà åäèíèöó ïëîùàäè äåéñòâóåò 
«ñèëà äàâëåíèÿ ïîëÿ» 
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Ðèñ. 5 

Òàêèì îáðàçîì, íà ïîëóñôåðó 

äåéñòâóåò «¸æèê» ñèë, êîòîðûå íàäî 
âåêòîðíî ñëîæèòü (ðèñ. 5). À ýòó 

îïåðàöèþ ìû óæå ïðîäåëûâàëè â 

ïðåäûäóùåé çàäà÷å, èñïîëüçóÿ «ãà-
çîâóþ» àíàëîãèþ:  
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Íàêîíåö,  çàìåíèâ σ  ÷åðåç çà-

ðÿä è ïëîùàäü ñôåðû, íàõîäèì 
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Ñëåäóþùóþ çàäà÷ó áåç ãåîìåò-
ðè÷åñêîãî àíàëîãà áûëî áû ðåøèòü 

ñîâñåì íåïðîñòî. 

Çàäà÷à 3. Íà ïîâåðõíîñòè òîíêîé 

äèýëåêòðè÷åñêîé ñôåðû âûðåçàí 
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ó÷àñòîê («ëîñêóò») ïëîùàäüþ 1/8 
ïîâåðõíîñòè ñôåðû. «Ëîñêóò» îãðà-

íè÷åí äâóìÿ âçàèìíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûìè íà ïîëþñå «ìåðèäèàíàìè» è 

«ýêâàòîðîì». Ôîðìà ó÷àñòêà ïîêàçà-

íà íà ðèñóíêå 6. Ïî ïîâåðõíîñòè 
ó÷àñòêà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¸í çà-

ðÿä Q . Íàéòè íàïðÿæ¸ííîñòü ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ â öåíòðå ñôåðè÷å-

ñêîé ïîâåðõíîñòè. Ðàäèóñ ñôåðûR . 

Ðèñ. 6 

Ðåøåíèå. Ïîâòîðÿÿ àëãîðèòì 
ïåðâîé çàäà÷è, ïîìåñòèì â öåíòð 

ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè íåêîòîðûé 

çàðÿä q  è íàéä¸ì ñèëó åãî âçàèìî-

äåéñòâèÿ ñ çàðÿäîì Q , ðàñïðåäå-

ë¸ííûì ïî âûäåëåííîìó ó÷àñòêó 
ñôåðû. 

Ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà 
íà ó÷àñòêå 
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Ïî çàêîíó Êóëîíà âåëè÷èíà ñè-

ëû iF

�

, äåéñòâóþùåé íà ôðàãìåíò 

isΔ çàðÿæåííîé ïîâåðõíîñòè: 
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Âåëè÷èíà ñèëû, äåéñòâóþùåé íà 
åäèíèöó ïëîùàäè çàðÿæåííîé ïî-

âåðõíîñòè  (àíàëîã äàâëåíèÿ): 

2 4
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Qq
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Rε π
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Åñëè ïðåäñòàâèòü ñåáå ñîñóä â 
ôîðìå ñîîòâåòñòâóþùåé «âîñüìóø-
êè» øàðà, ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì, ÷òî 
ñèëà äàâëåíèÿ, äåéñòâóþùàÿ íà 
ñôåðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü òàêîãî 
ñîñóäà, óðàâíîâåøèâàåòñÿ òðåìÿ 

ñèëàìè äàâëåíèÿ 1 2 3, , ,F F F

� � �

 äåé-

ñòâóþùèìè íà ïëîñêèå ãðàíè     
(ðèñ. 7). Îíè âçàèìíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû è ðàâíû ïî âåëè÷èíå: 
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Ìû íàøëè ýëåêòðè÷åñêóþ ñèëó, 

äåéñòâóþùóþ íà ðàñïðåäåë¸ííûé ïî 

ó÷àñòêó ñôåðû çàðÿä .Q  Òàêàÿ æå 

ñèëà äåéñòâóåò íà çàðÿä .q  Òåïåðü 

ëåãêî íàéòè íàïðÿæ¸ííîñòü ïîëÿ â 

öåíòðå ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè: 
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Çàäà÷à 4. Ïî ïðîâîäó, èçîãíóòî-

ìó â ôîðìå ïëîñêîé êðèâîé, ïðî-

ïóñêàþò òîê .I  Ïëîñêîñòü ïðîâîäà 

ðàñïîëîæåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî îä-

íîðîäíîìó ìàãíèòíîìó ïîëþ ñ èí-

äóêöèåé .Â

Êîíöû ïðîâîäà çàêðåïëåíû â 

òî÷êàõ  (óçëàõ) D  è ,Ñ  ðàññòîÿíèå 

ìåæäó êîòîðûìè d  (ðèñ. 9). Ñ êàêîé 

ñèëîé ïðîâîä ñ òîêîì äåéñòâóåò íà 

êàæäûé èç óçëîâ êðåïëåíèÿ? 

Ðåøåíèå. Íà ýëåìåíòàðíûé ôðàã-

ìåíò ilΔ  ïðîâîäà äåéñòâóåò ñèëà 

Àìïåðà  

( )= Δ Δ = Δ = Δ

�

sin , sin90 .Ài i i i iF BI l B l BI l BI l

Îíà, ñîãëàñíî ïðàâèëó ëåâîé ðóêè, 

ëåæèò â ïëîñêîñòè ïðîâîäà è ïåðïåí-

äèêóëÿðíà ñîîòâåòñòâóþùåìó ôðàã-

ìåíòó ilΔ .  

Ðèñ. 9 

Íàì ïðåäñòîèò íàéòè ðåçóëüòè-

ðóþùóþ âñåõ ñèë 
�

:ÀiF  
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À ÀiF F . 

Âåëè÷èíà ñèëû, äåéñòâóþùåé íà 

åäèíèöó äëèíû ïðîâîäà, Àf BI= . 

Îáðàòèìñÿ ñíîâà ê ãåîìåòðè÷å-
ñêîìó àíàëîãó. Ïðåäñòàâèì ñåáå ñî-
ñóä â ôîðìå ïëàñòèíû, áîêîâàÿ ïî-
âåðõíîñòü êîòîðîé ïîâòîðÿåò êðè-

âóþ ïðîâîäà. Áîêîâàÿ ñòîðîíà DÑ − 
ïëîñêàÿ (ðèñ. 10). Ïóñòü äàâëåíèå 
ãàçà â ñîñóäå p. Íà ìàëûé ôðàãìåíò 
áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ñîñóäà ñî ñòî-
ðîíû ãàçà áóäåò äåéñòâîâàòü ñèëà, 
ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïëîùàäêå ôðàã-

ìåíòà è ðàâíàÿ = Δi iF ph l , çäåñü h − 

øèðèíà ëåíòû áîêîâîé ïîâåðõíîñòè, 

ilΔ  −  äëèíà ôðàãìåíòà. 

Ðèñ. 10 

Ñîîòâåòñòâåííî, íà åäèíèöó äëè-

íû áîêîâîé ïîâåðõíîñòè áóäåò äåé-

ñòâîâàòü ñèëà =f ph . 

Êàê è ðàíüøå, ñîñóä áóäåò íåïî-

äâèæåí íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé 

ïîâåðõíîñòè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âååð 

ôðàãìåíòàðíûõ ñèë äàâëåíèÿ iF

�

, 

ðàñïðåäåë¸ííûõ ïî áîêîâîé ïîâåðõ-

íîñòè ñïðàâà (ñì. ðèñóíîê 11), óðàâ-

íîâåøèâàåòñÿ ñèëîé äàâëåíèÿ íà 

ïëîñêóþ ÷àñòü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè: 
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�

Ðèñ. 11 

Â
�

D
ilΔ iF
�

Ñ

D 

Ñ

ilΔ

iF
�

 

D

Ñ

F
�

F ′
�

Ôèçèêà
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Ðàâíîäåéñòâóþùàÿ F′
�

 ôðàãìåí-

òàðíûõ ñèë äàâëåíèÿ ′

�

,iF  ðàâíîìåð-

íî ðàñïðåäåë¸ííûõ ïî ïëîñêîé ñòî-
ðîíå DÑ, ïðèëîæåíà ê ñåðåäèíå îò-
ðåçêà DÑ è ïåðïåíäèêóëÿðíà åìó. 

Ðàâíîäåéñòâóþùàÿ F

�

 ôðàãìåí-

òàðíûõ ñèë äàâëåíèÿ 
�

,iF  ðàñïðåäå-

ë¸ííûõ ïî èñêðèâë¸ííîé áîêîâîé ïî-

âåðõíîñòè, íàïðàâëåíà âäîëü òîé æå 

ïðÿìîé, òîëüêî â ïðîòèâîïîëîæíóþ 

ñòîðîíó. Â ñëó÷àå ïðîâîäà ñ òîêîì 

ôðàãìåíòàðíûå ñèëû Àìïåðà ÀiF

�

îáðàçóþò àíàëîãè÷íóþ êàðòèíó ñèë, 

ïîýòîìó ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà Àì-

ïåðà, äåéñòâóþùàÿ íà ïðîâîä, ðàâíà 

,Ai AF F f d BId= Σ = =

�

 

ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè ïðîâîäà, 

ïåðïåíäèêóëÿðíà îòðåçêó DÑ, à 

ëèíèÿ äåéñòâèÿ ñèëû ïðîõîäèò ÷å-

ðåç åãî ñåðåäèíó. 

Òåïåðü ÿñíî, ÷òî íà óçëû D è Ñ 

ñî ñòîðîíû ïðîâîäà ñ òîêîì äåé-

ñòâóþò îäèíàêîâûå ñèëû D CF F= =

=

1
,

2
BId  ïàðàëëåëüíûå F

�

. 

Îòâåò. 
1

2
D CF F BId= = . 

×àñòíûì ñëó÷àåì ðàññìîòðåííîé 

çàäà÷è ìîæíî ñ÷èòàòü ñëåäóþùóþ.  

Çàäà÷à 5.  Ïî ïðîâîäÿùåìó êîëü-

öó ðàäèóñà R  ïðîïóñêàþò òîê .I  

Ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè êîëüöà 

âêëþ÷åíî îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå 

ñ èíäóêöèåé Â  (íàïðàâëåíèå ïîëÿ è 

òîêà ñîãëàñîâàíû ïðàâèëîì áóðàâ÷è-

êà). Îïðåäåëèòü ñèëó íàòÿæåíèÿ 

êîëüöà (ðèñ. 12).  

Ðèñ. 12 

Ðåøåíèå. Ìûñëåííî âûäåëèì 
ïîëîâèíó êîëüöà è ðàññìîòðèì 

óñëîâèÿ å¸ ðàâíîâåñèÿ. Êàê è â 

ïðåäûäóùåé çàäà÷å, âåëè÷èíà ñèëû 
Àìïåðà, äåéñòâóþùåé íà åäèíèöó 

äëèíû ïîëóêîëüöà: 

,Àf BI=

à âåëè÷èíà ðåçóëüòèðóþùåé ñèëû 

Àìïåðà 

= Σ = =

�

2 2Ai AF F f R BIR . 

Ðèñ. 13 

Îíà óðàâíîâåøèâàåòñÿ äâóìÿ ðàâ-

íûìè ñèëàìè íàòÿæåíèÿ Ò (ðèñ. 13), 

ïîýòîìó .T IBR=  

Îòâåò. T IBR= . 

Ýòó æå çàäà÷ó ìîæíî âñòðåòèòü 

è â äðóãèõ âàðèàíòàõ. Íàïðèìåð, 

âçÿòü ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîå êîëü-

öî (çàðÿä q), à â öåíòð êîëüöà ïîìå-

ñòèòü çàðÿä Q (îäíîèì¸ííûé ñ q). È 

ñíîâà èñêàòü ñèëó íàòÿæåíèÿ êîëü-

öà. Â ïðåäïîëîæåíèè Q q�  (÷òîáû 

íå ó÷èòûâàòü îòòàëêèâàíèå ôðàã-

ìåíòîâ êîëüöà äðóã îò äðóãà) ëåãêî 

íàõîäèì ïî çàêîíó Êóëîíà ñèëó îò-

òàëêèâàíèÿ ôðàãìåíòà êîëüöà åäè-

íè÷íîé äëèíû îò çàðÿäà Q: 

2
,K

Q
f k

R

σ

=

çäåñü σ − ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà 

êîëüöà 
2

q

R
σ

π

= , R − ðàäèóñ êîëüöà. 

Ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë îòòàëêè-

âàíèÿ  

g
�

B
�

iF
�

À Ñ

I

T
�

T
�

B
�

I

Ôèçèêà
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2
2Ki Ê

Q
F F f R k

R

σ

= Σ = =

�

óðàâíîâåøèâàåòñÿ äâóìÿ ñèëàìè 
íàòÿæåíèÿ, êàê è â ïðåäûäóùåé 
çàäà÷å: 

2 2 2
0 0

1 1

2 4 2 8

F Q Qq Qq
T k

R R R

σ

πε
π π ε

= = = =
. 

Ãåîìåòðè÷åñêèé àíàëîã îáëåã÷àåò 
â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íàõîæäåíèå 
öåíòðà ìàññ òåëà. Ïðèâåä¸ì íå-
ñêîëüêî ïîëåçíûõ ïðèìåðîâ. 

Çàäà÷à 6. Íàéòè ïîëîæåíèå öåí-
òðà ìàññ òîíêîãî ïðîâîäà, èçîãíóòîãî 
â ôîðìå ïîëóîêðóæíîñòè ðàäèóñà r 
(ðèñ. 14).  

Ðèñ. 14 

Ðåøåíèå. Èç ñîîáðàæåíèé ñèì-

ìåòðèè ÿñíî, ÷òî öåíòð ìàññ ïðîâîäà 
äîëæåí ëåæàòü íà îñè X, ïðîõîäÿ-

ùåé ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòè O ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî äèàìåòðó, ñòÿãèâàþ-

ùåìó ïðîâîëî÷íóþ äóãó. 
Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé äëÿ 

ðàäèóñ-âåêòîðà öåíòðà ìàññ: 
=Σ

� �

öì ,i iMr m r

ãäå Ì − ìàññà ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ 

òî÷åê (èëè òåë), im − ìàññà i-òîé ìà-

òåðèàëüíîé òî÷êè (èëè òåëà), ir
�

 − ðà-

äèóñ-âåêòîð i-òîé ìàòåðèàëüíîé òî÷-
êè (èëè öåíòðà ìàññ i-òîãî òåëà). 

Ìûñëåííî ðàçðåæåì ïðîâîëîêó 
íà ìàëåíüêèå (òî÷å÷íûå) ôðàãìåíòû 

im  (ðèñ. 15).  Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ

ëèíåéíóþ ïëîòíîñòü ïðîâîëîêè, òî-

ãäà i im lλ= Δ . Åñëè âçÿòü ôðàãìåíòû 

åäèíè÷íîé äëèíû, òî λ= ,im  è ïðà-

âàÿ ÷àñòü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðè-

íèìàåò âèä λΣ

�

ir . Ñîâìåñòèì íà÷àëî 

êîîðäèíàò ñ öåíòðîì îêðóæíîñòè. 

Íà ðèñóíêå 15 èçîáðàæ¸í «âååð» 
ðàâíûõ èçîòðîïíî ðàñïðåäåë¸ííûõ 

âåêòîðîâ ñ ìîäóëåì f rλ= . ×òîáû 

êàðòèíêà ïðèíÿëà áîëåå ïðèâû÷íûé 
âèä, âûíåñåì âåêòîðû irλ

�

 «íàðóæó» 

(ðèñ. 16), áëàãî îò ýòîãî èõ âåêòîð-
íàÿ ñóììà íå ìåíÿåòñÿ, à òàêîå 

ñëîæåíèå ìû óæå äåëàëè:    

λ λ λΣ = ⋅ = ⋅ =

� 2
2 2 2 .ir f r r r r

Ðèñ. 15 

Ëåâàÿ ÷àñòü èñõîäíîãî óðàâíå-
íèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ ïðîñòî: 

öì öì
Ìr rxλπ=

� , 

ñ ó÷¸òîì òîãî, ÷òî öåíòð ìàññ ðàñïî-
ëîæåí íà îñè X. 

Òàêèì îáðàçîì: 
2

öì 2 ,rx rλπ λ=

 

π

=

öì

2
.x r

Îòâåò. 
öì

2
x r

π

= . 

Ðèñ. 16 

Çàäà÷à 7.  Íàéòè ïîëîæåíèå öåí-
òðà ìàññ ïîëóäèñêà ðàäèóñà r, âûðå-
çàííîãî èç îäíîðîäíîé ïëàñòèíû.  

Ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåé çàäà÷è

X

O

X

O
 

im

ir
�

öì

O

irλ
�

Ôèçèêà
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óïðîùàåò íàõîæäåíèå öåíòðà ìàññ 
ïîëóäèñêà. 

Ðàçðåæåì ìûñëåííî ïîëóêðóã íà 
ðàâíûå ìàëûå ñåêòîðû (ðèñ. 17). 
Íàñòîëüêî ìàëûå, ÷òî äóãó, ñòÿãè-
âàþùóþ ñåêòîð, ìîæíî ñ÷èòàòü îò-

ðåçêîì ïðÿìîé, à ñåêòîð − ðàâíî-
áåäðåííûì òðåóãîëüíèêîì. Öåíòð 
ìàññ êàæäîãî òàêîãî òðåóãîëüíèêà 
íàõîäèòñÿ íà âûñîòå h íà ðàññòîÿ-

íèè 
2

3
h  îò âåðøèíû. 

Ðèñ. 17 

Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ñåêòîðîâ 
òðåóãîëüíèêè ñòàíîâÿòñÿ «òîíüøå», 
à èõ âûñîòà h ñòðåìèòñÿ ê ðàäèóñó. 
Ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì, ÷òî öåíòðû 
ìàññ ñåêòîðîâ ôîðìèðóþò ïîëó-

êîëüöî ñ ðàäèóñîì 
2

.
3
r  Öåíòð ìàññ 

ýòîãî ïîëóêîëüöà ñîâïàäàåò ñ öåí-
òðîì ìàññ îäíîðîäíîãî ïîëóäèñêà 
ðàäèóñà r.  

Òàêèì îáðàçîì, 

öì ïîëóäèñêà 

2 2 4

3 3
x r r

π π

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 

Îòâåò. öì ïîëóäèñêà 

4

3
x r

π

= .  

Çàäà÷à 8. Íàéòè ïîëîæåíèå öåí-
òðà ìàññ: 

1) òîíêîé îäíîðîäíîé ïîëóñôåðû,
2) îäíîðîäíîãî ïîëóøàðà.

Ðåøåíèå. Êàê è â ïðåäûäóùåé 
çàäà÷å, èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè 
ñëåäóåò, ÷òî öåíòð ìàññ òîíêîé ïî-
ëóñôåðû íàõîäèòñÿ íà îñè ñèììåò-
ðèè (îñü X). 

Ìûñëåííî ðàçðåçàåì ñôåðó íà 
ìàëûå ôðàãìåíòû åäèíè÷íîé ïëîùà-

äè (ðèñ. 18). Îïðåäåëåíèÿ «ìàëûå» è 
«åäèíè÷íîé ïëîùàäè» íå ïðîòèâîðå-
÷àò äðóã äðóãó. Çà åäèíè÷íóþ ïëî-

ùàäêó ìîæíî ïðèíÿòü è 1 ìì
2

è  

1 Ìê
2
. Ìàññó òàêîãî ôðàãìåíòà îáî-

çíà÷èì, êàê è ðàíåå, ÷åðåç σ  (ïî-
âåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü). Ñîâìåñòèì 
íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ öåíòðîì 
ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Ïðàâàÿ 
÷àñòü óðàâíåíèÿ äëÿ ðàäèóñ-âåêòîðà 
öåíòðà ìàññ = Σ

� �

öì i iMr m r  ÿâëÿåòñÿ 

âåêòîðíîé ñóììîé èçîòðîïíî ðàñïðå-
äåë¸ííûõ, ðàäèàëüíî íàïðàâëåííûõ 
âåêòîðîâ («¸æèê»). Îíè  ðàâíû ïî 

ìîäóëþ (ðèñ. 19): .f rσ=

Â çàäà÷å 1 ìû óæå ñêëàäûâàëè 
òàêóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ (ðèñ. 2) ñ òîé 
ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî òåïåðü âñå âåêòî-
ðû íà÷èíàþòñÿ èç îäíîé òî÷êè (íà÷à-
ëî êîîðäèíàò). Íî ýòî íå âëèÿåò íà 
âåêòîðíóþ ñóììó, ïîýòîìó 

Ðèñ. 18 

Ðèñ. 19 

r 2/3r

öì
X

X

O
ir
�

isΔ

XO 

Ôèçèêà
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2 2 3
,i im r f r r r rπ σ π πσΣ = ⋅ = ⋅ =

�

σ σ π= = ⋅ = ⋅

� 2
öì öì ïîëóñôåðû öì öì2 .Mr Mx S x r x

Ïðèðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå âûðà-
æåíèÿ, ïîëó÷àåì: 

σ π πσ=

2 3
öì2 r x r , 

=

öì
2

r

x . 

Íàõîæäåíèå öåíòðà ìàññ ïîëó-
øàðà ïîñëå âñåãî ñêàçàííîãî íå 

ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. 
Ìûñëåííî ðàçðåçàåì ïîëóøàð íà 

ìàëûå ðàâíûå ïî îáú¸ìó ïèðàìèäêè 

ñ âåðøèíàìè â öåíòðå (ðèñ. 20). 
Öåíòð ìàññ êàæäîé èç íèõ ëåæèò íà 

ðàññòîÿíèè (3/4)h îò âåðøèíû. Ïðè 
óìåíüøåíèè ïëîùàäè îñíîâàíèÿ ïè-

ðàìèäêè → .h r

Ðèñ. 20 

Òàêèì îáðàçîì, öåíòðû ìàññ ïè-
ðàìèä ôîðìèðóþò ïîëóñôåðó ðàäè-
óñà (3/4)r. Öåíòð ìàññ ïîëóøàðà 
ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ìàññ ýòîé ïîëó-
ñôåðû (ðèñ. 21), ïîýòîìó 

= ⋅ =öì ïîëóøàðà

1 3 3

2 4 8
x r r .  

Îòâåò. Öåíòð ìàññ ïîëóñôåðû 
ëåæèò íà îñè ñèììåòðèè íà ðàññòî-
ÿíèè ïîëîâèíû ðàäèóñà îò öåíòðà: 

öì
(1/2) ,x r=  öåíòð ìàññ ïîëóøàðà 

ëåæèò íà îñè ñèììåòðèè íà ðàññòî-
ÿíèè 3/8 ðàäèóñà îò öåíòðà:  

öì ïîëóøàðà (3/8)x r= . 

Ðèñ. 21 

Èñïîëüçîâàíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ 

àíàëîãîâ ïîçâîëÿåò ðåøèòü ðÿä çà-
äà÷ ïî íàõîæäåíèþ öåíòðà ìàññ òåë 

îïðåäåë¸ííîé ôîðìû, íå ïðèáåãàÿ ê 
èíòåãðèðîâàíèþ. Íàïðèìåð (ðèñ. 22): 

à) òîíêèé ïðîâîä â ôîðìå äóãè 

îêðóæíîñòè, 
á) ïëàñòèíà â ôîðìå êðóãîâîãî 

ñåêòîðà, 
â) ïëàñòèíà â ôîðìå êðóãîâîãî 

ñåãìåíòà,  

ã) òîíêàÿ ïë¸íêà â ôîðìå ñôå-
ðè÷åñêîãî ñåêòîðà.    

Æåëàþùèå ìîãóò ðàññìîòðåòü 
ýòè ïðèìåðû â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿ-

òåëüíîãî óïðàæíåíèÿ. 

Ðèñ. 22 

öì

3/4r

 r

öì
X

à á â

ã

Íà êîíå÷íîé ñòàíöèè êîíäóêòîð îñìàòðèâàåò âàãîíû è â îäíîì 
âèäèò íà ëàâî÷êå çàñíóâøåãî ñòóäåíòà, à ðÿäîì ëåæèò êíèæêà 
Ëàíäàó «Òåîðèÿ ïîëÿ». Êîíäóêòîð áóäèò ñòóäåíòà:

  Íó âñòàâàé, àãðîíîì, ïðèåõàëè!

Ôèçèêà


