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Ïîçíàêîìèìñÿ ñ ïðèíöèïîì 

âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé 

Â ñòàòüå ðàçáèðàþòñÿ íåêîòîðûå çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðûõ çíà-
÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ ïðè óìåíèè ïîëüçîâàòüñÿ «ïðèíöèïîì  âèð-

òóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé». 

Ïåðâîå çíàêîìñòâî ñ ïðèíöèïîì 

âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé ìû ïî-

ëó÷àåì â ìëàäøèõ êëàññàõ. Ýòî òàê 
íàçûâàåìîå «çîëîòîå ïðàâèëî ìåõà-

íèêè», èëè ïðàâèëî ðû÷àãà: «âî 
ñêîëüêî ðàç ìû âûèãðûâàåì â ñèëå, 

âî ñòîëüêî æå ðàç ïðîèãðûâàåì â 

ðàññòîÿíèè». 
Ðèñóíîê 1 èëëþñòðèðóåò ïðàâè-

ëî.  Íà ïåðâûé âçãëÿä âñ¸ ïðîñòî. Íî 
âíèìàòåëüíûé ó÷åíèê çàìåòèò îïðå-

äåë¸ííîå îòëè÷èå ðèñóíêà îò ðåàëü-
íîãî ðû÷àãà. Âî-ïåðâûõ, ïðè ñîîò-

íîøåíèè ïëå÷ ðû÷àãà 1 : 3 ñîîòíî-

øåíèå ñèë  mg  è F  íå îáÿçàíî 

áûòü 3 : 1, òàê êàê íå ó÷òåíà ñèëà 

òÿæåñòè Mg   ðû÷àãà.   

Çíà÷èò, ñ ïðàâèëîì ìîæíî ñî-

ãëàñèòüñÿ, åñëè ñ÷èòàòü ðû÷àã íåâå-
ñîìûì? Íî è ïðè ýòîì äîïóùåíèè 

íå âñ¸ «÷èñòî».  
Ðû÷àã ïî óñëîâèþ íàõîäèëñÿ â 

ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ. ×òîáû ãðóç 

mg  íà÷àë ïåðåìåùàòüñÿ, íóæíî 

óâåëè÷èòü ñèëó F íà áåñêîíå÷íî ìà-

ëóþ âåëè÷èíó, òî åñòü ñîîáùèòü ñè-
ñòåìå íà÷àëüíûé èìïóëüñ, ïåðåâî-

äÿùèé å¸ èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ â ñî-

ñòîÿíèå ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ ïðè 

òîì æå ñèëîâîì âîçäåéñòâèè. Ýòîò 

èìïóëüñ âûçîâåò î÷åíü ìåäëåííîå 
äâèæåíèå ïðàâîãî êîíöà ðû÷àãà. Òå-

ïåðü âñ¸ õîðîøî. Ïðàâäà, ïðîöåññ íå 
ðåàëüíûé, à âîîáðàæàåìûé (âèðòó-

àëüíûé). Íî ýòî íå ìåøàåò ïðîèçâî-

äèòü ðàñ÷¸òû! 

mg

3

mg
F

l

3

l

N

�

�

�

Ðèñ. 1 

Ïóñòü äëÿ íàøåãî ðû÷àãà ñîáëþ-

äåíû âñå âûøå îãîâîð¸ííûå äîïó-
ùåíèÿ. Òîãäà íà òåëî (ðû÷àã) äåé-

ñòâóþò òðè âíåøíèå ñèëû: mg , F  è 

N (ðåàêöèÿ îïîðû ðàâíà ñèëå íîð-

ìàëüíîãî äàâëåíèÿ îïîðû íà ðû÷àã 

ïëþñ ñèëà òðåíèÿ). Ïîä äåéñòâèåì 
ýòèõ ñèë ðû÷àã íàõîäèòñÿ â ðàâíî-

âåñèè. Ïóñòü ïîä äåéñòâèåì ñèëû  F  

Ðîìàøêåâè÷ Àëåêñàíäð Èîñèôîâè÷
Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû îáùåé ôèçèêè 

Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî èíñòèòóòà 
ýëåêòðîííîé òåõíèêè (òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà).

Àâòîð ðÿäà ïîñîáèé äëÿ øêîëû: «Ìåõàíèêà», 
«Ýëåêòðîäèíàìèêà», «Ìîëåêóëÿðíàÿ ôèçèêà», 

«Îïòèêà», îáúåäèí¸ííûõ â ñåðèþ 
«Ó÷èìñÿ ðåøàòü çàäà÷è».
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ïðàâûé êîíåö ðû÷àãà ñîâåðøèë âèð-
òóàëüíîå (âîîáðàæàåìîå è î÷åíü ìà-

ëîå) ïåðåìåùåíèå. Íà ðèñóíêå åãî 
óñëîâíî çàìåùàåò ðåàëüíîå ïåðå-

ìåùåíèå âíèç íà âåëè÷èíó .l   

Ïîñ÷èòàåì ñóììó ðàáîò âñåõ 

âíåøíèõ ñèë. Ðåàêöèÿ îïîðû ðàáîòû 
íå ñîâåðøàåò (òî÷êà ïðèëîæåíèÿ íå 

ïåðåìåùàåòñÿ). Îñòà¸òñÿ: 

3
mg

l
A mg= − , 

3
F

mg
A l= , 0,NÀ =  

è òîãäà 

0.mg F NA A A+ + =

Îêàçàëîñü, ÷òî ñóììà ðàáîò âñåõ 
âíåøíèõ ñèë ðàâíà íóëþ. Ïîëó÷åí-

íûé ðåçóëüòàò ïðèáëèæàåò íàñ ê 

ïîíèìàíèþ î÷åíü âàæíîãî ôèçè÷å-

ñêîãî ïðèíöèïà − ïðèíöèïà âèðòó-

àëüíûõ ïåðåìåùåíèé. 
Íà îòäåëüíîå òåëî (èëè öåëóþ 

êîíñòðóêöèþ) âñåãäà äåéñòâóþò 
âíåøíèå ñèëû. Êðîìå òîãî, äâèæå-

íèå ÷àñòåé òåëà (èëè ÷àñòåé êîí-

ñòðóêöèè) îáû÷íî îãðàíè÷åíî ìåõà-
íè÷åñêèìè ñâÿçÿìè. Íàïðèìåð, íà 

äâèæåíèå êîíöîâ À è Â òâ¸ðäîãî 
ñòåðæíÿ íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå: ïðè 

ëþáîì ïåðåìåùåíèè ñòåðæíÿ ðàñ-
ñòîÿíèå ÀÂ íå ìåíÿåòñÿ.  

Ïðåäñòàâèì ñåáå òåëî (èëè öå-

ëóþ êîíñòðóêöèþ), íàõîäÿùååñÿ â 
ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ïîä äåéñòâè-

åì âíåøíèõ ñèë è ìåõàíè÷åñêèõ 
ñâÿçåé. Åñëè ìûñëåííî ïåðåìåñòèòü 

îäíó èç òî÷åê êîíñòðóêöèè íà î÷åíü 

ìàëîå âîçìîæíîå (âèðòóàëüíîå) ðàñ-
ñòîÿíèå, òî íàëè÷èå ñâÿçåé âûçîâåò 

ïåðåìåùåíèå äðóãèõ òî÷åê ñèñòåìû. 
Ïðè ýòîì íåñêîëüêî ñìåñòÿòñÿ òî÷êè 

ïðèëîæåíèÿ âíåøíèõ ñèë, è êàæäàÿ 
èç íèõ ñîâåðøèò ðàáîòó. Ìîæíî ïî-

êàçàòü, ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòà-

òî÷íûì óñëîâèåì ðàâíîâåñèÿ òåëà 
(èëè êîíñòðóêöèè) ÿâëÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâî íóëþ ñóììû ýòèõ ðàáîò: 

âèðò

0.iÀ =∑

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îòðàæàåò 

ïðèíöèï âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé. 

Ïðàâäà, ìåõàíè÷åñêèå ñâÿçè 
ïðåäïîëàãàþòñÿ íå äèññèïàòèâíûìè, 

ò. å. òðåíèå â ñâÿçÿõ îòñóòñòâóåò.  

Çàäà÷à 1. Êîíñòðóêöèÿ, èçîáðà-

æ¸ííàÿ íà ðèñ. 2, ñîáðàíà èç òð¸õ 

ïàð íåâåñîìûõ ñòåðæíåé, ñîåäèí¸í-
íûõ ìåæäó ñîáîé èäåàëüíûìè øàð-

íèðàìè. Ðàçìåðû ñòåðæíåé òàêîâû, 
÷òî ïîñëå ñáîðêè îáðàçóþòñÿ äâà 

ïîäâèæíûõ ðîìáà, êîòîðûå âñåãäà 

ïîäîáíû, è êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ 
ðàâåí äâóì. Øàðíèð Î ïðèêðåïë¸í 

ê ñòåíå, øàðíèðû À è Â ñîåäèíåíû 
íåâåñîìîé íåðàñòÿæèìîé íèòüþ. 

Øàðíèð Â îòòÿãèâàåòñÿ ãîðèçîí-

òàëüíî ïîäâåøåííûì ÷åðåç áëîê (áåç 
òðåíèÿ) ãðóçîì ìàññîé m. Íàéòè 

íàòÿæåíèå íèòè, ñâÿçûâàþùåé 
øàðíèðû À è Â. 

О
А В

m

Ðèñ. 2 

Ðåøåíèå. Ðàâíîâåñèå  êîíñòðóê-

öèè îáåñïå÷èâàåòñÿ ñâÿçÿìè è 

âíåøíèìè ñèëàìè ,  ,  ,  N T T mg′

� � �

�

(ðèñ. 3). Íèòü, ñîåäèíÿþùàÿ øàðíè-

ðû À è Â, ïðèêëàäûâàåò ê êîí-
ñòðóêöèè äâå ñèëû íàòÿæåíèÿ. Îíè 

ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû è ðàâ-
íû ïî âåëè÷èíå: 

.Ò Ò′ =

Ìûñëåííî ïåðåìåñòèì âïðàâî íà 

ìàëîå ðàññòîÿíèå lΔ  øàðíèð Â. Ïðè 

ýòîì ïåðåìåñòÿòñÿ âñå øàðíèðû, 
êðîìå øàðíèðà Î. Íàñ èíòåðåñóþò 

òîëüêî òî÷êè ïðèëîæåíèÿ âíåøíèõ 

ñèë (øàðíèðû À è Â).  

О А В

mgТ� ТN
�

� �

Ðèñ. 3 
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Ãåîìåòðèÿ ñèñòåìû ïîçâîëÿåò 
óñòàíîâèòü, ÷òî øàðíèð À ïåðåìå-

ñòèòñÿ âïðàâî íà ðàññòîÿíèå 2/3 .lΔ    

Ñóììà ðàáîò âíåøíèõ ñèë íà 

âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèÿõ äîëæíà 
ðàâíÿòüñÿ íóëþ: 

2
0 0,

3
N T l T l mg l′⋅ + Δ − Δ + Δ =  

1
0,

3
T l mg l− Δ + Δ =

3 .T mg=  

Îòâåò. 3 .T mg=  

Åù¸ îäíà çàäà÷à íà òåìó «ïî-

äâèæíàÿ ðåø¸òêà». 

Çàäà÷à 2. Íà ãëàäêîì ãîðèçîí-
òàëüíîì ñòîëå ëåæèò êîíñòðóêöèÿ, 

ñîñòîÿùàÿ èç øåñòè îäèíàêîâûõ 

ñòåðæíåé, ñîåäèí¸ííûõ èäåàëüíûìè 
øàðíèðàìè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4 

(âèä ñâåðõó). Øàðíèð Î çàêðåïë¸í è 
íå ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ. Ê øàðíèðó 

Â ïðèëîæåíà ãîðèçîíòàëüíàÿ ñèëà 

,F
�

 à ìåæäó øàðíèðàìè À è Ñ 

âñòàâëåíà ðàñïîðêà (ðèñ. 5), ïðåïÿò-
ñòâóþùàÿ äàëüíåéøåìó «ñêëàäûâà-

íèþ» ñèñòåìû. Äëèíà ðàñïîðêè ÀÑ â 

äâà ðàçà ìåíüøå äèàãîíàëè DE ðîì-
áà DCEA. Ñ êàêîé ñèëîé ðàñïîðêà 

äåéñòâóåò íà øàðíèð À? 

Ðåøåíèå. Êîíñòðóêöèÿ íàõîäèò-

ñÿ â ðàâíîâåñèè ïîä äåéñòâèåì 

âíåøíèõ ñèë: ðàñïðåäåë¸ííîé ïî 

êîíñòðóêöèè ñèëû òÿæåñòè mg
�

, 

òàêæå ðàñïðåäåë¸ííîé ïî êîíñòðóê-

öèè ñèëû ðåàêöèè îïîðû ïëîñêîñòè 

,N′

�

 ñèëû ðåàêöèè ñòåíêè N
�

 è ñèë 

,A CF F

� �

 è F
�

 (ðèñ. 6). Ïðè âèðòóàëü-

íîì ìàëîì  ñìåùåíèè âïðàâî øàð-

íèðà Â øàðíèð Î îñòà¸òñÿ íà ìåñòå, 

ñèëû ,mg
�

N′

�

 è CF

�

 ïåðïåíäèêóëÿð-

íû ïåðåìåùåíèÿì, ïîýòîìó òîëüêî 

äâå ñèëû AF
�

 è F
�

 ñîâåðøàþò âèðòó-

àëüíûå ðàáîòû. 
Ïðåæäå ÷åì  çàïèñûâàòü óðàâ-

íåíèå äëÿ âèðòóàëüíûõ ðàáîò,

А

В

С

D E

F

g

О

�

�

Ðèñ. 4 

О

D

А

С

E
В F

�

Ðèñ. 5 

А

В

С

О

A

CF

F

N

�

�

�

�

F

Ðèñ. 6 

óñòàíîâèì ñâÿçü ïåðåìåùåíèé øàð-

íèðîâ Â è À.   

Ïîìåòèì íà÷àëî êîîðäèíàò XY â 

òî÷êó Ñ. Â ýòîé ñèñòåìå x − êîîðäè-

íàòà øàðíèðà À, y − êîîðäèíàòà 
øàðíèðà Â.  

Èõ ñâÿçûâàåò òåîðåìà Ïèôà-
ãîðà:  

2 2 2
.x y AB+ =

Ïðèðàâíÿâ äèôôåðåíöèàëû ïðà-
âîé è ëåâîé ÷àñòåé óðàâíåíèÿ 

2 2 0,x x y yΔ + Δ =  

ïîëó÷àåì èñêîìîå ñîîòíîøåíèå âîç-

ìîæíûõ ìàëûõ ïåðåìåùåíèé øàðíè-
ðîâ Â è À îòíîñèòåëüíî øàðíèðà Ñ: 

.

y
x y

x
Δ = − Δ

Çíàê «−» îçíà÷àåò, ÷òî äèàãîíàëü 
ÀÑ ìàëîãî ðîìáà óìåíüøàåòñÿ ïðè 

óâåëè÷åíèè äèàãîíàëè ÑÂ. 
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В

C

А
X

Y
y

x

Ðèñ. 7 

Â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¸òà 

ñìåùåíèå BΔ  øàðíèðà Â â äâà ðàçà 
áîëüøå ñìåùåíèÿ øàðíèðà Ñ: 

2B CΔ = Δ . Íî ïî ïðàâèëó ñëîæåíèÿ 
ñêîðîñòåé, à çíà÷èò, è ìàëûõ ïåðå-

ìåùåíèé ,B C yΔ = Δ +Δ  2 ,C C yΔ = Δ + Δ  

C yΔ = Δ . 

Ïîýòîìó ïåðåìåùåíèå øàðíèðà 

Â îòíîñèòåëüíî ñòîëà 2B yΔ = Δ .   

Øàðíèð À òîæå ïåðåìåùàåòñÿ 

âïðàâî íà ,yΔ  íî ýòî ïåðåìåùåíèå 

ïåðïåíäèêóëÿðíî ñèëå ,AF
�

 è ðàáîòà 

ñèëû AF
�

 íà âèðòóàëüíîì ïåðåìåùå-

íèè áóäåò ðàâíà 

.À AÀ F x= Δ

È ñîãëàñíî ïðèíöèïó âèðòóàëü-
íûõ ðàáîò 

2 0.A

y
F y F y

x
− Δ + ⋅ Δ =

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå 2 ,y x=  íàõî-

äèì 

.AF F=  

Îòâåò. .AF F=  

À òåïåðü äàâàéòå ñðàâíèì ðàç-
ëè÷íûå âàðèàíòû ðåøåíèÿ ñëåäóþ-
ùåé çàäà÷è. 

Çàäà÷à 3. ×åðåç ãëàäêèé ãîðè-
çîíòàëüíî ðàñïîëîæåííûé öèëèíäð 

ðàäèóñà R  ïåðåáðîøåí êàíàò äëèíû 

L  è ìàññû M. Êîíöû êàíàòà íàõî-
äÿòñÿ íà îäíîì óðîâíå, áëàãîäàðÿ 
÷åìó êàíàò íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè. 
Íàéòè ñèëó íàòÿæåíèÿ â ñåðåäèíå 
êàíàòà (òî÷êà Ñ).  

Ñïîñîá 1. Óáåð¸ì  ìûñëåííî ëå-
âóþ ïîëîâèíó êàíàòà, à å¸ äåéñòâèå 
íà ïðàâóþ ïîëîâèíó çàìåíèì ñèëîé 

íàòÿæåíèÿ CT

�

 (ðèñ. 9). Â òî÷êå À 

(ïåðâîå êàñàíèå êàíàòà ñ öèëèí-
äðîì) ñèëà íàòÿæåíèÿ ðàâíà ñèëå 
òÿæåñòè êîíöà ÀÂ:  

,
2

A AB

M L R
T gl g

L

π

ρ

−⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

çäåñü 
M

L
ρ= −  ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü 

êàíàòà, à âûðàæåíèå â ñêîáêàõ 

2
AB

L R
l

π−⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠

− äëèíà ÷àñòè êàíà-

òà ÀÂ.  

С

А

В

А

В

С

TC

�

 

Ðèñ. 8          Ðèñ. 9 

Ðàçîáü¸ì îñòàâøóþñÿ ÷àñòü êàíà-
òà (÷åòâåðòü îêðóæíîñòè) íà î÷åíü 
ìàëåíüêèå ôðàãìåíòû è ðàññìîòðèì 
ñèëû, ïîä äåéñòâèåì êîòîðûõ i-ûé 
ôðàãìåíò íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè 

(ðèñ. 10): 1iT
�

 è 2iT

�

− ñèëû íàòÿæåíèÿ 

êàíàòà â ñå÷åíèÿõ, îãðàíè÷èâàþùèõ 

ôðàãìåíò, iN
�

−  ðåàêöèÿ îïîðû, 

im gΔ

�

− ñèëà òÿæåñòè ôðàãìåíòà. 

i

i

2iT

im g
1iT

i

iN

X
�

�

�

�

�

�

��

Ðèñ. 10 
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Çàïèøåì óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ 

âûäåëåííîãî ôðàãìåíòà: 

1 2i iT T+

� �

+ im gΔ

�

+ iN
�

= 0. 

Â ïðîåêöèè íà êàñàòåëüíóþ ê 

îêðóæíîñòè (îñü X) èìååì: 

2 1 cos 0 0,i i i iT T m g α− − Δ + =  

.i i im l Rρ ρ αΔ = Δ = Δ

Ïðîèçâåä¸ì çàìåíó: 

cos .i i iT Rgρ α αΔ = Δ

Ñóììèðóÿ óðàâíåíèå ïî âñåì 

ôðàãìåíòàì (èíòåãðèðóÿ), ïîëó÷àåì: 

/2

0

cos ,

C

A

T

T

dT Rg d

π

ρ α α=∫ ∫

sin sin0 ,
2

C AT T Rg
π

ρ

⎛ ⎞
− = −⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

sin
2

2

C AT T Rg

L R
g gR

π

ρ

π

ρ ρ

= + =

−⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

2

L R
g R

π

ρ

−⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

.
2

M L R
g R

L

π−⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠

Ñïîñîá 2. Âîñïîëüçóåìñÿ âòî-

ðûì íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ðàâíî-

âåñèÿ òåëà: 

0,iM =∑  

òî åñòü ñóììà ìåõàíè÷åñêèõ ìîìåí-

òîâ âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà 

òåëî, ðàâíà íóëþ, åñëè òåëî íàõî-

äèòñÿ â ðàâíîâåñèè.  

Äëÿ ðàñ÷¸òà óäîáíî ìûñëåííî 

ðàçäåëèòü êàíàò íà äâå ÷àñòè: äóãó 

ÑÀ è ñâèñàþùóþ ÷àñòü ÀÂ.  

Âíåøíèå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà 

ðàññìàòðèâàåìóþ ïîëîâèíó êàíàòà: 

CT − ñèëà íàòÿæåíèÿ êàíàòà â ñå÷å-

íèè Ñ, 1m g − ñèëà òÿæåñòè ÷àñòè ÑÀ 

êàíàòà, 2m g  − ñèëà òÿæåñòè ñâèñà-

þùåé ÷àñòè êàíàòà ÀÂ, N  − ðàñïðå-

äåë¸ííàÿ ðåàêöèÿ îïîðû (ðèñ. 11). 

В

CT

Ñ

À
O

X

Y

1m g

2m g

N
�

�

�

xцм

Ðèñ. 11 

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå ìîìåíòîâ 
îòíîñèòåëüíî öåíòðà O ñå÷åíèÿ öè-

ëèíäðà: 

1 2 0.TM M M+ + =

T CM T R= − ìîìåíò ñèëû íàòÿ-

æåíèÿ, 

2

1 1

2 2

2

R
M m g R g R gR

π

ρ ρ

π π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

åñòü ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè äóãè ÀÑ. 

Ñ÷èòàåì ïðè ýòîì, ÷òî å¸ êîîðäèíà-

òà 
öì

2
x R

π

=  (à îíà ðàâíà ïëå÷ó 

ñèëû 1m g ) èçâåñòíà. 

2
2

.
2

ÀÂ

L R
M l gR gR

M L R
gR

L

π

ρ ρ

π

−⎛ ⎞
= − = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

−⎛ ⎞
= −

⎜ ⎟

⎝ ⎠

Ìû ïîñ÷èòàëè ìîìåíò ñèëû, 

âðàùàþùåé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, 

ïîëîæèòåëüíûì, à ìîìåíòû ñèë, 

âðàùàþùèõ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêè, −

îòðèöàòåëüíûìè. Ñîêðàùàÿ âûêëàä-

êè, ñðàçó ïåðåíîñèì 1M è 2M â ïðà-

âóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà: 
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2
,

2
C

L R
T R gR gR

π

ρ ρ

−⎛ ⎞
= + ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

èëè îêîí÷àòåëüíî 

.
2

C

M L R
T g R

L

π−⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠

Ñïîñîá 3. À òåïåðü ðåøèì ýòó 
æå çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ «ïðèíöèïà 

âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé». Âåð-
í¸ìñÿ ê ðèñóíêó 9. Ïîäòÿíåì ìûñ-

ëåííî êîíåö Ñ íà ìàëîå ðàññòîÿíèå 

lΔ  ñèëîé CT  (ðèñ. 12).

Íà íàøó ïîëîâèíêó êàíàòà äåé-
ñòâóþò òðè âíåøíèå ñèëû: èñêîìàÿ 

ñèëà íàòÿæåíèÿ CT

�

, ñèëà òÿãîòåíèÿ 

ò

2

M
T g=

��

�

 è ðàñïðåäåë¸ííàÿ ïî ÷åò-

âåðòè îêðóæíîñòè ðåàêöèÿ îïîðû .N

���

Ñóììà ðàáîò âíåøíèõ ñèë íà 

âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèÿõ ðàâíÿ-

åòñÿ íóëþ: 

ò
0.

C
T NA A A+ + =  

Çäåñü 
C

T CA T l= Δ − ðàáîòà ñèëû 

íàòÿæåíèÿ TÑ, ðàáîòà ñèë ðåàêöèè 

îïîðû 0,NA =  òàê êàê ðåàêöèÿ îïî-

ðû â ëþáîé òî÷êå ïåðïåíäèêóëÿðíà 
ïåðåìåùåíèþ. 

С

А

В

�l

CT

N

2

M
g

�

�

�l

Ðèñ. 12 

Ðàáîòà ñèëû òÿæåñòè 
ò

A  (êàê è 

ëþáîé êîíñåðâàòèâíîé ñèëû) ðàâíà 
óáûëè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè:    

ò 1 2 .A Ï Ï= −  Â íàøåì ñëó÷àå èçìå-

íåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïîëî-

âèíêè êàíàòà ýêâèâàëåíòíî ïåðåíîñó 

ôðàãìåíòà lΔ  ñ íèæíåãî êîíöà Â 
íàâåðõ ê êîíöó Ñ íà âûñîòó 

( ).ABl R+  Ïîýòîìó 

( )
ò

.ABA lg l Rρ= − Δ +

Ïîäñòàâèì ,
C

T CA T l= Δ  0NA =  è   

( )
ò ABA l g l Rρ= − Δ +  â èñõîäíîå 

óðàâíåíèå: 

( )g 0,C ABT l l l RρΔ − Δ + =  

îòêóäà 

.
2 2

C

L R M L R
T g R g R

L

π π

ρ

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + = +

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Îòâåò. .
2

C

M L R
T g R

L

π−⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠

Ðàçóìååòñÿ, âûáîð âàðèàíòà ðå-

øåíèÿ − ýòî äåëî âêóñà, íî òðåòèé 
âàðèàíò ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàèáîëåå 
ïðîñòûì è êðàñèâûì. 

Âðåìÿ îò âðåìåíè íà îëèìïèà-
äàõ ðàçíîãî óðîâíÿ ïîÿâëÿåòñÿ çà-
äà÷à, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ 
ïîäâåøåííàÿ â äâóõ  òî÷êàõ öåïî÷êà 
(ãèáêàÿ íåðàñòÿæèìàÿ íèòü, ïðîë¸ò 
ëèíèè ýëåêòðîïåðåäà÷è è äð.). 
Òðóäíîñòü îáóñëîâëåíà íåîðäèíàð-
íîñòüþ (íà ïåðâûé âçãëÿä) àëãîðèò-
ìà ðåøåíèÿ.  

Çàäà÷à 4. Öåïî÷êà, ñîñòîÿùàÿ èç 
áîëüøîãî êîëè÷åñòâà çâåíüåâ, ïîä-
âåøåíà çà êîíöû â òî÷êàõ, íàõîäÿ-
ùèõñÿ íà îäíîì óðîâíå. Äëèíà öå-

ïî÷êè ,L  ìàññà ,M  ïðîâèñ .d  Íàéòè 

íàòÿæåíèå Ò  öåïî÷êè â òî÷êå ïîä-
âåñà, ìèíèìàëüíîå íàòÿæåíèå è óãîë 

α  ìåæäó Ò  è âåðòèêàëüþ â òî÷êå 
ïîäâåñà (ðèñ. 13).  

d

T
�

�

Ðèñ. 13 
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Ðåøåíèå. Ïðåæäå ÷åì ïðèñòó-

ïàòü ê ðåøåíèþ ñàìîé çàäà÷è, èñ-

ñëåäóåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà öåïî÷-

êè. Ïîäâåøåííàÿ çà êîíöû ìÿãêàÿ 

íåðàñòÿæèìàÿ íèòü (öåïî÷êà) ïðè-

íèìàåò òàêóþ ôîðìó, ïðè êîòîðîé 

îòñóòñòâóþò ïîïåðå÷íûå íàïðÿæå-

íèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèëà íàòÿæå-

íèÿ T
��

 â ëþáîì ñå÷åíèè íàïðàâëåíà 

ïî êàñàòåëüíîé ê íèòè. Âûäåëèì 

ìûñëåííî ïðîèçâîëüíûé ôðàãìåíò 

ÀÂ öåïî÷êè (ðèñ. 14). Åãî ðàâíîâåñèå 

îáåñïå÷èâàþò ñèëû 1 2,T T
� �

 è mg
�

 

ôðàãìåíòà.  

Ïîäòÿíåì ìûñëåííî êîíåö Â ñè-

ëîé 2Ò

�

 âäîëü ëèíèè íèòè íà ìàëûé 

îòðåçîê .lΔ  Îäíîâðåìåííî îïóñòèì

êîíåö À (âäîëü ëèíèè íèòè) íà òàêîé 

æå îòðåçîê .lΔ  Ñóììà ðàáîò ñèë 

íàòÿæåíèÿ ïðèâåëà ê óâåëè÷åíèþ 

ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè UΔ  ôðàã-

ìåíòà ÀÂ, ÷òî ðàâíîñèëüíî èçìåíå-

íèþ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè êóñî÷êà 

,lΔ  åñëè åãî ïåðåíåñòè ñ êîíöà À íà 

êîíåö Â ôðàãìåíòà: 

2 1 ,T l T l UΔ − Δ = Δ  

2 1 .T l T l mghΔ − Δ = Δ

Ìàññà mΔ îòðåçêà lΔ

,

m
m l l

l
ρΔ = Δ = Δ

l − äëèíà ôðàãìåíòà ÀÂ, ρ −  ëè-

íåéíàÿ ïëîòíîñòü öåïî÷êè. Îòñþäà 

2 1 .T T ghρ− =

l

l

h

Â

À

�

�

�

�

Ðèñ. 14 

Ðàçíîñòü ñèë íàòÿæåíèÿ öåïî÷êè 
â äâóõ ðàçíûõ ñå÷åíèÿõ îäíîçíà÷íî 

îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ âûñîò h 
ýòèõ ñå÷åíèé.  

Ðàçëîæèì ñèëû íàòÿæåíèÿ 1Ò

�

 è 

2Ò

�

íà âåðòèêàëüíûå è ãîðèçîíòàëü-

íûå ñîñòàâëÿþùèå (ðèñ. 15). Ðàâíî-

âåñèå ôðàãìåíòà îçíà÷àåò, ÷òî 

1â 2â ,T Ò mg+ =

1ã 2ã .T Ò=  

h

2

2в

2г
Т

1

1Т г

1вТ1Т

�

�

�

�

�

�

Т
2

Т

Ðèñ. 15 

Ñóììà âåðòèêàëüíûõ ñîñòàâëÿ-
þùèõ ñèë íàòÿæåíèÿ íà êîíöàõ 

êîìïåíñèðóåò ñèëó òÿæåñòè mg  

ôðàãìåíòà, ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâ-

ëÿþùàÿ ñèëû íàòÿæåíèÿ îäíà è òà 

æå äëÿ ëþáîãî ñå÷åíèÿ. Íà èñïîëü-
çîâàíèè ýòèõ ñâîéñòâ îñíîâàíî ïî-

ñòðîåíèå  çàäà÷ íà òåìó «öåïî÷êà».  
Âåðí¸ìñÿ  ê  çàäà÷å. Ðàññìîòðèì 

ïîëîâèíó öåïî÷êè (ðèñ. 16). Íàòÿæå-

íèå Ò  â òî÷êå ïîäâåñà  

Тг

вТ

d

Т
�

�

�

Т�г

�

�

Ðèñ. 16 
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ã ã
g ,

M
Ò Ò d T gd

L
ρ= + = +

ã ã ,Ò Ò′ =  

â
.

2

Mg
Ò =

Äàëåå ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà 

2 2

2

ã ã ,
2

M Mg
T gd Ò

L

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ − =

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

îòêóäà íàõîäèì 
ã

Ò  (îíà æå minT ): 

( )
2 2

ã 4 ,
8

Mg
T L d

dL
= −  

( )
2 2

ã 4 ,
8

M Mg
T Ò gd L d

L dL
= + = +  

2 2

2 2

4
sin

4

L d

L d

α

−

=

+

. 

Îòâåò. ( )
2 2

min 4 ,
8

Mg
T L d

dL
= −

( )
2 2

4 ,
8

Mg
T L d

dL
= +  

2 2

2 2

4
sin

4

L d

L d

α

−

=

+

. 

×àùå òî÷êè ïîäâåñà ðàçíåñåíû 

ïî âûñîòå, íî ýòî âñåãî ëèøü óäëè-

íÿåò âûêëàäêè. 

Çàäà÷à 5. Ìÿãêèé íåðàñòÿæèìûé 

øíóð ìàññû 0,4 êãm =  è äëèíîé 

4 ìl =   ïîäâåøåí çà êîíöû òàê, ÷òî 

ïðîâèñ îò êîíöà À ñîñòàâëÿåò 

1 1 ì,h =  à ïðîâèñ îò êîíöà Â −

2 2 ìh =  (ðèñ. 17). Íàéòè ìèíèìàëü-

íîå íàòÿæåíèå øíóðà ,Ò  íàòÿæåíèÿ 

ÀÒ  è ÂÒ  íà êîíöàõ øíóðà, óãëû 

îòêëîíåíèÿ  α è β  âåêòîðîâ ÀÒ

�

 è 

ÂÒ

�

 îò âåðòèêàëè, äëèíó ÷àñòè ÀÑ  

øíóðà.  Ïðèíÿòü 2
10 ì/ñ .g =

Ðåøåíèå. Â ïðåäûäóùåé çàäà÷å 

áûëî ïîêàçàíî, ÷òî  

,À ÂÒ Ò Ò′ ′= =   1,À

m
Ò Ò gh

l
= +

2 .B
m

T T gh
l

= +

Èç óñëîâèé ðàâíîâåñèÿ ÷àñòåé 

ÀÑ è ÑÂ øíóðà ñëåäóåò: 

2 2

1 ,A ÀT Ò Ò m g′′ = − =      

2 2

2 .B ÂT Ò Ò m g′′ = − =  

Çäåñü 1m  è 2m − ìàññû îòðåçêîâ ÀÑ 

è ÑÂ øíóðà. Êðîìå òîãî, 

1 2 .m m m+ =

B

А

С

BT��

AT

BT

BT�

AT�

AT��

T

h1

�

�

��

�

�

�

h2

�

�

Ðèñ. 17 

Èòàê, ìû ïðèøëè ê òð¸ì óðàâ-
íåíèÿì ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè: 

2

2

1 1 ,

m
T gh T m g

l

⎛ ⎞
+ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

2

2

2 2 ,

m
T gh T m g

l

⎛ ⎞
+ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

1 2 .m m m+ =

Ñëîæèì ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ è 

èçáàâèìñÿ îò 1m  è 2:m  

2

2

1

m
T gh T

l

⎛ ⎞
+ − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

2

2

2

m
T gh T

l

⎛ ⎞
+ + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

= .mg

Ðåøàòü ýòî óðàâíåíèå â îáùåì 

âèäå äîñòàòî÷íî óòîìèòåëüíî, ïî-

ýòîìó ìû ïîçâîëèì ñåáå ñðàçó ïîä-

ñòàâèòü â íåãî ÷èñëîâûå äàííûå: 

( )1

0,4
10 1 1 Í ,

4

m
gh

l
= ⋅ =  

( )2

0,4
10 2 2 Í ,

4

m
gh

l
= ⋅ =  
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( )0,4 10 4 Í ,mg = ⋅ =  

( ) ( )
2 22 2

1 2 4.Ò Ò Ò Ò+ − + + − =

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì óðàâíåíèè 

âñå öèôðû èìåþò ðàçìåðíîñòü ñèëû. 

Ïåðåíåñ¸ì îäèí èç êîðíåé â 

ïðàâóþ ÷àñòü è âîçâåä¸ì îáå ÷àñòè â 

êâàäðàò: 

( ) ( )

( )

2 22 2

2 2

2 16 8 1

1 ,

Ò Ò Ò Ò

Ò Ò

+ − = − + − +

+ + −

( )
2 2

2 13 8 1Ò Ò Ò− = + − . 

Åù¸ ðàç âîçâåä¸ì â êâàäðàò îáå 

÷àñòè óðàâíåíèÿ: 

2
4 52 169 128 64,Ò Ò Ò− + = +

2
4 180 105 0,Ò Ò− + =  

2

1,2

180 180 4 4 105

2 4

180 175,3
.

8

Ò
± − ⋅ ⋅

= ≈

⋅

±

≈

Çíàê «+» äà¸ò íåïðàâäîïîäîáíî 

áîëüøîå ìèíèìàëüíîå íàòÿæåíèå. Â 

÷¸ì íåñëîæíî óáåäèòüñÿ (ðèñ. 18). 

T

AT�

AТ��
AТ

A

С

1m g

�

�

�

�

�

lmg

�

Ðèñ. 18 

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ðàâíîâåñèÿ 
îòðåçêà ÀÑ øíóðà íåîáõîäèìî ðà-
âåíñòâî ìîìåíòîâ ñèëû òÿæåñòè îò-
ðåçêà è ñèëû íàòÿæåíèÿ Ò îòíîñè-
òåëüíî òî÷êè À. Ñðàâíèì:     

( )

òÿæ 1 0,4 10 4

16 Í ì ,

mgM m gl mgl= < = ⋅ ⋅ =

= ⋅

( )íàò 1

180 175,3
1 44,4 Í ì ,

8
M Th

+

= = ⋅ ≈ ⋅     

íàò òÿæ .M M>  

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî 
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Îòâåò. 0,59 H,Ò ≈  1,59 H,ÀÒ ≈  

2,59 H,ÂÒ ≈ 21,7α ≈ ° , 13,3β ≈ ° , 

1,48 ì.ACl ≈

Íàäåþñü, ÷òî ó÷åíèêó, ñ èíòåðå-
ñîì èçó÷àþùåìó êóðñ ôèçèêè, ñòà-
òüÿ ïðèíåñ¸ò îïðåäåë¸ííóþ ïîëüçó.   

Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор 
Îäíàæäû Ýðíåñò Ðåçåðôîðä äåìîíñòðèðîâàë ðàñïàä ðàäèÿ ñëóøàòå-

ëÿì ëåêöèè. Ýêðàí òî ñâåòèëñÿ, òî òåìíåë.
 Òåïåðü âû âèäèòå,  ñêàçàë Ðåçåðôîðä,  ÷òî íè÷åãî íå âèäíî! À 

ïî÷åìó íè÷åãî íå âèäíî, âû ñåé÷àñ óâèäèòå.


