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Ðûáàêîâ À.Á. 

Î ïðîöåññàõ óñòàíîâëåíèÿ 
ðàâíîâåñèÿ 

Â øêîëüíîì êóðñå ôèçèêè äàæå ñàìîãî òåðìèíà «äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ» ñòàðàþòñÿ èçáåãàòü. À ìåæäó òåì, ïî ñóòè äåëà 
òàêèå óðàâíåíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ íà ñàìûõ ïåðâûõ óðîêàõ ïî ìåõàíèêå.  

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ  ýòî óðàâíåíèÿ, êóäà âõîäèò ïðî-
èçâîäíàÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè. Â ýòèõ çàìåòêàõ ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ 
ðåøåíèÿ ïðîñòåéøèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ â 
çàäà÷àõ îá óñòàíîâëåíèè ðàâíîâåñèÿ â ðàçíûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, 
íèêàêèõ ñïåöèàëüíûõ çíàíèé è óìåíèé íå òðåáóåòñÿ.  

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ  âàæíåéøèé ìàòåìàòè÷åñêèé 
àïïàðàò âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ôèçèêè. ×åì ðàíüøå ó÷åíèêè, ãîòîâÿ-
ùèå ñåáÿ ê äåÿòåëüíîñòè â îáëàñòè åñòåñòâåííûõ íàóê è òåõíèêè, 
íà÷íóò çíàêîìèòüñÿ ñ íèìè, òåì ëó÷øå.  

1. Â ñàìîé ïåðâîé òåìå ïî ìåõà-
íèêå ìû âñòðå÷àåìñÿ ñ ñîîòíîøåíè-
ÿìè, êóäà âõîäÿò ïðîèçâîäíûå: 

,
ds

v
dt

 ,
dv

à
dt

      (1), (2) 

ãäå s  êîîðäèíàòà, v è à  ïðîåêöèè 
ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ, ñîîòâåòñòâåí-
íî, íà òðàåêòîðèþ. Åñëè çàäàíà çàâè-
ñèìîñòü óñêîðåíèÿ îò âðåìåíè à(t), 
òî ìû èìååì äåëî ñ ïðîñòåéøèìè 
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.  

Åñëè ìû â (1), (2) ïîëîæèì à  0, 
òî èìååì óðàâíåíèÿ ðàâíîìåðíîãî 
äâèæåíèÿ. Åñëè ïîëîæèì à  ñonst, 
òî ðåøèâ óðàâíåíèÿ (1), (2), ìû ïðè-
õîäèì ê óðàâíåíèÿì ðàâíîóñêîðåííî-  
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ãî äâèæåíèÿ. À ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ 
(1), (2) ïðîñòûì èíòåãðèðîâàíèåì.  

 Ïðîèçâîäíàÿ ñàìûì ñóùåñòâåí-
íûì îáðàçîì âõîäèò â áîëüøîå ÷èñ-
ëî îïðåäåëåíèé è çàêîíîâ ôèçèêè, 
÷àùå âñåãî  ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìå-
íè (äîñòàòî÷íî ñêàçàòü, ÷òî ïðîèç-
âîäíûå âõîäÿò âî âòîðîé çàêîí 
Íüþòîíà). Ïîýòîìó è äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ âîçíèêàþò â ôè-
çèêå áóêâàëüíî íà êàæäîì øàãó. 

Â øêîëüíûõ çàäà÷àõ îáû÷íî 
îãðàíè÷èâàþòñÿ àíàëèçîì òàêèõ ñè-
òóàöèé, ãäå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû 
ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì ðàâíîìåðíî, 
è òàêèì îáðàçîì èçáåãàþò äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íî åñòü 
ìíîæåñòâî î÷åíü âàæíûõ äàæå äëÿ 
øêîëüíîãî êóðñà ïðîöåññîâ, ãäå 
ïðåäïîëîæèòü ðàâíîìåðíóþ çàâèñè-
ìîñòü ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí îò âðå-
ìåíè ñîâåðøåííî íåâîçìîæíî 
(íàïðèìåð, ðàäèîàêòèâíûé ðàñïàä 
èëè ðàçðÿäêà êîíäåíñàòîðà). Àíàëè-
çîì òàêèõ ñèòóàöèé ìû è çàéì¸ìñÿ. 
Áóäóò âûïèñàíû âîçíèêàþùèå çäåñü 
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïî-
êàçàíî, êàê ïðîñòî îíè ðåøàþòñÿ  
äàæå óìåíèå èíòåãðèðîâàòü íàì íå 
ïîíàäîáèòñÿ! 

Â òî æå âðåìÿ íàäî èìåòü â âèäó, 
÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â 
ïðèíöèïå îòëè÷àþòñÿ îò òåõ, ê êîòî-
ðûì ó÷åíèêè óæå ïðèâûêëè çà ãîäû 
îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå. Â çíàêîìûõ 
ó÷åíèêàì òèïàõ óðàâíåíèé ðåøåíèåì 
ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå ïåðåìåííîé. Ðåøå-
íèå æå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé  ýòî ôóíêöèÿ.  

Ìû îãðàíè÷èëèñü ðàññìîòðåíèåì 
òàêèõ ñèñòåì, ãäå ñî âðåìåíåì óñòà-
íàâëèâàåòñÿ ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, 
êîãäà âñÿêèå ïðîöåññû ïðåêðàùàþò-
ñÿ. Ïðè ýòîì ñïåöèàëüíî âûáðàíû 
ïðèìåðû èç ðàçíûõ îáëàñòåé ôèçè-
êè, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî îäíè è òå 
æå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ 
ìîãóò âîçíèêàòü â ñàìûõ ðàçíûõ 
ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ.  

2. Â ýòèõ çàìåòêàõ ìû íåñêîëüêî
ðàç áóäåì îáðàùàòüñÿ ê àíàëèçó 

òîêîïðîõîæäåíèÿ â çàìêíóòîé ýëåê-
òðè÷åñêîé öåïè ñ ðàçëè÷íûìè ýëå-
ìåíòàìè. Íàïîìíèì ôóíäàìåíòàëü-
íîå óðàâíåíèå äëÿ öåïåé, äëÿ êîòî-
ðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå êâàçèñòà-
öèîíàðíîñòè: 

i k
i k

U    (3) 

(ïðè îáõîäå êîíòóðà ñóììà ÝÄÑ èñ-
òî÷íèêîâ òîêà ðàâíà ñóììå íàïðÿ-
æåíèé íà âñåõ äðóãèõ ýëåìåíòàõ 
öåïè). 

 

Ðèñ. 1 

Íà÷í¸ì ñ ïðîñòîé çàäà÷è î ðàç-
ðÿäêå êîíäåíñàòîðà. 

Ïóñòü ìû èìååì öåïü èç êîíäåí-
ñàòîðà ¸ìêîñòüþ Ñ è ðåçèñòîðà ñ 
ñîïðîòèâëåíèåì R (â êîòîðîå ìû 
âêëþ÷àåì è ñîïðîòèâëåíèå ïðîâî-
äîâ), ñì. ðèñ. 1. Ïóñòü â íà÷àëüíûé 
ìîìåíò êîíäåíñàòîð çàðÿæåí äî 
íàïðÿæåíèÿ U (ò. å. íà åãî îáêëàäêàõ 
ñîñðåäîòî÷åí çàðÿä Q  ÑU). Ìãíîâåí-
íûå çíà÷åíèÿ ñèëû òîêà â öåïè, 
íàïðÿæåíèÿ íà êîíäåíñàòîðå è âåëè-
÷èíû çàðÿäà íà åãî îáêëàäêàõ áóäåì 
îáîçíà÷àòü i, u è q ñîîòâåòñòâåííî. 
Êàê áóäóò âåñòè ñåáÿ ýòè âåëè÷èíû ñî 
âðåìåíåì ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à K? 

R
K Ñ 
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Äëÿ ýòîé öåïè óðàâíåíèå (3) 
ïðèíèìàåò âèä: 

0.    
q

iR
Ñ

   (4) 

Ïî îïðåäåëåíèþ ñèëû òîêà 

 .
dq

i
dt

       (5) 

Ïîäñòàâëÿÿ (5) â (4), ïîëó÷àåì 
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíî-
ñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè q(t): 

1
.

dq
q

dt RC
 (6) 

Îáðàòèòå âíèìàíèå  âèä óðàâ-
íåíèÿ (6) ÿñíî ãîâîðèò íàì, ÷òî ó 
ïðîèçâåäåíèÿ RC ðàçìåðíîñòü âðå-
ìåíè (RC è íàçûâàþò ïîñòîÿííîé 
âðåìåíè äëÿ ýòîé öåïè). 

Â ìàòåìàòèêå ðàçðàáîòàíû ôîð-
ìàëüíûå ïðè¸ìû äëÿ ðåøåíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàçíûõ 
òèïîâ, íî ìû ïîéä¸ì ñâîèì ïóò¸ì  
ïîïûòàåìñÿ äîãàäàòüñÿ î ðåøåíèè 
óðàâíåíèÿ (6). ×òî «ãîâîðèò» íàì ýòî 
óðàâíåíè ? ×òî ïðîèçâîäíàÿ íåèç-
âåñòíîé ôóíêöèè q(t) ïðîïîðöèî-
íàëüíà ñàìîé ôóíêöèè. Íå èçâåñòíà 
ëè íàì ôóíêöèÿ, îáëàäàþùàÿ òàêèì 
ñâîéñòâîì? Ïîêîïàâøèñü â ïàìÿòè 
èëè â ó÷åáíèêå ìàòåìàòèêè, ìû, êî-
íå÷íî, âñïîìíèì, ÷òî òàêèì ñâîé-
ñòâîì îáëàäàåò ýêñïîíåíòà. 

å

 Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ 
âàæíóþ ðîëü áóäåò èãðàòü ôóíêöèÿ 

0( ) kxó õ ó e (k > 0)          (7)

(î ïðåäýêïîíåíöèàëüíîì ìíîæèòåëå 
ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ó0  ó(0)). 

Âñïîìíèì ïðàâèëà äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ è óáåäèìñÿ, ÷òî 

.
dó

kó
dx

       (8) 

Ñ èíòåðåñóþùåé íàñ ñåé÷àñ òî÷-
êè çðåíèÿ ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ôóíê-
öèÿ (7) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (8) ïðè ëþ-
áîì y0. Â äàëüíåéøåì â ôèçè÷åñêèõ 
çàäà÷àõ ìû äîëæíû áóäåì âûáèðàòü 
y0 òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü íà-
÷àëüíûì óñëîâèÿì.  

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî (8) ëèøü îáî-
çíà÷åíèÿìè îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíå-
íèÿ (6), ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå 
óðàâíåíèÿ (8) èìååò âèä: 

/( ) RCtq t Qe    (9) 
(ìû îòñ÷èòûâàåì âðåìÿ îò ìîìåíòà 
çàìûêàíèÿ êëþ÷à). 

Èç (9) â ñîîòâåòñòâèå ñ (5) ïîëó-
÷èì 

/ /( ) ,RC RCt tQ
i t e Ie

RC
(10) 

ãäå I  i(0)  ñèëà òîêà â öåïè â ìî-
ìåíò âðåìåíè t  0. 

Ìû âèäèì, ÷òî ñèëà òîêà â öåïè i 
è çàðÿä íà îáêëàäêàõ q çàâèñÿò îò 
âðåìåíè îäèíàêîâûì îáðàçîì. Åñëè 
íà ãðàôèêå âûáðàòü ìàñøòàáû òàê, 
÷òîáû ñîâïàëè íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ 
ýòèõ âåëè÷èí, òî ãðàôèêè ñîâïàäóò  
ñì. ðèñ. 2.  

 
Ðèñ. 2 

Ñî âðåìåíåì çàâèñèìîñòè i(t) è 
q(t) âñ¸ òåñíåå ïðèæèìàþòñÿ ê îñè 
âðåìåíè, íî íè ïðè êàêîì çíà÷åíèè 
t íå îáðàùàþòñÿ â íîëü. Î òàêîì 
ïîâåäåíèè ôóíêöèé ãîâîðÿò, ÷òî îíè 
ïðèáëèæàþòñÿ ê íóëþ àñèìïòî-
òè÷åñêè.  

Ñåé÷àñ ìû óâèäèì, ÷òî î÷åíü 
ïëîäîòâîðíûì îêàçûâàåòñÿ âîïðîñ î 
âåëè÷èíå ïëîùàäè ïîä ýòîé êðèâîé. 
Â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ëè ïëîùàäü 
ïîä êðèâîé íà ðèñ. 2 êîíå÷íîé âåëè-
÷èíîé èëè îíà áåñêîíå÷íî âåëèêà? 
Ìû ïîìíèì, ÷òî ïëîùàäü ïîä êðè-
âîé  ýòî îïðåäåë¸ííûé èíòåãðàë, 
ïðè÷¸ì â äàííîì ñëó÷àå âåðõíèé 
ïðåäåë ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòî-

  i,q 

1 

I, Q 

t/RC 2 3 0 
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ìó ìàòåìàòèê ýòîò æå âîïðîñ ïîñòà-
âèë áû â äðóãîé ôîðìå, êàê âîïðîñ î 
âåëè÷èíå èíòåãðàëà 

/

0 0

( ) .ti t dt I e dt   (11) 

(ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå   RC).  
Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëó÷èòü 

íåòðóäíî. 
Âñïîìíèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (1) 

íà ñàìûõ ïåðâûõ óðîêàõ ïî êèíåìà-
òèêå ïðèâåëî íàñ ê âûâîäó î ñìûñëå 
ïëîùàäè ïîä êðèâîé v(t)  ýòî ïóòü, 
ïðîéäåííûé òåëîì. Òî÷íî òàê æå è 
ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íîå (1) ñîîòíî-
øåíèå (5) ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî 
ïëîùàäü ïîä êðèâîé i(t)  ýòî ïîë-
íûé çàðÿä, ïåðåíåñ¸ííûé ïî öåïè, 
ò. å. íà÷àëüíûé çàðÿä íà êîíäåíñà-
òîðå Q.  

Èòàê, ôèãóðà, îãðàíè÷åííàÿ îñÿìè 
êîîðäèíàò è ãðàôèêîì ôóíêöèè i(t), 
õîòü îíà è ïðîñòèðàåòñÿ âäîëü îñè 
àáñöèññ áåñêîíå÷íî äàëåêî, èìååò 
âïîëíå îïðåäåë¸ííóþ ïëîùàäü! 

Ïðèðàâíèâàÿ èíòåãðàë (11) çàðÿ-
äó Q  UC  IRÑ, ìû ïîëó÷àåì 

/

0

.te dt  (12) 

Óäèâèòåëüíîå äåëî! Ìû íàøëè 
íåïðîñòîé èíòåãðàë, íè÷åãî íå çíàÿ î 
òîì, êàê âîîáùå âû÷èñëÿþò èíòåãðà-
ëû! Êîíå÷íî, îò îáîçíà÷åíèé íè÷åãî 
íå çàâèñèò, è ìû íå îáÿçàíû âñåãäà 

ñ÷èòàòü, ÷òî â èíòåãðàëå (12) ïåðå-
ìåííàÿ t  ýòî èìåííî âðåìÿ, ïîýòî-
ìó ñòîèò âûïèñàòü (12), îòâëåêàÿñü 
îò êîíêðåòíîé çàäà÷è: 

/

0

.õ àe dõ à    (13) 

Çàìåòèì, ÷òî ïëîùàäü ïîä êðè-
âîé q(t) íèêàêîãî íàãëÿäíîãî ôèçè-
÷åñêîãî ñìûñëà íå èìååò. 

Òåïåðü î äðóãîì. Âñ¸-òàêè íàì 
õîòåëîñü áû ïîëó÷èòü êàêîé-òî, 
ïóñòü â ìàòåìàòè÷åñêîì îòíîøåíèè 
íå ñòðîãèé, íî ïðàêòè÷åñêèé îòâåò î 
âðåìåíè ýòîãî ïðîöåññà. Çà âðåìÿ  
íà÷àëüíîå çíà÷åíèå çàðÿäà íà êîí-
äåíñàòîðå (è òîêà â öåïè) óìåíüøà-
åòñÿ â å  2,7 ðàç, çà 2   â 7,4 ðàçà. 
Âîò ïî÷åìó ãîâîðÿò, ÷òî   õàðàê-
òåðíîå âðåìÿ ýòîãî ïðîöåññà. 
Èòàê, ðàçðÿäêà êîíäåíñàòîðà ïðîèñ-
õîäèò çà âðåìÿ ïîðÿäêà RC.  

3. Òåïåðü çàéì¸ìñÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêèì îïèñàíèåì ïðîöåññà, íà ïåðâûé 
âçãëÿä, âî âñåõ îòíîøåíèÿõ î÷åíü 
äàë¸êîãî îò ðàçðÿäêè êîíäåíñàòîðà. 

Ðå÷ü ïîéä¸ò î ðàäèîàêòèâíîì 
ðàñïàäå.  

Îáû÷íî, ðàññêàçûâàÿ î ðàäèîàê-
òèâíîì ðàñïàäå, ó÷åáíèêè ñíà÷àëà 
ãîâîðÿò, ÷òî ïðîöåññ ðàñïàäà  âå-
ðîÿòíîñòíûé, à ïîòîì âûïèñûâàþò 
çàêîí ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà. Íî 
ñâÿçü ìåæäó ïåðâûì óòâåðæäåíèåì 
è âòîðûì îáû÷íî íå ïðîñëåæèâàåò-
ñÿ. À íàì òåïåðü ýòî ñäåëàòü íå-
ñëîæíî. 

Ïóñòü äëÿ èíòåðåñóþùèõ íàñ 
çäåñü ÿäåð âåðîÿòíîñòü ðàñïàñòüñÿ 
çà åäèíèöó âðåìåíè ðàâíà . Ýòî 
çíà÷èò, ÷òî çà ìàëîå âðåìÿ dt èç N 
íàëè÷íûõ ÿäåð ðàñïàäóòñÿ Ndt 
ÿäåð. Òî åñòü çàâèñèìîñòü ÷èñëà íå-
ðàñïàâøèõñÿ ÿäåð îò âðåìåíè N(t) 
ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ: 

 dN Ndt  èëè .
dN

N
dt

  (14) 

Ýòî óðàâíåíèå ëèøü îáîçíà÷åíè-
ÿìè îòëè÷àåòñÿ îò (6) èëè (8). Òàê 

Ôèçèêà
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÷òî åãî ðåøåíèå ìîæíî âûïèñàòü 
ñðàçó: 

-
0 0

-( ) ,ttt å å     (15) 
ãäå ìû ââåëè õàðàêòåðíîå âðåìÿ 
ïðîöåññà Ôîðìóëà (15) è 
íàçûâàåòñÿ çàêîíîì ðàäèîàêòèâíîãî 
ðàñïàäà. Çà âðåìÿ  èñõîäíîå ÷èñëî 
ðàäèîàêòèâíûõ ÿäåð óìåíüøàåòñÿ â 
å ðàç. À ãðàôèê çàâèñèìîñòè N(t) 
òàêîé æå, êàê íà ðèñ. 2. 

Ïîëíîå ÷èñëî ðàñïàäîâ â îáðàçöå 
çà åäèíèöó âðåìåíè íàçûâàåòñÿ 
àêòèâíîñòüþ À îáðàçöà. Èç ïðå-
äûäóùåãî óæå ÿñíî, ÷òî 

 À  N,                 (16) 
çíà÷èò, àêòèâíîñòü ìåíÿåòñÿ ñî âðå-
ìåíåì ïî òîìó æå çàêîíó, ÷òî N(t). 

Â øêîëüíîì êóðñå îáû÷íî ïðåä-
ïî÷èòàþò çàïèñûâàòü çàêîí (16) â 
âèäå 

 1/2
0( ) 2 ,

t Ò
t       (17) 

ãäå Ò1/2  ïåðèîä ïîëóðàñïàäà, ò. å. 
âðåìÿ, çà êîòîðîå ÷èñëî íåðàñïàâ-
øèõñÿ ÿäåð óìåíüøàåòñÿ â äâà ðàçà. 
Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè (15) è 
(17), íåòðóäíî óñòàíîâèòü ñâÿçü 
ìåæäó õàðàêòåðíûìè âðåìåíàìè: 

Ò1/2  ln2    0,69 .        (18)
Îïðåäåëåíèå ñðåäíåão àðèôìåòè-

÷åñêîãî (èçâåñòíîå ó÷åíèêàì ñ ìëàä-
øèõ êëàññîâ) ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü 
è íà èíòåðåñóþùèé íàñ çäåñü ñëó÷àé 
è äîêàçàòü, ÷òî   ñðåäíåå âðåìÿ 
æèçíè ÿäåð (ìû íå áóäåì âûïèñûâàòü 
âîçíèêàþùèå çäåñü èíòåãðàëû  ÷è-
òàòåëþ ïðèä¸òñÿ â ýòî ïîâåðèòü). 
Â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå ðàâíûì îáðà-
çîì èñïîëüçóþòñÿ îáà õàðàêòåðíûõ 
âðåìåíè: è , è Ò1/2.

Çàìåòèì, âïðî÷åì, ÷òî äèôôå-
ðåíöèðîâàòü è èíòåãðèðîâàòü ýêñïî-
íåíòó ïðîùå è óäîáíåå, ÷åì ñòåïåí-
íóþ ôóíêöèþ. 

4. Åù¸ îäèí ïðèìåð.

 

Ðèñ. 3 

Íàïðÿæåíèå íà êàòóøêå èíäóê-
òèâíîñòè ëèøü çíàêîì îòëè÷àåòñÿ 
îò íàïðÿæåíèÿ íà ðåçèñòîðå: 

 .
di

L Ri
dt

        (19) 

Ìû ñíîâà ïðèøëè ê óðàâíåíèþ (6) 
â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ. Òàê ÷òî  

 .( )
R

t
Li t Ie             (20) 

Õàðàêòåðíûì âðåìåíåì â ýòîé 
çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ L/R.  

Îáðàòèòå âíèìàíèå, êàê ïðîñòî, 
«â äâà ñ÷¸òà», ìû, ïðèîáðåòÿ óæå 
êàêîé-òî îïûò, ðàçîáðàëèñü ñ íîâîé 
ñèòóàöèåé. 

5. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèìåð èç
ìåõàíèêè. 

Ìîòîðíàÿ ëîäêà ìàññû m ïîäõî-
äèò ê ïðè÷àëó ñî ñêîðîñòüþ v0. Ìî-
òîð íà ëîäêå âûêëþ÷àþò, è äàëåå 
îíà äâèãàåòñÿ ïî èíåðöèè, ïîñòåïåííî 
óìåíüøàÿ ñêîðîñòü ïîä äåéñòâèåì ñè-
ëû ñîïðîòèâëåíèÿ âîäû. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî âåëè÷èíà ñèëû ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè 
ëîäêè:  

 F  kv.    (21) 
Êàê áóäåò ñî âðåìåíåì ìåíÿòüñÿ 

ñêîðîñòü ëîäêè? 
Íàïðàâèì îñü õ âäîëü ñêîðîñòè 

ëîäêè. Áóäåì îòñ÷èòûâàòü âðåìÿ îò 
ìîìåíòà âûêëþ÷åíèÿ ìîòîðà. Ïðî-
åêöèÿ âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà íà 
îñü õ  

 .
dv

m kv
dt

            (22)

Âèäíî, ÷òî ïàðàìåòðû m è k 
âîéäóò â ðåøåíèå òîëüêî â âèäå îò-
íîøåíèÿ m/k, ïðè÷¸ì ýòà äðîáü 

êàê ìîæíî ñîçäàòü òàêèå íà÷àëüíûå 
óñëîâèÿ). Êàê òîê â ýòîé öåïè i áó-
äåò ìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì? 

Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ öåïü èç 
ñîïðîòèâëåíèÿ R è èíäóêòèâíîñòè L, 
ñì. ðèñ. 3. Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò ïî öåïè èä¸ò òîê I (ïîäóìàéòå, 

L R 

I 
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èìååò ðàçìåðíîñòü âðåìåíè, ïîýòîìó 
ââåä¸ì õàðàêòåðíîå âðåìÿ   m/k. 

Ìû óæå ïîíèìàåì, ÷òî ñêî-
ðîñòü áóäåò ìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì 
ïî çàêîíó 

 .
0 0( ) .

k t tmv t v e v e  (23) 

È ñíîâà âîçíèêàåò âîïðîñ  êà-
êîé ïóòü ïðîéä¸ò ëîäêà äî îñòàíîâ-
êè? ßñíî, ÷òî ýòî âîïðîñ î âåëè÷èíå 
ïëîùàäè ïîä êðèâîé v(t). Çàìåòèì, 
÷òî âèä ðåçóëüòàòà íàì çàðàíåå èç-
âåñòåí. Âåäü â çàäà÷å åñòü âñåãî äâà 
ïàðàìåòðà: íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü v0 è 
õàðàêòåðíîå âðåìÿ . ßñíî, ÷òî ïóòü 
äî îñòàíîâêè S ìîæåò çàâèñåòü îò 
ýòèõ ïàðàìåòðîâ åäèíñòâåííûì îá-
ðàçîì: S  Cv0 , ãäå Ñ  áåçðàçìåð-
íàÿ êîíñòàíòà. Îïûò ðåøåíèÿ çàäà÷ 
ïîêàçûâàåò, ÷òî î÷åíü ÷àñòî áåçðàç-
ìåðíàÿ êîíñòàíòà â îòâåòå, ïîëó-
÷åííîì ìåòîäîì ðàçìåðíîñòåé, îêà-
çûâàåòñÿ áëèçêîé ê 1.  

Íî íàì íåñëîæíî ïîëó÷èòü è 
òî÷íûé îòâåò. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîë-
íîãî ïóòè ëîäêè S íàäî ïðîèíòåãðè-
ðîâàòü îò t  0 äî t   ñîîòíîøåíèå, 
ñëåäóþùåå èç (23): 

 0 .
k

m
t

dx v e dt         (24) 
À ñ òàêèì èíòåãðàëîì ìû âûøå 

óæå ðàçîáðàëèñü. Ó÷èòûâàÿ (12), 
ïîëó÷èì 

 S  v0 ,                 (25) 
ò. å. êîíñòàíòà Ñ îêàçàëàñü ðàâíîé 1, 
êàê ìû è ïîäîçðåâàëè. 

Çàìåòèì, ÷òî ïóòü, ïðîéäåííûé 
çà âðåìÿ t, ñî âðåìåíåì àñèìïòîòè-
÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê S. 

6. Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ïðèìåðàì,
ãäå âîçíèêàåò ÷óòü áîëåå ñëîæíîå 
óðàâíåíèå. 

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ çàðÿäêè 
êîíäåíñàòîðà. ÝÄÑ èñòî÷íèêà òîêà 
îáîçíà÷èì . Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò êîíäåíñàòîð íå çàðÿæåí. Âñå 
îáîçíà÷åíèÿ  òàêèå æå, êàê â ï. 2, 
ñì. ðèñ. 4. 

Ñî âðåìåíåì ñèñòåìà ïðèä¸ò â ñî-
ñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, ïðè ýòîì òîê îá-

ðàòèòñÿ â íîëü, íà êîíäåíñàòîðå óñòà-
íîâèòñÿ íàïðÿæåíèå U  , ò. å. íà åãî 
îáêëàäêàõ áóäåò çàðÿä Q  C . 

Ðèñ. 4 

Óðàâíåíèå (3) äëÿ ýòîé öåïè 
èìååò âèä 

  = iR + UÑ,           (26) 
Ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå 
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îòíî-
ñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè q(t):  

0.
dq

RÑ q Q
dt

    (27) 

Îäèí èç èçâåñòíûõ ïðè¸ìîâ ðå-
øåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé  ââåäåíèå íîâûõ ïåðåìåííûõ, â 
êîòîðûõ óðàâíåíèå áóäåò ïðîùå. 
Âîò è ââåä¸ì íîâóþ ôóíêöèþ  

ó  q  Q. 
Ïîñêîëüêó Q  const, òî dq  dy, è 
(27) â íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðèìåò âèä: 

1
.

dó
ó

dt RC
   (28) 

Äà ýòî æå íàø ñòàðûé çíàêî- 
ìûé  óðàâíåíèå (6) èëè (8)! ßñíî, ÷òî  

0( ) Q .t RC t RCy t y e e    (29)

Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî 0 .y y Q

Âîçâðàùàÿñü îáðàòíî ê ôóíêöèè 
q(t), ïîëó÷èì:  

q(t)  Q(1 – t RCe ).      (30)
 Ãðàôèê ýòîé çàâèñèìîñòè ïðåä-

ñòàâëåí íà ðèñ. 5. 

Ðèñ. 5 

R 
Ñ  e 

q

1 

Q 

t/RC 2 30 

Ôèçèêà
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À âåëè÷èíà òîêà ïî-ïðåæíåìó 
çàâèñèò îò âðåìåíè â ñîîòâåòñòâèè ñ 
(10). È âñå âûñêàçàííûå âûøå ñîîá-
ðàæåíèÿ î õàðàêòåðíûõ âðåìåíàõ 
ïðîöåññà îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è 
çäåñü. 

7. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèìåð èç
ìåõàíèêè. 

Ïóñòü ïàðàøþòèñò, ïîêèíóâ ñà-
ìîë¸ò, ëåòèò, íå ðàñêðûâàÿ ïàðà-
øþò (çàòÿæíîé ïðûæîê). Áóäåì 
ñ÷èòàòü, ÷òî ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ 
âîçäóõà ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè 
ïàðàøþòèñòà: F  kv. Ìû õîòèì 
íàéòè çàâèñèìîñòü âåðòèêàëüíîé 
ïðîåêöèè ñêîðîñòè ïàðàøþòèñòà îò 
âðåìåíè v(t).  

Ñíà÷àëà ðàçáåð¸ìñÿ â ýòîé ñèòó-
àöèè êà÷åñòâåííî. Ïàðàøþòèñò ïî-
êèäàåò ñàìîë¸ò ñ íóëåâîé âåðòè-
êàëüíîé ñêîðîñòüþ. Ñî âðåìåíåì 
ñêîðîñòü ðàñò¸ò è ðàñò¸ò ñèëà ñî-
ïðîòèâëåíèÿ. Â êîíöå êîíöîâ, ñèëà 
ñîïðîòèâëåíèÿ ñðàâíÿåòñÿ ñ ñèëîé 
òÿæåñòè, ïîñëå ÷åãî ñêîðîñòü ïàðà-
øþòèñòà ìåíÿòüñÿ íå áóäåò. Âåëè-
÷èíó óñòàíîâèâøåéñÿ ñêîðîñòè áó-
äåì îáîçíà÷àòü w.  

Òåïåðü ïîïûòàåìñÿ ïðèâëå÷ü 
ìàòåìàòèêó. Íàïðàâèì îñü êîîðäè-
íàò ïî âåðòèêàëè âíèç, ïðîåêöèÿ 

âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà íà ýòó îñü 
èìååò âèä: 

 .
dv

mg kv m
dt

 (31) 

Çàïèøåì (31) â òàêîì âèäå, ÷òî-
áû åãî ïîõîæåñòü íà (27) áðîñàëàñü â 
ãëàçà: 

0.
m dv mg

v
k dt k

     (32) 

Ðàññóæäàÿ êàê è âûøå, íåñëîæ-
íî ïîëó÷èòü:  

v(t)  w(1  e
tk/m

).        (33)
Ãðàôèê ýòîé çàâèñèìîñòè íàì 

óæå èçâåñòåí (ñì. ðèñ. 5). Õàðàêòåðíîå 
âðåìÿ ïðîöåññà óñòàíîâëåíèÿ m/k.  

8. Íàäåþñü, òåïåðü ÷èòàòåëè
ñìîãóò ïî îáðàçöàì, ïðèâåä¸ííûì 
âûøå, ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîàíàëèçè-
ðîâàòü ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿ òîêà â 
öåïè ñ èíäóêòèâíîñòüþ è èñòî÷íè-
êîì òîêà ïîñëå çàìûêàíèÿ êëþ÷à  
ñì. ðèñ. 6. 

Ðèñ. 6 

Ìû ïðèâåä¸ì îòâåò: 

( ) (1 ).Rt Li t e
R

       (34) 

Çàêëþ÷åíèå 

Èòàê, ïðîöåññû óñòàíîâëåíèÿ 
ðàâíîâåñèÿ â ñèñòåìàõ ðàçíîé ôèçè-
÷åñêîé ïðèðîäû îáëàäàþò îáùèìè 
÷åðòàìè, â ÷àñòíîñòè, çà÷àñòóþ îïè-
ñûâàþòñÿ îäèíàêîâûìè äèôôåðåíöè-
àëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Ìû ïîêàçàëè, 
÷òî ýòè äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ âïîëíå äîñòóïíû ýëåìåíòàðíîìó 
àíàëèçó  íàì äàæå èíòåãðèðîâàòü 
íèãäå íå ïðèøëîñü.  

Íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî ìû 
îãðàíè÷èëèñü ëèøü ìàòåìàòè÷å-
ñêèìè àñïåêòàìè çàäà÷è. Íî íåîá-
õîäèìî ïîìíèòü, ÷òî çà êàæäûì 
íàøèì ïðèìåðîì ñòîèò êàêàÿ-òî 
ìîäåëü, êàêîå-òî ïðèáëèæåíèå ê 
äåéñòâèòåëüíîñòè. Â íàøèõ æå çà-

ìåòêàõ ìíîãèå âàæíûå ôèçè÷åñêèå 
ñîîáðàæåíèÿ îñòàëèñü «çà ñöåíîé».  

L R e
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