
3838

Граськин Сергей Сергеевич 
Доктор технических наук,  профессор,  директор 

лицея  1580 при МГТУ им. Н.Э. Баумана.  

Иванов Анатолий Ефимович 
Кандидат технических наук,  доцент кафедры 

«Основы физики» МГТУ им. Н.Э. Баумана. 

Механические колебания 
Колебания  повторяющиеся ограниченные движения относиD

тельно некоторого среднего положения, которое в частном случае 
может быть состоянием устойчивого равновесия. 

Колебания в различных конструкциях играют отрицательную 
роль, поэтому стремятся предотвратить возникновение колебаний 
или уменьшить их. Вместе с тем, например, на колебательных проD
цессах основана радиотехника. 

Малые колебания 

Рассмотрим механическую сиD
стему, имеющую одну степень свобоD
ды, т. е. положение этой системы моD
жет быть задано с помощью одной 
величины x. Потенциальная энергия 
системы 

U  U(x). 
Допустим, что система обладает 

положением устойчивого равновесия. 
В этом случае функция U(x) имеет 
минимум (рис. 1).  

U

0 x

Рис. 1 
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Разложим функцию U(x) в ряд по 
степеням x, причём ограничимся расD
смотрением малых колебаний (значеD
ние x малó), так что высшими степеD
нями x можно будет пренебречь. По 
формуле Маклорена1: 

21
( ) (0) (0) (0)

2
U x U U x U x’ ’’

Так как при x  0, U(x)  0 и U’(x)  
 0, а U’’(x) >0  (см. рис. 1), то 

U(x) 2(1 / 2)kx ,                (1) 

где  U’’(0) = k  (k > 0).  Выражение (1) 
идентично выражению для потенD 
циальной энергии деформированной 
пружины. Сила, действующая на сиD
стему, 

      .x
dU

F kx
dx

             (2)

Cила (2) называется квазиупру7

гой. Она всегда направлена к полоD
жению равновесия, иногда её назыD
вают возвращающей. 

Гармонические колебания 

Движение системы, находящейся 
под действием силы вида ,F kx  

представляет собой гармоническое 

колебание.  
Рассмотрим колебание материD

альной точки (МТ) массой m, подвеD
шенной на пружине, массой которой 
можно пренебречь (рис. 2). Если пруD
жину растянуть, то в ней возникает 
сила, стремящаяся вернуть МТ в поD
ложение равновесия. При небольшом 

удлинении пружины справедлив заD

кон Гука F kx  (знак минус ознаD

чает, что сила F  направлена в стороD
ну, противоположную смещению). 
Смещение вниз будем считать полоD
жительным.  

В положении равновесия вес МТ 
уравновешивается силой упругости 
пружины: 

0.mg kx     (3) 

Рис. 2 

1Ряд Маклорена
2

( ) (0) (0) (0) ...
1 2!
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Пусть МТ колеблется в среде, в 
которой отсутствует сопротивление, 
около нового положения равновесия 0. 
Рассмотрим промежуточное положеD
ние материальной точки (оно смещеD
но на расстояние x от точки 0). На МТ 
действуют две силы: сила тяжесD 
ти mg и сила упругости пружины 

0( ).k x x  Согласно второму закону 

Ньютона, записанному в проекции на 
ось 0x: 

0( ) .mg k x x ma          (4)

С учётом (3) выражение (4) приD
мет вид 

,kx ma  

или  
2

2
02

0,
d x

x
dt

                (5) 

где ускорение МТ есть вторая произD

водная от перемещения 
2

2
,

d x
a

dt
а    

2
0 ,

k

m
    (6) 

причём, т. к. 0,
k

m
 2

0   положиD

тельная величина. 
Итак, в отсутствие сил трения 

движение под действием квазиупруD
гой силы описывается дифференциD
альным уравнением (5). 

Общим решением уравнения (5) 
является функция 

0 0cos( ),x A t            (7)

где A и 0  произвольные постоянные. 

Конкретные значения A  и 0  опреD

деляются начальными условиями1: 

  0

0

0,

,

.

t

x x

dx
v

dt

     (8) 

Итак, смещение x  изменяется со 
временем по закону косинуса. СледоD
вательно, движение системы, нахоD
дящейся под действием силы вида 

,F kx  представляет собой гармоD

ническое колебание. График функD
ции (7) показан на рис. 3.           

Рис. 3 

Величина A наибольшего отклонеD 
ния системы от положения равновесия 
называется амплитудой. 

Величина 0 0( )t  называется
фазой колебаний. Постоянная 0
представляет собой значение  фазы  в  

1 В математике дифференциальное уравнение (5) с начальными условиями (8) 
называется задачей Коши (О. Л. Коши  французский математик (1789  1857)) и 
является одним из основных дифференциальных уравнений математической фиD
зики. Величину 0 называют круговой, или циклической частотой. 
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момент 0t  и называется началь7

ной фазой колебаний. 
Поскольку косинус  периодичеD

ская функция, различные состояния 
системы1 повторяются через промеD
жуток времени Т,  за который фаза 
получает приращение, равное 2 .  

Этот промежуток времени опреD
деляется из условия 

0 0 0 0( ) ( ) 2 ,t T t  

откуда  

T 
0

2
. 

Частота колебаний 
1

.
T

Величину   

0
2

2
T

                  (9) 

называют круговой, или циклической 
частотой. 

Скорость колеблющейся материD
альной точки найдём дифференцироD
ванием  выражения (7): 

0 0 0

0 0 0

sin( )

cos( ).
2

dx
v A t

dt

A t

       (10) 

Ускорение равно 
2

2
0 0 02

2 2
0 0 0 0

cos( )

cos( ) .

d x
a A t

dt

A t A x

  (11) 

Как видно из (7), (10), (11), скоD
рость опережает смещение по фазе 

на 
2

, а ускорение и смещение нахоD

дятся в противофазе: в момент, когD 
да смещение достигает наибольшего 
положительного значения, ускорение 
достигает наибольшего по модулю 
отрицательного значения и наоборот. 

Квазиупругая сила является консерD
вативной. Поэтому механическая энерD
гия гармонических колебаний должна 
оставаться постоянной. В процессе коD
лебаний происходит превращение киD
нетической энергии в потенциальную и 
обратно, причём в моменты наибольD
шего отклонения от положения равноD
весия механическая энергия состоит 
только из потенциальной энергии, коD
торая достигает своего наибольшего 
значения Uìàêñ: 

2

ìåõ ìàêñ .
2

kA
E U         (12) 

При прохождении системы через 
положение равновесия механическая 
энергия состоит лишь из кинетичеD
ской энергии, которая в этот момент 
достигает своего наибольшего значеD
ния ê.ìàêñ:E  

2 22
0ìàêñ

ìåõ ê.ìàêñ .
2 2

mAmv
E E  (13) 

Выражения (12) и (13) равны друг 

другу, так как согласно (6) 2
0 .m k

Со временем кинетическая и поD
тенциальная энергии изменяются 
согласно выражениям: 

2 22
0 2

ê 0 0sin ( ),
2 2

mAm
E t

v
 (14) 

2 2
2

0 0cos ( ).
2 2

kx kA
U t   (15)

Сложив (14) и (15), с учётом (6) 
получим 

2 22
0

ìåõ ê ,
2 2

mAkA
Å Å U   

т. е. механическая энергия действиD
тельно остаётся постоянной, откуда 

ìåõ
2
0

2
,

E
A

m
 

т. е. для данной системы (m и 0 )

ìåõ~A E . 

1 Cостояние механической системы характеризуется значениями координат (x) 

и скоростей ( dx dt ) тел, образующих систему. 
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Математический маятник 

Математический маятник (ММ)  
идеализированная система  матеD
риальная точка, подвешенная на неD
весомой нерастяжимой нити. ПриD
ближением к математическому маD
ятнику служит небольшой шарик, 
подвешенный на длинной тонD 
кой нити. Отклонение ММ от полоD
жения равновесия характеризуетD 
ся углом  (рис. 4). Колебания ММ 

происходят в среде, в которой нет 
сил сопротивления. Отклонения ММ 
от положения равновесия невелиD 
ки: 0.  

Рис. 4 

При отклонении ММ от положеD
ния равновесия возникает момент 
силы ,mg  модуль которого равен:

sin .M Lmg           (16) 

Этот момент направлен так, что 
стремится вернуть маятник в полоD
жение равновесия, и аналогичен в 
этом отношении квазиупругой силе. 

Запишем уравнение динамики 
вращательного  движения  для  ММ 

     ,M I              (17) 

где I  момент инерции ММ 
2 ,I m L   (18) 

 угловое ускорение ММ
2

2
.

d

dt
          (19) 

Подставляя (17), (18), (19) в (16), 
получим 

2
2

2
,

d
mL mgL

dt
 

или 
2

2
02

0,
d

dt
         (20) 

где 

2
0 ,

g

L  

а циклическая частота колебаний 

0 .
g

L       (21) 

Уравнение (17) идентично уравD
нению (4). Его общее решение 

0 0cos( ).A t  

Следовательно, при малых колебаD
ниях угловое отклонение ММ изменяD
ется от времени по гармоническому 
закону. Как следует из (21) и (9), 

2 .
L

T
g

 

Циклическая частота 0  и периD
од Ò  гармонических колебаний завиD
сят от длины маятника L  и ускореD
ния силы тяжести .g  От амплитуды 
A  они не зависят. Последнее утверD
ждение справедливо, если 0.  

Физический маятник 

Физический маятник  твёрдое 
тело, способное совершать колебания 
вокруг неподвижной горизонтальной 
оси, не совпадающей с его центром 
масс. На рис. 5 обозначены: Ñ центр 

масс, l  расстояние от оси вращения 
до центра масс. 

При отклонении физического маD
ятника от положения равновесия на 
угол  возникает вращающий моD

Физика
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мент, стремящийся вернуть маятник 
в положение равновесия. Выберем 
положительное направление отсчёта 
угла  по часовой стрелке. Тогда моD

дуль проекции момента силы тяжеD
сти запишется как sin ,M mgl  и 

уравнение динамики вращательного 
движения твёрдого тела примет вид: 

2

2
sin ,

d
mgl I

dt
 

где I момент инерции тела относиD
тельно оси O . Мы ограничиваемся 
рассмотрением малых колебаний, 
когда sin . При этом условии 

предыдущее уравнение примет вид: 
2

2
0.

d mgl

Idt
 

Это уравнение представляет собой 
дифференциальное уравнение гармоD
нических колебаний, его решение 

0 0cos( ),A t  

где циклическая частота 0 и периD

од колебаний T  

0 ,
mgl

I
 2

I
T

mgl
. 

Такую же частоту и период имеD
ет математический маятник длиной 

ïð ,
I

l
ml

которую называют приведённой 

длиной физического маятника. 

Точку 'O  (рис. 5), которая нахоD
дится на прямой, проходящей через 
точку подвеса О и центр масс С,  и отD 
стоит от точки О на расстоянии lïð, 
называют центром качания физиD
ческого маятника. Центр качания 'O  
обладает замечательным свойством: 
если маятник перевернуть на 180  и
заставить совершать малые колебаD
ния вокруг точки ',O  то период колеD
баний не изменится. На этом свойстD 
ве основано определение ускорения 
свободного падения с помощью обо7 
ротного маятника: экспериментаD 
льно устанавливают положения двух 
«сопряжённых»  точек (осей) Î  и ',O  
малые колебания вокруг которых 
происходят с одинаковой частоD 
той. Это значит, что расстояние 

ïð' .OO l  Определив 0  и ïð,l  из

формулы 0 ïðg l  находим .g

Рис. 5 

Графическое изображение гармонических колебаний. 
Векторная диаграмма 

Решение ряда задач значиD 
тельно облегчается и становится 
наглядным, если изображать коD 
лебания графически с помощью 
вектора амплитуды ,À  вращаюD 
щегося с угловой скоростью 0
против часовой стрелки. Возьмём 
ось 0x,  отложим вектор ,À  обраD

зующий с осью угол 0.  Если приD
вести этот вектор во вращение 
с угловой скоростью 0,  то через
время t угол между вектором À   
и осью 0x будет равен 0 0 .t
Проекция конца вектора À  на ось 
0x будет перемещаться по оси 0x в 
пределах от А до А, причём абсD
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цисса вектора À  будет изменяться 
по закону  

0 0cos( ).x A t  

Следовательно, гармоническое колеD
бание может быть задано с помощью 
вектора, длина которого равна амD
плитуде колебания, а направление 
вектора образует с осью 0x угол, 
равный фазе колебаний 0 0 .t  Рис. 6 
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Запасайся, чем можешь!

В начале урока учитель успел сказать только то, что ребятам предстоит сей-
час выполнить небольшую контрольную работу. Обеспокоенные ученики тут же 
обращаются к нему с вопросами:

А можно пользоваться калькулятором?
Можно.
А таблицами справочника?
Можно.
А в свою тетрадь заглядывать можно?
Можно, но вы послушайте и запишите тему контрольной работы. Итак, её 

тема  «Определить сопротивление проводника, пользуясь приборами, имеющи-
мися на вашем столе».

Ребята догадались

Они прочли «Робинзона Крузо» и недоумевают:
Ну что же он так долго мучился? Надо было позвонить по мобильному, и его 

бы спасли.
Наверное, он боялся, что у него не хватит денег, ведь звонки с островов 

очень дорогие.
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