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«Êîíóñ òðåíèÿ»

â çàäà÷àõ ñòàòèêè 

   Â ñòàòüå îïèñûâàåòñÿ ãðàôè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ î ðàâ-
íîâåñèè òåë ïîä äåéñòâèåì ñèëû òðåíèÿ. Íà ìíîãèõ ïðèìåðàõ ïîêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì ñ ïîìîùüþ 
«êîíóñà òðåíèÿ» íàìíîãî êîðî÷å, ïðîùå è íàãëÿäíåå, ÷åì ïðè ñòàí-
äàðòíîì ïîäõîäå. 

Ââåäåíèå

Â øêîëüíîì êóðñå çàäà÷è ñòàòèêè 

îáû÷íî ðåøàþò ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì: 
çàïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ, âûðàæàþ-
ùèå äâà óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ, è ðåøàåò-
ñÿ ïîëó÷èâøàÿñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé. 

Íàïîìíèì, ÷òî ïî ïåðâîìó óñëî-

âèþ ðàâíîâåñèÿ âåêòîðíàÿ ñóììà âñåõ 
ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òåëî, äîëæíà 
áûòü ðàâíà íóëþ: 

,

i

F 0=∑ i

�

   (1) 

ïî âòîðîìó − ñóììà ìîìåíòîâ âñåõ 

ñèë (îòíîñèòåëüíî ëþáîé îñè) äîëæíà 
áûòü ðàâíà íóëþ:

.i

i

M 0=∑  (2) 

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû íà ìíîãèõ 

ïðèìåðàõ ïðîäåìîíñòðèðóåì äðóãîé −

ãðàôè÷åñêèé − ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ 
ñòàòèêè. Ýòîò ìåòîä îñíîâûâàåòñÿ íà 
ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèÿõ. 

Ñíà÷àëà ñêàæåì î òîì, ÷òî ñëåäó-
åò èç óñëîâèÿ (1). Íàïîìíèì, ÷òî âåê-

òîðû ìîæíî ñêëàäûâàòü êàê ïî ïðà-
âèëó ïàðàëëåëîãðàììà, òàê è ïî 
ïðàâèëó òðåóãîëüíèêà. Ïðè ñëîæå-
íèè áîëüøîãî ÷èñëà âåêòîðîâ, êî-
íå÷íî, óäîáíåå ïîñëåäîâàòåëüíî 
ïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì òðåóãîëüíè-
êà. Â ýòîì ñëó÷àå íà÷àëî ñëåäóþùå-
ãî âåêòîðà ïðèìûêàåò ê êîíöó ïðå-
äûäóùåãî, à ðåçóëüòàòîì ñëîæåíèÿ 
ÿâëÿåòñÿ âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé íà-
÷àëî ïåðâîãî èç ñêëàäûâàåìûõ âåê-
òîðîâ ñ êîíöîì ïîñëåäíåãî. Òåïåðü 
ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ñëå-
äóþùåå î÷åâèäíîå ïðàâèëî: ÷òîáû 
âûïîëíÿëîñü ïåðâîå óñëîâèå ðàâíî-
âåñèÿ, ìíîãîóãîëüíèê, âîçíèêàþùèé 
ïðè âåêòîðíîì ñëîæåíèè ñèë, äîë-
æåí áûòü çàìêíóòûì.  

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà òåëî 
äåéñòâóþò òîëüêî òðè ñèëû (íèêàêîé 
ïîòåðè îáùíîñòè òàêîå ïðåäïîëîæå-
íèå íå ñîäåðæèò, âåäü ëþáóþ ñèñòåìó 
ñèë ìîæíî ñâåñòè ê óêàçàííîìó ñëó-
÷àþ, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîïàðíî çàìå-
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íÿÿ ñèëû èõ ðàâíîäåéñòâóþùåé). 
Î÷åâèäíî, ÷òî ëèíèè äåéñòâèÿ ýòèõ 
òð¸õ ñèë äîëæíû ïåðåñåêàòüñÿ â îä-
íîé òî÷êå, èíà÷å ìû ìîãëè áû ëåãêî

óêàçàòü òî÷êó, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé 
óñëîâèå (2) íå âûïîëíÿåòñÿ (ìîæíî 
ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàëëåëüíûå ñèëû òîæå 

ïåðåñåêàþòñÿ − â áåñêîíå÷íîñòè). 

×òî òàêîå êîíóñ òðåíèÿ? 

Ñåé÷àñ ìû äîëæíû âûâåñòè íà 
ñöåíó ãëàâíîãî ãåðîÿ íàøåãî ðàñ-

ñêàçà −  êîíóñ òðåíèÿ. 
Ïóñòü òåëî ïîêîèòñÿ, êàñàÿñü íå-

êîòîðîé ïîâåðõíîñòè (íå îáÿçàòåëüíî 
ãîðèçîíòàëüíîé) â êàêîé-òî òî÷êå Î

(ðèñ. 1).

Ðèñ. 1 

Ðå÷ü ìîæåò èäòè êàê î ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êå, òàê è î òîé òî÷êå ïðî-
ñòðàíñòâåííîãî òåëà êîíå÷íûõ ðàçìå-
ðîâ, â êîòîðîé ýòî òåëî êàñàåòñÿ ïî-
âåðõíîñòè. Âîññòàíîâèì â òî÷êå êàñà-

íèÿ òåëà íîðìàëü n
�

 (ò. å. ïåðïåíäè-

êóëÿð) ê ïîâåðõíîñòè. Íà òåëî ñî ñòî-
ðîíû ïîâåðõíîñòè äåéñòâóþò, êàê ìû 
çíàåì,  äâå ñèëû: íàïðàâëåííàÿ  ïî 
íîðìàëè ñèëà óïðóãîñòè, êîòîðóþ 
îáû÷íî íàçûâàþò ñèëîé íîðìàëüíîé 

ðåàêöèè N,
�

 è ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ ,F
òð

�

íàïðàâëåííàÿ ïî êàñàòåëüíîé ê ïî-
âåðõíîñòè. Ââåä¸ì â ðàññìîòðåíèå ñè-
ëó ïîëíîé ðåàêöèè ïîâåðõíîñòè: 

.= +

� � �

R N F
òð

  (3) 

Òåïåðü ïîñòàâèì ñàìûé ãëàâíûé 
äëÿ íàñ âîïðîñ: êàêîé óãîë ìîæåò ñî-

ñòàâëÿòü â ðàâíîâåñèè ñèëà R
�

 ñ íîð-

ìàëüþ n ?
�

ßñíî, ÷òî òàíãåíñ èíòåðåñóþ-
ùåãî íàñ óãëà ðàâåí îòíîøåíèþ 

Fòð/N. À ýòî îòíîøåíèå ìàêñè-

ìàëüíî, êîãäà ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ 
ïðèíèìàåò ñâî¸ ìàêñèìàëüíîå çíà-

÷åíèå Nµ  (áóäåì íèæå íàçûâàòü òà-

êóþ ñèòóàöèþ êðèòè÷åñêîé). Áóäåì 

íàçûâàòü óãîë ìåæäó n
�

è R
�

 â ýòîì 

ñëó÷àå óãëîì òðåíèÿ ϕ  (ñì. ðèñ. 1). 

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 

     tg .ϕ µ=    (4) 

Ýòî óñëîâèå âûäåëÿåò â ïðîñòðàí-
ñòâå îáëàñòü, êîòîðóþ íàçûâàþò êî-
íóñîì òðåíèÿ. Èòàê, â ñîñòîÿíèè ðàâ-

íîâåñèÿ ñèëà ïîëíîé ðåàêöèè 
�

R  âñå-
ãäà ëåæèò âíóòðè êîíóñà òðåíèÿ, à â 

êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå − íà êîíóñå. 
Êîíå÷íî, ê òåëó ïðèëîæåíû åù¸ 

êàêèå-òî äðóãèå ñèëû, êðîìå 
�

N  è 

F
òð

�

 (íó õîòÿ áû ñèëà òÿæåñòè), íàçî-

â¸ì èõ ðàâíîäåéñòâóþùóþ Fðàâí

�

 (ñì. 

ðèñ. 1). ßñíî, ÷òî â ðàâíîâåñèè ëèíèÿ 
äåéñòâèÿ ýòîé ñèëû äîëæíà ïðîõî-

äèòü ÷åðåç òî÷êó Î. Íî ýòîãî ìàëî −

F
ðàâí

�

 äîëæíà ïðîõîäèòü âíóòðè êî-

íóñà òðåíèÿ (èáî òîëüêî â ýòîì ñëó-
÷àå îíà áóäåò óðàâíîâåøåíà ñèëîé 
ïîëíîé ðåàêöèè). Çàìåòèì, ÷òî ïðè 
âûïîëíåíèè ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ íè-

êàêîå óâåëè÷åíèå ñèëû F
ðàâí  íå ìî-

æåò âûâåñòè òåëî èç ðàâíîâåñèÿ.  
Êîíå÷íî, ïðè ðàññìîòðåíèè ïëî-

ñêèõ çàäà÷ ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ ñå-
÷åíèåì êîíóñà òðåíèÿ ïëîñêîñòüþ ðè-
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ñóíêà − ò. å. ñ ïëîñêèì óãëîì. Íî íå 

áóäåì ìåíÿòü òåðìèíîëîãèþ − áóäåì 
âñ¸-òàêè ãîâîðèòü î êîíóñå. 

Òåïåðü ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðå-
èìóùåñòâà ãðàôè÷åñêîãî ìåòîäà ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì êîíóñà òðåíèÿ ïåðåä 
ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì íà öåëîì ðÿäå 
çàäà÷.  Áîëüøèíñòâî ðàññìîòðåííûõ â 
ñòàòüå çàäà÷ ñëèøêîì øèðîêî èç-
âåñòíû, ÷òîáû óêàçûâàòü êàêîé-òî 
îïðåäåë¸ííûé èñòî÷íèê.

Âî âñåõ  ñëó÷àÿõ ðåêîìåíäóåì ÷è-
òàòåëþ ñðàâíèòü ïðåäëàãàåìîå íàìè 
ðåøåíèå ñî ñòàíäàðòíûì ïîäõîäîì. 

Íî ñíà÷àëà ñäåëàåì íåáîëüøîå 
îòñòóïëåíèå è íàïîìíèì îäíó ñîâñåì 
ïðîñòóþ òåîðåìó ýëåìåíòàðíîé ãåî-
ìåòðèè. Êàæåòñÿ, â ïîñëåäíåå âðåìÿ 
ýòà òåîðåìà êóäà-òî ïîäåâàëàñü èç 
øêîëüíîãî êóðñà. Âîò îíà: óãëû ñî 
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ñòîðî-
íàìè ðàâíû, åñëè îíè îáà îñòðûå 
(ðèñ. 2) èëè îáà òóïûå. 

��

� � �

Ðèñ. 2 

Íàøè çàêëþ÷åíèÿ î ðàâåíñòâå óã-
ëîâ âåçäå íèæå îñíîâàíû èìåííî íà 
ýòîé òåîðåìå. 

Íà÷í¸ì ñ ñîâñåì ïðîñòîãî ïðèìåðà.  
Ïðèìåð. Ïóñòü òåëî ìàññû m

ëåæèò íà ãîðèçîíòàëüíîé  ïëîñêî-
ñòè. Íà êàêîé óãîë ê ãîðèçîíòó 
íàäî íàêëîíèòü ïëîñêîñòü, ÷òîáû 
îíî íà÷àëî ñêîëüçèòü? 

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ âñåì, êî-
íå÷íî, õîðîøî èçâåñòåí. Ìû ëèøü 
ïðåäëàãàåì âçãëÿíóòü íà íåãî ñ íî-
âîé òî÷êè çðåíèÿ.  

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óãîë íàêëîíà 
ïëîñêîñòè ê ãîðèçîíòó α ðàâåí

óãëó ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè íîð-
ìàëè ê ïëîñêîñòè è ñèëû òÿæåñòè 
(ðèñ. 3).

gm
�

n

�

�

�

Ðèñ. 3 

×åì áîëüøå óãîë íàêëîíà ïëîñêî-
ñòè ê ãîðèçîíòó, òåì áëèæå ïîäõîäèò 
ñèëà òÿæåñòè èçíóòðè ê ïîâåðõíîñòè 
êîíóñà. Ïðè α ϕ=  ìû èìååì êðèòè-

÷åñêóþ ñèòóàöèþ, ïðè α ϕ> ðàâíî-

âåñèå íåâîçìîæíî. 

Çàäà÷è ñ òðåíèåì î ñòåíêó 

Åù¸ äâå ïðîñòûå çàäà÷è.
Çàäà÷à 1. Øàð ïîäâåøåí íà íèòè 

ê ñòåíå òàê, ÷òî òî÷êà ïîäâåñà C è 
öåíòð øàðà O ëåæàò íà îäíîé âåð-
òèêàëè.  Ïðè êàêîì ìèíèìàëüíîì 
êîýôôèöèåíòå òðåíèÿ ìåæäó øàðîì 
è ñòåíîé ýòî âîçìîæíî? 

Ðåøåíèå. Óêàæåì íà ðèñóíêå 4 
âñå ñèëû, ïðèëîæåííûå ê øàðó: ñè-

ëó òÿæåñòè mg
�

, ñèëó íàòÿæåíèÿ 

íèòè F
í

�

 è ñèëó ïîëíîé ðåàêöèè 

ñòåíêè R .

�

Ëèíèè äåéñòâèÿ ñèë mg
�

 è F
í

�

 ïå-

ðåñåêàþòñÿ â òî÷êå ïîäâåñà Ñ, çíà÷èò, 

è ëèíèÿ äåéñòâèÿ R
�

 äîëæíà ïðîõî-

äèòü ÷åðåç òî÷êó Ñ, ò. å. ñîñòàâëÿòü ñ 
íîðìàëüþ â òî÷êå êàñàíèÿ øàðàì 
ñòåíêè óãîë 45 .

�  Â ñîîòâåòñòâèè ñ (4) 
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ìèíèìàëüíûéêîýôôèöèåíò òðåíèÿ, 

ïðè êîòîðîì ýòî âîçìîæíî, 1.µ =  Âîò 

è âñ¸ ðåøåíèå. 

нF
�

С

R
�

gm
�

45° O

Ðèñ. 4 

Óñëîæíèì íåìíîãî ýòó çàäà÷ó. 

Çàäà÷à 2. Êàòóøêà ïîäâåøåíà ê 
ñòåíå çà íèòü, íàìîòàííóþ íà îñü êà-
òóøêè. Íèòü ñîñòàâëÿåò ñî ñòåíîé 
óãîë α  (ðèñ. 5). Ðàäèóñ îñè êàòóøêè

r, à «ù¸÷åê» − ρ . Ïðè êàêîì ìèíè-

ìàëüíîì êîýôôèöèåíòå òðåíèÿ ìåæ-
äó «ù¸÷êàìè» êàòóøêè è ñòåíîé ýòî 
âîçìîæíî?

�

r

�

Ðèñ. 5 

Óêàçàíèå. Ðåøåíèå âî ìíîãîì 

àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ çàäà÷è 1. Îòâåò 
ïðèâåä¸í â êîíöå ñòàòüè. 

Ðàññìîòðèì åù¸ ðÿä çàäà÷, 
ñãðóïïèðîâàâ èõ ïî òåìàì, êîòîðûå 
çàòðàãèâàþòñÿ â øêîëüíîì êóðñå.

Çàäà÷è î ðàâíîâåñèè òåëà íà ïëîñêîñòè 

Çàäà÷à 3. Ãèðÿ ìàññû m ëåæèò íà 
ïîëó. Å¸ ïûòàþòñÿ ñäâèíóòü, íàòÿãèâàÿ 
ïðèâÿçàííóþ ê ãèðå âåð¸âêó (ðèñ. 6). 
Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ .µ  Êàêîé ìèíè-

ìàëüíîé ñèëîé 
�

F  ìîæíî ñäâèíóòü ãè-
ðþ? Êàê îíà äîëæíà áûòü íàïðàâëåíà? 

m

F
�

Ðèñ. 6 

Ðåøåíèå. Ïðè ñòàíäàðòíîì ïîä-
õîäå äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è çàïè-
ñûâàþò ïðîåêöèþ óðàâíåíèÿ (1) â 
êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå íà ãîðèçîíòàëü-
íîå è âåðòèêàëüíîå íàïðàâëåíèÿ 
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óãëà íàêëîíà âå-
ð¸âêè. Èç ïîëó÷èâøåéñÿ ñèñòåìû 
óðàâíåíèé íàõîäÿò âûðàæåíèå äëÿ 
ñèëû íàòÿæåíèÿ âåð¸âêè, à ïîòîì 

èùóò, ïðè êàêîì óãëå íàêëîíà äîñ-
òèãàåòñÿ ìèíèìóì ýòîãî âûðàæåíèÿ. 
À ïîñêîëüêó ïðè èçó÷åíèè ñòàòèêè 
ó÷åíèêè åù¸ íå âëàäåþò ìåòîäàìè 
ïîèñêà ýêñòðåìóìà ïðè ïîìîùè 
ïðîèçâîäíûõ, òî äëÿ ïîèñêà ìèíè-
ìóìà ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê âåñü-

ìà ñïåöèàëüíûì ïðè¸ìàì − è ðåøå-
íèå ïîëó÷àåòñÿ âåñüìà ãðîìîçäêèì. 

нF
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Ðèñ. 7 

Ìû ïîéä¸ì äðóãèì ïóò¸ì! 
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Рис. 4
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Â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå (à èìåííî 

îí íàñ è èíòåðåñóåò) 
�

R  äîëæíà ñî-

ñòàâëÿòü ñ âåðòèêàëüþ óãîë òðåíèÿ 
ϕ  (ðèñ. 7).  

Ñèëà òÿæåñòè èçâåñòíà  íàì è ïî 
âåëè÷èíå, è ïî íàïðàâëåíèþ. Ñèëà 

íàòÿæåíèÿ âåðåâêè 
�

F
í

 äîëæíà çàìê-

íóòü òðåóãîëüíèê èç ýòèõ òð¸õ ñèë. 
ßñíî, ÷òî ñèëà íàòÿæåíèÿ áóäåò ìè-
íèìàëüíà ïî âåëè÷èíå, åñëè îíà ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà ê ëèíèè äåéñòâèÿ ñèëû 

R

�

, ò. å. ñîñòàâëÿåò ñ ïîëîì óãîë, ðàâ-
íûé óãëó òðåíèÿ .ϕ  Ïî âåëè÷èíå îíà 

ïðè ýòîì ðàâíà 

.F mg
í

sinϕ=      (5) 

È îïÿòü ñêàæåì: âîò è âñ¸ ðåøåíèå!

Ìîæíî âûðàçèòü sinϕ ÷åðåç tgϕ

è, ó÷èòûâàÿ (4), îêîí÷àòåëüíî çàïè-
ñàòü îòâåò â âèäå

.

mg
F
í

2
1

µ

µ

=

+

Â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì â ðå-
øåíèÿõ çàäà÷ ïîâòîðÿòü òå ìîìåíòû, 
êîòîðûå óæå îïèñàíû âûøå. 

Çàäà÷à 4. (Ôèçôàê ÌÃÓ, 1996).  Ïî 

íàêëîííîé ïëîñêîñòè, îáðàçóþùåé 
óãîë α  ñ ãîðèçîíòîì, ðàâíîìåðíî 

âòÿãèâàþò çà âåð¸âêó ÿùèê ìàññîé M

(ðèñ. 8). Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ .µ  Ïîä 

êàêèì óãëîì ê ïëîñêîñòè γ  ñëåäóåò 

òÿíóòü âåð¸âêó, ÷òîáû äâèãàòü ÿùèê ñ 

ìèíèìàëüíûì óñèëèåì?

нF

�gm
�

�

φ

α

n

R

�

Ðèñ. 8 

 Ðåøåíèå.  Ðåøåíèå ëèøü ìåëêè-
ìè  äåòàëÿìè îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿ 
çàäà÷è 3 è âïîëíå ÿñíî èç ðèñóíêà. 
Ïîýòîìó èçáåæèì ïîÿñíåíèé. Èñêî-
ìûé óãîë γ  ðàâåí óãëó òðåíèÿ .ϕ

Çàäà÷è î ðàâíîâåñèè ëåñòíèöû 

Áóäåì ïî òðàäèöèè ãîâîðèòü 
èìåííî î ëåñòíèöå, õîòÿ ìîæíî 

áûëî áû âåñòè ðå÷ü î äîñêå èëè 

êàêîì-òî ñòåðæíå. 

Âîò  çàäà÷à, êîòîðóþ, êàæåòñÿ, 
íèêîãäà íå îáõîäÿò ñòîðîíîé â 

øêîëüíîì êóðñå. 

Çàäà÷à 5. Ëåñòíèöà ïðèñëîíåíà 

ê ãëàäêîé ñòåíå. Êîýôôèöèåíò òðå-

íèÿ ìåæäó ëåñòíèöåé è ïîëîì .µ

Êàêîé íàèáîëüøèé óãîë α  ìîæåò 

ñîñòàâëÿòü ëåñòíèöà ñ âåðòèêàëüþ? 

Ðåøåíèå.  Óêàæåì íà ðèñóíêå 

9 âñå ñèëû, ïðèëîæåííûå ê ëåñò-

íèöå:mg
�

, ñèëó íîðìàëüíîé ðåàê-

öèè ñòåíû 
�

N
ñò

 è ñèëó ïîëíîé ðå-

àêöèè ïîëà 
�

R . Ëèíèè äåéñòâèÿ 
�

mg

è
�

N
ñò

 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Ñ.

Çíà÷èò, è ëèíèÿ äåéñòâèÿ 
�

R

äîëæíà ïðîõîäèòü ÷åðåç ýòó òî÷êó. 

�

�

С

�

R
�

mg

Nст

Ðèñ. 9 

Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò êðèòè-

÷åñêèé ñëó÷àé, òî 
�

R  ñîñòàâëÿåò ñ 
íîðìàëüþ óãîë .ϕ Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 

tg 2tg ,α ϕ=  ò. å. 

     tg 2 .α µ=     (6)
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Âîò è âñ¸ ðåøåíèå. 
Òåïåðü áóäåì óñëîæíÿòü ýòîò ñþ-

æåò âî âñåõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ.  
Çàäà÷à 6.  Ìàëÿð ïîäíèìàåòñÿ ïî 

ë¸ãêîé ëåñòíèöå äëèíû L, êîòîðàÿ 
ïðèñëîíåíà ê ãëàäêîé ñòåíå è îáðàçó-
åò óãîë α  ñ âåðòèêàëüþ. Êàêîé ìàê-

ñèìàëüíûé ïóòü l ìîæåò ïðîéòè ìà-

ëÿð ïî ëåñòíèöå? Êîýôôèöèåíò òðå-
íèÿ ìåæäó ëåñòíèöåé è ïîëîì .µ

Ðåøåíèå.  Ðåøåíèå ëèøü íåêîòî-
ðûìè ìåëêèìè äåòàëÿìè îòëè÷àåòñÿ 
îò ðåøåíèÿ çàäà÷è 5. Ìû âïîëíå ìî-
æåì âîñïîëüçîâàòüñÿ è ïðåäûäóùèì 
ðèñóíêîì. Íàäî ëèøü ó÷åñòü, ÷òî òå-

ïåðü âíåøíÿÿ ñèëà (âåñ ìàëÿðà 
�

Ìg )

ïðèëîæåíà íå ê öåíòðó ëåñòíèöû. Êàê 
è âûøå, ëèíèÿ äåéñòâèÿ ïîëíîé ðåàê-
öèè ïîëà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðå-

ñå÷åíèÿ ëèíèé äåéñòâèÿ 
�

Ìg  è ,

�

стN
è â ïîñëåäíåé òî÷êå, äî êîòîðîé ñìî-
æåò äîéòè ìàëÿð, îíà ñîñòàâëÿåò ñ 
âåðòèêàëüþ óãîë òðåíèÿ .ϕ Òàê ÷òî â 

ýòîì ñëó÷àå 

,

l

L L

sin
tg tg

cos

α

µ ϕ α

α

= = =

l

îòêóäà èìååì

.

µ

α

=l
L

tg
    (7)   

Êîíå÷íî, (7) ìîæíî ïðèìåíÿòü 

ëèøü äëÿ   ≤l L .

Èç (7) âèäíî, ÷òî ìèíèìàëüíûé 
êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, ïðè êîòîðîì 
ìàëÿð ñìîæåò ïîäíÿòüñÿ äî êîíöà ëå-

ñòíèöû, ðàâåí tg .α

À ïî÷åìó ìû íå íà÷àëè ôîðìóëè-
ðîâêó óñëîâèÿ çàäà÷è òàê: «Ë¸ãêàÿ 
ëåñòíèöà ñòîèò ó ñòåíû»?

Èç ôîðìóëû (7) âèäíî, ÷òî ðàâíî-
âåñèå ëåñòíèöû ñî ñòîÿùèì íà íåé 
ìàëÿðîì âîçìîæíî è ïðè òàêîì ,α

êîãäà tg 2 ,α µ>  ò. å. êîãäà ëåñòíèöà 

ñàìà ïî ñåáå (áåç ìàëÿðà) ñòîÿòü íå 
ìîæåò. Íî ìàëÿð â ýòîì ñëó÷àå äîë-
æåí ñòîÿòü äîñòàòî÷íî íèçêî. 

Ê çàìåòíûì ñëîæíîñòÿì íå ïðè-
âîäèò è îòêàç îò ïðåíåáðåæåíèÿ ìàñ-

ñîé ëåñòíèöû ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé 
÷åëîâåêà. Åñëè ëåñòíèöà áåç ÷åëîâåêà 
íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, òî ïðè ïîÿâ-
ëåíèè ÷åëîâåêà íà íèæíåé ïîëîâèíå 
ëåñòíèöû ðàâíîâåñèå íå íàðóøèòñÿ, 
òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ðàâíîäåéñò-
âóþùàÿ ñèëû òÿæåñòè ëåñòíèöû è 
âåñà ìàëÿðà âñåãäà áóäåò ïðèëîæåíà 
íèæå ñåðåäèíû ëåñòíèöû.      

Çàäà÷à 7. Ëåñòíèöà äëèíû L ñòîèò 
ó ãëàäêîé ñòåíû ïîä óãëîì α  ê âåð-

òèêàëè. Ïî íåé ïîäíèìàåòñÿ ìàëÿð, 

ìàññà êîòîðîãî â n ðàç áîëüøå ìàññû 
ëåñòíèöû. Ïðè êàêîì ìèíèìàëüíîì 
êîýôôèöèåíòå òðåíèÿ ìåæäó ëåñòíè-
öåé è ïîëîì µ  ìàëÿð ñìîæåò ïîä-

íÿòüñÿ äî êîíöà ëåñòíèöû? 

Ðåøåíèå. Òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ðàâ-
íîäåéñòâóþùåé äâóõ ïàðàëëåëüíûõ 

ñèë − ñèëû  òÿæåñòè ëåñòíèöû è âåñà 

÷åëîâåêà, ñòîÿùåãî íà å¸ êîíöå, − îò-
ñòîèò îò ñåðåäèíû ëåñòíèöû íà ðàñ-
ñòîÿíèå

.

L n
d

2 1
= ⋅

+n
 (8) 

Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ðèñóíêîì ê çà-
äà÷å 6, ñäâèíóâ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ 
ñèë áëèæå ê ñòåíå â ñîîòâåòñòâèè ñ 
(8), òî ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî  

n

n

2 1
tg .

2( 1)
µ α

+

= ⋅

+

     (9) 

 Êàê âñåãäà, ñòîèò ïðîâåðèòü âû-
ïîëíåíèå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.  

 Êîãäà ìàññîé ìàëÿðà ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé  ëåñò-

íèöû, ò. å. n 1,�  (9) ïåðåõîäèò â (6), 

êàê è äîëæíî áûòü.
 Ïðåíåáðåæåíèå ìàññîé ëåñòíèöû 

äà¸ò íàì óñëîâèå .µ α= tg  Ýòîò ðå-

çóëüòàò ïîëó÷åí íàìè âûøå ïðè îá-
ñóæäåíèè (7). 

Çàäà÷à 8. Ëåñòíèöà íèæíèì êîí-
öîì ñîïðèêàñàåòñÿ ñ ãëàäêèì ïîëîì, à 

âåðõíèì − ñ øåðîõîâàòîé íàêëîííîé 
ïëîñêîñòüþ. Óãîë íàêëîíà ïëîñêîñòè ê 
ãîðèçîíòó .α  Ïðè êàêîì ìèíèìàëü-

íîì êîýôôèöèåíòå òðåíèÿ âîçìîæíî 
ðàâíîâåñèå ëåñòíèöû?

Физика



Ðåøåíèå.  Íà ëåñòíèöó â ýòîì 

ñëó÷àå äåéñòâóþò òðè ñèëû: 
�

mg ,

íîðìàëüíàÿ ðåàêöèÿ ïîëà 
�

ï
N  è ïîë-

íàÿ ðåàêöèÿ íàêëîííîé ïëîñêîñòè 
�

R

(ðèñ. 10).  

R

�

gm
�

пN

�

n

�

Ðèñ. 10 

Ñèëû
�

mg  è 
�

ï
N  íàïðàâëåíû ïî 

âåðòèêàëè, çíà÷èò, òàê æå íàïðàâëåíà 

è
�

R . Óãîë ìåæäó 
�

R  è íîðìàëüþ ê 
ïëîñêîñòè ðàâåí .α  Ñëåäîâàòåëüíî, 

ìèíèìàëüíûé êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, 
ïðè êîòîðîì ðàâíîâåñèå ëåñòíèöû 
âîçìîæíî, çàäàåòñÿ óñëîâèåì 

tg ,α µ=  ò. å. .α ϕ=

Çàìåòèì, ÷òî ýòî óñëîâèå ñîâïà-
äàåò ñ óñëîâèåì ðàâíîâåñèÿ òåëà íà 
íàêëîííîé ïëîñêîñòè (÷òî âïîëíå 
ìîæíî áûëî ïðåäâèäåòü çàðàíåå).

Çàäà÷à 9. Ëåñòíèöà ñòîèò ó øåðî-
õîâàòîé ñòåíû. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ 

ìåæäó ëåñòíèöåé è ïîëîì ,1µ à ìåæ-

äó ëåñòíèöåé è ñòåíîé .2µ  Êàêîé 

íàèáîëüøèé óãîë ìîæåò ñîñòàâëÿòü 
ëåñòíèöà ñ âåðòèêàëüþ?

Óêàçàíèå. Îáðàòèì âíèìàíèå íà 

ïðèíöèïèàëüíûé ìîìåíò: ëåñòíèöà 
íà÷í¸ò ïðîñêàëüçûâàòü, êîãäà íàðó-
øàòñÿ óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ è â òî÷êå 
êîíòàêòà ñ ïîëîì, è â òî÷êå êîíòàêòà 
ñî ñòåíîé. Ïîýòîìó â êðèòè÷åñêîì 
ñëó÷àå ëèíèè äåéñòâèÿ ïîëíîé ðåàê-
öèè ñòåíêè è ïîëíîé ðåàêöèè ïîëà 
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, ëåæàùåé íà 

ëèíèè äåéñòâèÿ 
�

mg . Îñòàëüíîå −

«ìåëêàÿ ãåîìåòðèÿ». Îòâåò ïðèâåä¸í 
â êîíöå ñòàòüè. 

À òåïåðü çàäà÷à î ñòðåìÿíêå. Íà-

ïîìíèì, ÷òî ñòðåìÿíêà − ýòî äâå îäè-
íàêîâûå ëåñòíèöû, ñîåäèí¸ííûå 
ââåðõó øàðíèðíî.  

Çàäà÷à 10. Ñòðåìÿíêà ñòîèò íà ïî-
ëó, ë¸ãêèå ëåñòíèöû îáðàçóþò ñ âåð-
òèêàëüþ óãîë ,α  íà ñåðåäèíå îäíîé èç 

ëåñòíèö ñòîèò ÷åëîâåê. Ïóñòü êîýôôè-
öèåíò òðåíèÿ î ïîë µ  ïîñòåïåííî 

óìåíüøàåòñÿ. Ïðè êàêîì µ  è êàêèì 

èìåííî îáðàçîì íàðóøèòñÿ ðàâíîâåñèå?  

Ðåøåíèå. Îáñóäèì ðàâíîâåñèå 
êàæäîé ëåñòíèöû (ðèñ. 11). Íà ëåâóþ 
ëåñòíèöó äåéñòâóåò â øàðíèðå íåêàÿ 

2
F
�

1
F

�

С

1R

�

gМ
�

2
R
�

Ðèñ. 11 

ñèëà
�

F
2
 ñî ñòîðîíû ïðàâîé ëåñòíèöû 

è ñèëà ïîëíîé ðåàêöèè ïîëà 
�

R
2
 (òàê 

êàê âåñîì ëåñòíèöû ìû ïðåíåáðåãà-

åì).
�

F
2
 äîëæíà áûòü íàïðàâëåíà 

âäîëü ëåñòíèöû, èíà÷å å¸ ìîìåíò îò-
íîñèòåëüíî òî÷êè êîíòàêòà ñ ïîëîì íå 

áûë áû ðàâåí 0. Ñëåäîâàòåëüíî, è 
�

R2
íàïðàâëåíà âäîëü ëåñòíèöû. Äëÿ ïðà-
âîé ëåñòíèöû (íà êîòîðîé ñòîèò ÷åëî-
âåê ìàññîé M) ñèòóàöèÿ èíàÿ: íà íå¸ 

â øàðíèðå äåéñòâóåò ñèëà =−

� �

F F
1 2

, è 

ëèíèÿ äåéñòâèÿ ïîëíîé ðåàêöèè ïîëà 
�

R
1
 äîëæíà ïðîõîäèòü âûøå ëåñòíè-
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öû (òîëüêî òîãäà å¸ ìîìåíò îòíîñè-
òåëüíî øàðíèðà  ñìîæåò óðàâíîâå-
ñèòü ìîìåíò âåñà ÷åëîâåêà).  

Èòàê, â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ 

ñèëà
�

R
2
 ñîñòàâëÿåò áîëüøèé óãîë 

ñ âåðòèêàëüþ, ÷åì 
�

R
1
. Ïîýòîìó 

ïðè óìåíüøåíèè  êîýôôèöèåíòà 

òðåíèÿ óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ íàðó-
øèòñÿ äëÿ ëåâîé ëåñòíèöû, è îíà 
íà÷í¸ò ñêîëüçèòü ïî ïîëó. ßñíî, 

÷òî â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå tg .α µ=

Âïðî÷åì, â áûòó  ñòðåìÿíêè áåç 
äîïîëíèòåëüíîé ñâÿçè ìåæäó ëåñò-
íèöàìè íå èñïîëüçóþòñÿ. 

Çàäà÷è íà çàêëèíèâàíèå 

Çàäà÷à 11. Ïðè êàêîì êîýôôèöè-
åíòå òðåíèÿ µ  ë¸ãêèé êëèí, çàêîëî-

÷åííûé â áðåâíî, íå âûñêàêèâàåò? 
Óãîë ïðè âåðøèíå êëèíà .α

/2�

n
�

/2�

�

�

�

Ðèñ. 12 

Ðåøåíèå.  ×òîáû êëèí íå âûñêà-
êèâàë, ñóììà ñèë ïîëíîé ðåàêöèè 
äîëæíà áûòü íàïðàâëåíà âíèç, â êðè-

òè÷åñêîì ñëó÷àå − ïî ãîðèçîíòàëè. 
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íîðìàëü ê ïîâåðõ-
íîñòè êëèíà ñîñòàâëÿåò ñ ãîðèçîíòà-

ëüþ óãîë /2α  (ðèñ. 12). Ïîýòîìó 

tg .
2

α

µ =

Ïîæàëóé, èçâåñòíóþ çàäà÷ó î 
òð¸õ áð¸âíàõ òîæå ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê çàäà÷ó íà çàêëèíèâàíèå. 
Âîò îíà.

Çàäà÷à 12. Íà çåìëå ëåæàò âïëîò-
íóþ äðóã ê äðóãó äâà îäèíàêîâûõ öè-
ëèíäðè÷åñêèõ áðåâíà (ðèñ. 13). Ñâåðõó 
ìåæäó íèìè êëàäóò òàêîå æå áðåâíî. 
Ïðè êàêîì êîýôôèöèåíòå òðåíèÿ µ

ìåæäó áð¸âíàìè îíè íå ðàñêàòÿòñÿ? 
Ïî çåìëå áð¸âíà íå ñêîëüçÿò.   

Ðåøåíèå. Ïóñòü Ñ − ýòî öåíòð 
íèæíåãî áðåâíà, ïóñòü âåðõíåå è íèæ-

íåå áð¸âíà ñîïðèêàñàþòñÿ â òî÷êå À.
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ñèëû ïîëíîé ðåàêöèè, äåéñòâóþùåé 
íà íèæíåå áðåâíî, äîëæíà ïðîõîäèòü 
÷åðåç òî÷êó Î, â êîòîðîé ýòî áðåâíî 

êàñàåòñÿ çåìëè, òî åñòü AOCtg .µ = ∠

Îòðåçîê ÀÑ ïðè ïðîäîëæåíèè 
ïðîéä¸ò ÷åðåç öåíòð âåðõíåãî áðåâíà, 

çíà÷èò, îí ñîñòàâëÿåò óãîë �

60  ñ ãî-

ðèçîíòàëüþ, ñëåäîâàòåëüíî, ∠ACD =

= 30
î

.  Íî ∠ACD − âíåøíèé óãîë ðàâ-
íîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ÀCO, ïî-

ýòîìó ∠AOC =

�

15 , è îêîí÷àòåëüíî 

tg15 .µ =

�

Çàäà÷à 13.  Ë¸ãêàÿ äîñêà ëåæèò íà 
ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè. Íà äîñêó íèæ-
íèì êîíöîì îïèðàåòñÿ ìàññèâíûé 
ñòåðæåíü, êîòîðûé øàðíèðíî çàêðåï-
ë¸í â âåðõíåé òî÷êå. Ñòåðæåíü ñî-
ñòàâëÿåò ñ âåðòèêàëüþ óãîë .α  Êî-

ýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó äîñêîé è 
ñòåðæíåì .µ  Ïðè êàêîì óãëå íàêëîíà 

äîñêó íå óäàñòñÿ ñäâèíóòü âïðàâî íè-
êàêîé ãîðèçîíòàëüíîé âíåøíåé ñèëîé? 

Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì ïîëíóþ ñèëó 

ðåàêöèè äîñêè 
�

R , ïðèëîæåííóþ ê 

ñòåðæíþ, íà äâå ñîñòàâëÿþùèå ñïå-
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öèàëüíûì îáðàçîì: íà ïåðïåíäèêó-

ëÿðíóþ ê ñòåðæíþ ñèëó 
⊥

�

R  è ïðî-

äîëüíóþ
�

Rïð  (ñì. ðèñ. 14). Èìåííî 

ìîìåíò ñèëû 
⊥

�

R  äîëæåí êîìïåíñèðî-

âàòü ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè ñòåðæíÿ 
îòíîñèòåëüíî òî÷êè ïîäâåñà. Çíà÷èò, 

âî âñåõ ñîñòîÿíèÿõ ðàâíîâåñèÿ 
⊥

�

R

îäíà è òà æå. Èíà÷å ãîâîðÿ, êîíåö 

âåêòîðà R
�

 âñ¸ âðåìÿ ëåæèò íà ïóíê-

òèðíîé ïðÿìîé ÀÂ (ðèñ. 14), ïàðàë-
ëåëüíîé ñòåðæíþ.
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Ðèñ. 14 

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà

.ϕ α<  Ãðàíèöà êîíóñà òðåíèÿ − ïðÿ-

ìàÿ 1 íà ðèñóíêå. Áóäåì ïðèêëàäû-

âàòü ê äîñêå âíåøíþþ ñèëó
�

F
0
, íà-

ïðàâëåííóþ âïðàâî. Êîãäà ìû áóäåì 
å¸ óâåëè÷èâàòü, áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ 
è ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ ìåæäó äîñêîé è 
êîíöîì ñòåðæíÿ (ò. å. ãîðèçîíòàëüíàÿ 

ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà 
�

R ).  Ïðè ýòîì 

âåêòîð
�

R ìåíÿåòñÿ âåñüìà ñïåöèàëü-
íûì îáðàçîì: åãî êîíåö, êàê óæå ñêà-
çàíî âûøå, ñêîëüçèò ïî ïðÿìîé ÀÂ,

ò. å. óâåëè÷èâàåòñÿ óãîë ìåæäó R
�

 è 

íîðìàëüþ. Â êîíöå êîíöîâ R
�

 âûéäåò 
èç êîíóñà òðåíèÿ, è äîñêà íà÷í¸ò 
ñêîëüçèòü âïðàâî.

Íå òàê îáñòîèò äåëî ïðè .ϕ α≥

Ãðàíèöà êîíóñà òðåíèÿ â ýòîì ñëó-

÷àå − ïðÿìàÿ 2. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè
óâåëè÷åíèè âíåøíåé ñèëû F0 ñèëà R
áåñêîíå÷íî óâåëè÷èâàåòñÿ, íî èç êî-
íóñà òðåíèÿ íèêîãäà íå âûéäåò. Ò. å. 
äàæå áåñêîíå÷íî áîëüøîé âíåøíåé 
ñèëîé äîñêó íå óäàñòñÿ ïðèâåñòè â 
äâèæåíèå! Ýòà ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ 
çàêëèíèâàíèåì. 

Êîíå÷íî, âîïðîñ î òîì, ÷òî â ðå-
àëüíîñòè ïðîèçîéä¸ò ñ òàêîé ñèñòå-
ìîé ïðè áåñêîíå÷íîì óâåëè÷åíèè 
âíåøíåé ñèëû (ñëîìàåòñÿ ëè ñòåð-
æåíü, èçîãí¸òñÿ èëè íà÷í¸ò ïîäïðû-
ãèâàòü), ëåæèò çà ðàìêàìè ñòàòèêè. 

Îòâåòû è ðåøåíèÿ 

Çàäà÷à 2. ßñíî, ÷òî ñèëà íàòÿæå-

íèÿ íèòè F
í

�

 íàïðàâëåíà ïî êàñàòåëü-

íîé ê ïîâåðõíîñòè êàòóøêè (ðèñ. 15). 

Ïîýòîìó ñèëà òÿæåñòè mg
�

 è 

F
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 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, îòñòîÿ-

ùåé ïî âåðòèêàëè îò îñè êàòóøêè 
íà ðàññòîÿíèå r/sin ,α  ÷åðåç ýòó 

òî÷êó äîëæíà ïðîõîäèòü è ñèëà 

ïîëíîé ðåàêöèè ñòåíêè 
�

R , ïîýòîìó 

r
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ρ α

= =

Çàäà÷à 9.  Ïðèâåä¸ì îòâåò: 
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Рис. 15 

âàòü ê äîñêå âíåøíþþ ñèëó
�
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0
, íà-

ïðàâëåííóþ âïðàâî. Êîãäà ìû áóäåì 
å¸ óâåëè÷èâàòü, áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ 
è ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ ìåæäó äîñêîé è 
êîíöîì ñòåðæíÿ (ò. å. ãîðèçîíòàëüíàÿ 

ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà 
�

R ).  Ïðè ýòîì 

âåêòîð
�

R ìåíÿåòñÿ âåñüìà ñïåöèàëü-
íûì îáðàçîì: åãî êîíåö, êàê óæå ñêà-
çàíî âûøå, ñêîëüçèò ïî ïðÿìîé ÀÂ,

ò. å. óâåëè÷èâàåòñÿ óãîë ìåæäó R
�

 è 

íîðìàëüþ. Â êîíöå êîíöîâ R
�

 âûéäåò 
èç êîíóñà òðåíèÿ, è äîñêà íà÷í¸ò 
ñêîëüçèòü âïðàâî.

Íå òàê îáñòîèò äåëî ïðè .ϕ α≥

Ãðàíèöà êîíóñà òðåíèÿ â ýòîì ñëó-

÷àå − ïðÿìàÿ 2. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè
óâåëè÷åíèè âíåøíåé ñèëû F0 ñèëà R
áåñêîíå÷íî óâåëè÷èâàåòñÿ, íî èç êî-
íóñà òðåíèÿ íèêîãäà íå âûéäåò. Ò. å. 
äàæå áåñêîíå÷íî áîëüøîé âíåøíåé 
ñèëîé äîñêó íå óäàñòñÿ ïðèâåñòè â 
äâèæåíèå! Ýòà ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ 
çàêëèíèâàíèåì. 

Êîíå÷íî, âîïðîñ î òîì, ÷òî â ðå-
àëüíîñòè ïðîèçîéä¸ò ñ òàêîé ñèñòå-
ìîé ïðè áåñêîíå÷íîì óâåëè÷åíèè 
âíåøíåé ñèëû (ñëîìàåòñÿ ëè ñòåð-
æåíü, èçîãí¸òñÿ èëè íà÷í¸ò ïîäïðû-
ãèâàòü), ëåæèò çà ðàìêàìè ñòàòèêè. 


