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Èñïîëüçîâàíèå ñèñòåìû  
îòñ÷¸òà, ñâÿçàííîé ñ öåíòðîì 

ìàññ, â çàäà÷àõ íà  
ñòîëêíîâåíèå òåë 

Â ñòàòüÿõ, îïóáëèêîâàííûõ â æóðíàëå «Ïîòåíöèàë» ¹ 3 è 5 çà 
2013 ãîä, ðàññìàòðèâàëèñü óïðîùàâøèå ðåøåíèå çàäà÷ ïðè¸ìû ïå-
ðåõîäà â äðóãóþ ñèñòåìó îòñ÷¸òà (ÑÎ) â êèíåìàòè÷åñêèõ è äèíàìè-
÷åñêèõ çàäà÷àõ. Ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, íîâàÿ ÑÎ áûëà ñâÿçàíà ñ 
îäíèì èç äâèãàâøèõñÿ òåë.  

Â äàííîé ñòàòüå íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ áóäåò ïîêàçàíî, êà-
êóþ ðîëü èãðàåò ïîíÿòèå öåíòðà ìàññ (ÖÌ) â çàäà÷àõ íà ñòîëêíî-
âåíèå òåë (èíîãäà ñòîëêíîâåíèå íàçûâàþò óäàðîì, èëè ñîóäàðåíè-
åì, èëè ðàññåÿíèåì). Â ÷àñòíîñòè, ìû óáåäèìñÿ â òîì, êàêèå ïðå-
èìóùåñòâà â ðåøåíèè çàäà÷ äà¸ò âûáîð îñîáîé ÑÎ  ñèñòåìû îò-
ñ÷¸òà, ñâÿçàííîé ñ öåíòðîì ìàññ ñèñòåìû (ÑÎÖÌ). Ýòîò ïðè¸ì ìî-
æåò áûòü èñïîëüçîâàí â ðàçíûõ ñëó÷àÿõ, íî ìû îñòàíîâèìñÿ òîëüêî 
íà åãî ïðèìåíåíèè ê çàäà÷àì íà ñòîëêíîâåíèå òåë. 

Ââåäåíèå 
Çíàìåíèòûé ïîïóëÿðèçàòîð íà-

óêè ß.È. Ïåðåëüìàí â ñâîåé «Çà-
íèìàòåëüíîé ìåõàíèêå» ïîä÷¸ðêè-
âàë âàæíîñòü èçó÷åíèÿ ÿâëåíèÿ 
óäàðà, îòìå÷àÿ ïðè ýòîì: «Áûëî 
âðåìÿ, êîãäà óäàðîì äâóõ òåë 
ñòðåìèëèñü îáúÿñíèòü âñå ïðî÷èå 
ÿâëåíèÿ ïðèðîäû». Êîíå÷íî, òå íå-
ìíîãî íàèâíûå ñ íàøèõ íûíåøíèõ 
ïîçèöèé âðåìåíà äàâíî ïðîøëè. 
Îäíàêî è äî ñèõ ïîð óìåíèå èñ-
ïîëüçîâàòü çàêîíîìåðíîñòè óäàðà 

îêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìî íå òîëüêî 
â ìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññàõ, íî è, 
íàïðèìåð, â ìîëåêóëÿðíî-êèíå-
òè÷åñêîé òåîðèè, îáúÿñíÿþùåé 
øèðîêèé êðóã òàêèõ ÿâëåíèé  êàê 
áåñïîðÿäî÷íîå äâèæåíèå ìíîæå-
ñòâà ñîóäàðÿþùèõñÿ ÷àñòèö. 

Îñîáóþ ðîëü ïðè ðàññìîòðåíèè 
ïðîöåññîâ ñòîëêíîâåíèé èãðàåò 
ÑÎÖÌ. Â íåé ïîëíûé èìïóëüñ ñè-
ñòåìû ðàâåí íóëþ. Äâèæåíèå â òà-
êîé ñèñòåìå âûãëÿäèò ïðîùå, ïî-

,
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ýòîìó å¸ ñ óñïåõîì èñïîëüçóþò íå 
òîëüêî â ìåõàíèêå, íî äàæå â 
ÿäåðíîé ôèçèêå. 

Ìû íå áóäåì ïîäðîáíî îñòàíàâ-
ëèâàòüñÿ íà ïîíÿòèè öåíòðà ìàññ è 
åãî ðàçíîîáðàçíûõ ïðèìåíåíèÿõ. 
Æåëàþùèå èçó÷èòü ìàòåðèàë áîëåå 
îñíîâàòåëüíî ìîãóò îáðàòèòüñÿ ê 
îïóáëèêîâàííûì ðàíåå â íàøåì 
æóðíàëå ñòàòüÿì Â.È. ×èâèë¸âà 
«Òåîðåìà î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ» 
(«Ïîòåíöèàë» ¹ 9 çà 2006 ãîä) è 
Â.Ò. Êîðíååâà «Öåíòð ìàññ» («Ïîòåí-
öèàë» ¹ 2 çà 2009 ãîä). 

Äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî ïî-
íèìàòü, ÷òî ÖÌ ñóùåñòâóåò ó ëþáîãî 
òåëà èëè ñèñòåìû òåë. Çíàíèå ïîëî-
æåíèÿ ÖÌ íåîáõîäèìî âî ìíîãèõ äà-
ë¸êèõ äðóã îò äðóãà îáëàñòÿõ çíàíèé 
è ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè: ó ëþáî-
ãî ñðåäñòâà ïåðåäâèæåíèÿ è â àñòðî-
ôèçèêå, ïðè ðàáîòå ñòàíêà è â ñïîð-
òèâíûõ ñîñòÿçàíèÿõ. 

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîíÿòèÿ ÖÌ 
òàêîâ: ÖÌ ñèñòåìû ÷àñòèö îáùåé 
ìàññîé Ì äâèæåòñÿ òàê, êàê äâèãà-
ëàñü áû îäíà ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà 
ìàññû Ì ïîä äåéñòâèåì ñèëû, ðàâ-
íîé âåêòîðíîé ñóììå âñåõ âíåøíèõ 
ñèë, äåéñòâóþùèõ íà âõîäÿùèå â 
ñèñòåìó ÷àñòèöû. Íàïðèìåð, ïðûãóí 
â âîäó (ðèñ. 1) âðàùàåòñÿ âî âðåìÿ 
ïðûæêà, íî åãî ÖÌ äâèæåòñÿ ïî 
ïàðàáîëè÷åñêîé òðàåêòîðèè. 

Ïðè  ðåøåíèè  ðàññìîòðåííûõ  íè-

 
 

Ðèñ. 1 

æå çàäà÷ ìû, êàê ïðàâèëî, áóäåì 
èìåòü äåëî ñî ñòîëêíîâåíèåì òîëü-
êî äâóõ òåë, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â 
íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè õ1 è õ2, 
à ïðîåêöèè ñêîðîñòåé â òîò æå ìî-
ìåíò  v1õ è v2õ ñîîòâåòñòâåííî 
(ðèñ. 2). 

0 x1 x2
x

v1x v2x

Ðèñ. 2 

Â ýòîì ñëó÷àå íàì ïîòðåáóåòñÿ 
óìåíèå îïðåäåëÿòü òîëüêî äâå âåëè-
÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ÖÌ: 

1) êîîðäèíàòó õÑ ÖÌ ñèñòåìû èç
äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê: 

1 1 2 2

1 2
C

m x m x
x

m m
,     (*) 

2) âåëè÷èíó ïðîåêöèè ñêîðîñòè
vÑõ ÖÌ ýòèõ òî÷åê: 

1 1 2 2

1 2

x x
Cx

m v m v
v

m m
.    (**) 

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàõîäÿòñÿ 
êîîðäèíàòû ÖÌ è ïðîåêöèè åãî ñêî-
ðîñòè íà äðóãèå îñè: âñå âñòðå÷àþùè-
åñÿ â çàïèñàííûõ âûøå ôîðìóëàõ 
áóêâû õ çàìåíÿåì íà y èëè z. 

Ôèçèêà
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Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ 

Íà÷í¸ì ñ çàäà÷è, â êîòîðîé 
ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà â 
ÑÎÖÌ äîñòàòî÷íî ÿðêî ïðîäåìîí-
ñòðèðóåò åãî ïðåèìóùåñòâî ïî 
ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíûì ñïîñî-
áîì ðåøåíèÿ. 

Çàäà÷à 1 (ÅÃÝ, 2004). Áðóñîê 
ìàññîé m1  600 ã, äâèæóùèéñÿ ñî 
ñêîðîñòüþ v  2 ì/ñ, ñòàëêèâàåòñÿ ñ 
íåïîäâèæíûì áðóñêîì ìàññîé m2  
 200 ã. Êàêîâà ñêîðîñòü ïåðâîãî 

áðóñêà ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ? Óäàð 
ñ÷èòàòü öåíòðàëüíûì è àáñîëþòíî 
óïðóãèì. 

Ïåðâûé ñïîñîá ðåøåíèÿ. 
Äåéñòâèå âíåøíèõ ñèë íà ñèñòå-

ìó èç äâóõ áðóñêîâ ñêîìïåíñèðîâà-
íî, êðîìå òîãî, ïîòåðè ýíåðãèè â íåé 
îòñóòñòâóþò. Ïîýòîìó ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èì-
ïóëüñà è ýíåðãèè:  

1 1 1 2 2,m v m u m u         (1) 
2 2 2

1 1 1 2 2,
2 2 2

m v m u m u
 (2) 

ãäå u1 è u2  ñêîðîñòè ïåðâîãî è 
âòîðîãî áðóñêîâ ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ 
ñîîòâåòñòâåííî. 

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé  (1)  
(2) ìîæåò âûçâàòü íåêîòîðûå çà-
òðóäíåíèÿ, åñëè èñïîëüçîâàòü îáû÷-
íûé â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïðè¸ì: ñíà÷àëà 

âûðàçèòü îäíî íåèçâåñòíîå èç ïåð-
âîãî óðàâíåíèÿ, à çàòåì ïîäñòàâèòü 
åãî âî âòîðîå. Çàìåòüòå, ÷òî âòîðîå 
óðàâíåíèå  êâàäðàòíîå, ïîýòîìó 
ðåøåíèå îêàæåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðî-
ìîçäêèì. 

Ïîïðîáóåì ïîñòóïèòü èíà÷å. Ïå-
ðåíåñ¸ì â îáîèõ óðàâíåíèÿõ ñëàãàå-
ìûå ñ m1 â ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé è 

âûíåñåì m1 çà ñêîáêè: 
1 1 2 2( ) ,m v u m u

2 2 2
1 1 2 2( ) .m v u m u

Ðàçäåëèâ íèæíåå óðàâíåíèå íà 
âåðõíåå, ïîëó÷èì 

1 2.v u u
Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå 
äëÿ u2 â (1): 

1 1 1 2 1( ),m v m u m v u
îòêóäà íàõîäèì èñêîìóþ ñêîðîñòü 
ïåðâîãî áðóñêà ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ: 

1 2
1

1 2

0,6 0,2
2 1

0,6 0,2

m m
u v

m m
ì/ñ. 

Îòâåò. 1 2
1

1 2
1

m m
u v

m m
ì/ñ. 

Çàìå÷àíèå. Ëþáèòåëè ìàòåìà-
òè÷åñêîé ñòðîãîñòè îáðàòÿò âíèìà-
íèå, ÷òî ïðè äåëåíèè íèæíåãî óðàâ-
íåíèÿ íà âåðõíåå óïóùåíî åù¸ îäíî 
ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé: 

u1  v1, u2  0. 
Îáû÷íî åãî îòáðàñûâàþò êàê íå 

èìåþùåå ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà. È âñ¸ 
æå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòî ðåøå-
íèå ìîæåò èìåòü íàãëÿäíóþ èíòåð-
ïðåòàöèþ. 

Ê ïðèìåðó, ïðåäñòàâèì ñåáå òà-
êóþ ñèòóàöèþ: âòîðîé áðóñîê çàìå-
íèëè íà ãîðêó (ðèñ. 3). Òîãäà âçàè-
ìîäåéñòâèå ïåðâîãî áðóñêà è ãîðêè 
ìàòåìàòè÷åñêè îïèñûâàåòñÿ òåìè 
æå óðàâíåíèÿìè (1) è (2). À ôèçè-  

 

 
 

Ðèñ. 3 
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÷åñêè ïðîèçîéä¸ò âîò ÷òî: áðóñîê, 
íàåçæàÿ íà ãîðêó, ñíà÷àëà íà÷í¸ò å¸ 
ðàçãîíÿòü, òîðìîçÿ ïðè ýòîì ñàì. 
Çàòåì, ñúåçæàÿ ñ ãîðêè, áðóñîê ñòà-
íåò ðàçãîíÿòüñÿ, à ãîðêà  òîðìî-
çèòü. Êîãäà æå áðóñîê ïîêèíåò ãîð-
êó, îí ïîåäåò äàëüøå ñ ïðåæíåé 
ñêîðîñòüþ, à ãîðêà îñòàíåòñÿ íåïî-
äâèæíîé. 

Âòîðîé ñïîñîá ðåøåíèÿ. 
Ïîñëå ïðèâåä¸ííîãî âûøå íà-

ïîëíåííîãî ìàòåìàòè÷åñêèìè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè ðåøåíèÿ íåëåãêî ïðåä-
ñòàâèòü, ÷òî ýòó çàäà÷ó ìîæíî áûëî 
áû ðåøèòü ïðàêòè÷åñêè óñòíî. È âñ¸ 
æå òàêîé ñïîñîá ðåøåíèÿ ñóùåñòâó-
åò! Òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå íóæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ÑÎÖÌ. 

Èç ôîðìóëû (**) îïðåäåëèì 
ñêîðîñòü ÖÌ áðóñêîâ, ó÷èòûâàÿ, 
÷òî â íàøåé çàäà÷å v1õ  v, v2õ  0 
(ðèñ. 4 à); êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî 
m1 = 3m2. Òîãäà ñêîðîñòü ÖÌ ñèñòåìû 
ðàâíà 

1 2
c

1 2 2 2

0 3 3
.

3 4

m v m v v
v

m m m m
Ïîñìîòðèì òåïåðü, êàê äâèæóòñÿ 

áðóñêè â ÑÎÖÌ (ðèñ. 4).  

СО «Земля» СОЦМ

m1 m2m1 m2

v

v 3v

3v

4 4

4

à   á  

СОЦМ СО «Земля»

m1 m2 m1 m2

v v

3v

3v 3v
4 2

4

4 2

â   ã 

Ðèñ. 4 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ïåð-
âîãî áðóñêà â ÑÎÖÌ âû÷òåì èç ìî-
äóëÿ åãî ñêîðîñòè v îòíîñèòåëüíî 
Çåìëè ìîäóëü ñêîðîñòè 3v/4 ÖÌ 
ñèñòåìû. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî 
áðóñîê m1 äâèæåòñÿ â ÑÎÖÌ ïåðåä 

ñòîëêíîâåíèåì âïðàâî ñî ñêîðîñòüþ 
v/4; àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, âèäèì, 
÷òî ñêîðîñòü áðóñêà ìàññîé m2  
ðàâíà 3v/4 è íàïðàâëåíà âëåâî 
(ðèñ. 4 á). Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî 
èìïóëüñû òåë â ÑÎÖÌ ðàâíû 
ïî âåëè÷èíå è ïðîòèâîïîëîæíû 
ïî íàïðàâëåíèþ  ýòî îáùàÿ çà-
êîíîìåðíîñòü äàííîé ÑÎ: â íåé 
ñóììàðíûé èìïóëüñ âñåõ òåë âñåãäà 
ðàâåí íóëþ.  

×òî ïðîèçîéä¸ò ñ èìïóëüñàìè 
òåë ïîñëå óäàðà? Êàæäûé èç íèõ 
ïîìåíÿåò òîëüêî ñâî¸ íàïðàâëåíèå 
íà ïðîòèâîïîëîæíîå, íå èçìåíèâ 
åãî âåëè÷èíû (ðèñ. 4 â). Ïî÷åìó?   
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàðóøèòñÿ ëèáî 
çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, ëèáî 
çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, à ýòî çà-
ïðåùåíî ñàìîé Ïðèðîäîé! 

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîäóëü ñêîðîñòè 
ïåðâîãî áðóñêà áóäåò ïî-ïðåæíåìó 
ðàâåí v/4, íî òåïåðü óæå âåêòîð 
ñêîðîñòè íàïðàâëåí âëåâî. (Èíôîð-
ìàöèÿ î äàëüíåéøåì äâèæåíèè 
âòîðîãî áðóñêà â ðåøåíèè äàííîé 
çàäà÷è íå íóæíà, íî îíà èìååòñÿ íà 
ðèñ. 4 â è 4 ã.) 

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìîãî îòâåòà 
îñòàëîñü ëèøü íå çàáûòü âåðíóòü-
ñÿ â ÑÎ, ñâÿçàííóþ ñ Çåìë¸é 
(ðèñ. 4 ã). Âû÷èòàÿ èç ñêîðîñòè 
3v/4 ÖÌ ñèñòåìû ñêîðîñòü v/4 
ïåðâîãî áðóñêà ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ 
â ÑÎÖÌ, ïðèõîäèì ê êîíå÷íîìó 
ðåçóëüòàòó: ñêîðîñòü ïåðâîãî áðóñ-
êà ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ â ÑÎ, ñâÿ-
çàííîé ñ Çåìë¸é, ðàâíà v/2  1 ì/ñ. 

Èòàê, êàê è áûëî îáåùàíî, çà-
äà÷à ðåøåíà ïðàêòè÷åñêè áåç èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ãðîìîçäêèõ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. 

Âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü ìîæåò 
çàìåòèòü: ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 
ïåðâûì ñïîñîáîì ìû íå ó÷èòûâàëè 
óïðîùàþùåå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, 
÷òî ìàññà ïåðâîãî áðóñêà âòðîå 
áîëüøå ìàññû âòîðîãî (÷òî äàëî 
çíà÷èòåëüíóþ ýêîíîìèþ âî âðåìå-
íè ïðè ðåøåíèè âòîðûì ñïîñîáîì). 

Ôèçèêà
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Êîíå÷íî, ïîäîáíîå óïðîùåíèå 
âàæíî óìåëî èñïîëüçîâàòü, è ïðîé-
òè ìèìî íåãî áûëî áû åäâà ëè ðà-
çóìíî. 

È âñ¸ æå êàê ïîñòóïàòü â îá-
ùåì ñëó÷àå, êîãäà ìàññû ñòàëêè-
âàþùèõñÿ òåë çàäàíû â áóêâåííîì 
âèäå: m1 è m2?  

Òîãäà óäîáíî ââåñòè êîýôôèöè-
åíò k  m1/m2, ïîêàçûâàþùèé îò-
íîøåíèå ìàññ áðóñêîâ. Èñïîëüçóåì 
ýòîò êîýôôèöèåíò äëÿ îïðåäåëåíèÿ 
ñêîðîñòè ÖÌ â îáùåì ñëó÷àå: 

1 2

1 2 2 2

0

1C
m v km v k

v v
m m km m k

. 

Ñîâåòóåì ÷èòàòåëÿì ñàìîñòîÿ-
òåëüíî çàíîâî ïðîäåëàòü âåñü õîä 
ðàññóæäåíèé â îáùåì ñëó÷àå, ïî-
äîáíî ðàññìîòðåííûì âûøå  äëÿ 
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ. Ïîëó÷åííûå âàìè 
ðåçóëüòàòû ìîæåòå ñîïîñòàâèòü ñ 
ðèñóíêàìè 5 à  5 ã. Ñëåäóåò îòìå-
òèòü, ÷òî ïðè k  1 (ò. å. ïðè m1  

m2) ñêîðîñòü áðóñêà ìàññîé m1 â 
ÑÎ, ñâÿçàííîé ñ Çåìë¸é, ïîëó÷èòñÿ 
îòðèöàòåëüíîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 
áðóñîê ìàññîé m1 áóäåò äâèãàòüñÿ 
âëåâî, ò. å. îòñêî÷èò íàçàä. 

СО «Земля» СОЦМ

m1 m2m1 m2

v

k

1

v
k 1�

k 1�
v

k

k 1�
v

à    á 

СОЦМ СО «Земля»

m1 m2 m1 m2

k

1 k�1

v
k 1�

k 1� k 1�
v v

k 2k
k 1� k 1�

v v

â   ã 

Ðèñ. 5 

Äâå ñëåäóþùèå çàäà÷è áóäåì 
ðåøàòü òîëüêî ñïîñîáîì ïåðåõîäà â 
ÑÎÖÌ, âíîâü äåìîíñòðèðóÿ åãî ýô-
ôåêòèâíîñòü. 

Çàäà÷à 2 (ÅÃÝ, 2009). Äâà øàðè-
êà, ìàññû êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ â 3 
ðàçà, âèñÿò, ñîïðèêàñàÿñü, íà âåðòè-
êàëüíûõ íèòÿõ. Ë¸ãêèé øàðèê îò-
êëîíÿþò íà óãîë 90  è îòïóñêàþò 
áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè (ðèñ. 6). Êà-
êèì áóäåò îòíîøåíèå èìïóëüñîâ 
òÿæ¸ëîãî è ë¸ãêîãî øàðèêîâ òîò÷àñ 
ïîñëå èõ àáñîëþòíî óïðóãîãî öåí-
òðàëüíîãî óäàðà? 

m M

Ðèñ. 6 

Ðåøåíèå ïîäîáíûõ çàäà÷ ðàçáè-
âàþò îáû÷íî íà äâà ýòàïà: 1) äâè-
æåíèå ïåðâîãî øàðèêà äî ñòîëêíî-
âåíèÿ ñî âòîðûì; 2) ïðîöåññ ñîóäà-
ðåíèÿ øàðèêîâ. 

Íà÷í¸ì ñ ðàññìîòðåíèÿ âòîðîãî 
ýòàïà. 

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñõîäñòâî 
äàííîé çàäà÷è ñ ïðåäûäóùåé è íà 
íåêîòîðûå èõ îòëè÷èÿ. Îäíî èç îá-
ùèõ ÷åðò óñëîâèé  ñîîòíîøåíèå 
ìåæäó ìàññàìè: èõ îòíîøåíèå â 
îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàâíî òð¸ì. Ïðàâäà, â 
äàííîé çàäà÷å íåïîäâèæåí áîëåå 
òÿæ¸ëûé øàð. 

Îïðåäåëèì ñíà÷àëà ñêîðîñòü ÖÌ: 
0

3 4C
mv mv v

v
m M m m

. 

Çíà÷èò, â ÑÎÖÌ ë¸ãêèé øàðèê 
äâèæåòñÿ ïåðåä óäàðîì âïðàâî ñî 
ñêîðîñòüþ 3v/4, à òÿæ¸ëûé  âëåâî 
ñî ñêîðîñòüþ v/4. Ïîñëå óäàðà èõ 
ñêîðîñòè â ÑÎÖÌ èçìåíÿò íàïðàâëå-
íèÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûå, íå èçìåíèâ 
ïðè ýòîì ñâîåãî ìîäóëÿ. (Îáÿçàòåëü-
íî ñäåëàéòå ïîÿñíÿþùèå ðèñóíêè!) 

Âåðí¸ìñÿ òåïåðü â ÑÎ, ñâÿçàí-
íóþ ñ Çåìë¸é. Â íåé ñêîðîñòü ë¸ãêî-
ãî øàðèêà ðàâíà ïî ìîäóëþ v/2 è 
íàïðàâëåíà âëåâî. Ñêîðîñòü òÿæ¸ëî-
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ãî òàêæå ðàâíà v/2, íî íàïðàâëåíà 
âïðàâî. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå îò-
íîøåíèå èìïóëüñîâ òÿæ¸ëîãî è ë¸ã-
êîãî øàðîâ ïîñëå óäàðà ðàâíî îòíî-
øåíèþ èõ ìàññ, ò. å. òð¸ì. 

Îòâåò. 3. 
«Ïîçâîëüòå,  ìîæåò âîçðàçèòü 

âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü,  à êàê æå 
áûòü ñ ïåðâûì ýòàïîì ðåøåíèÿ? 
Åãî-òî ìû âîîáùå íå èñïîëüçîâàëè!» 

Äåéñòâèòåëüíî, îòâåò â çàäà÷å íå 
çàâèñèò íè îò óãëà îòêëîíåíèÿ íèòè, 
íè îò ñêîðîñòè ë¸ãêîãî øàðèêà ïå-
ðåä óäàðîì! 

Òàêîãî â âàðèàíòàõ âñòóïèòåëü-
íûõ ýêçàìåíîâ ïðåæíèõ ëåò íå áû-
ëî. Ëþáîé øêîëüíèê ïðîøëîãî âåêà 
ðåãóëÿðíî ìîã ñëûøàòü îò ó÷èòåëÿ: 
«Â çàäà÷å ëèøíèõ äàííûõ íå áûâà-
åò!». Èíîãäà, ïðàâäà, ïîäîáíûå çà-
äà÷è ïîïàäàëè â ðàçðÿä çàäà÷-
ñîôèçìîâ. Òåïåðü æå, ñ ïðèõîäîì 
ÅÃÝ, íóæíî òâ¸ðäî çàïîìíèòü: çà-
äà÷è ñ èçáûòî÷íûìè äàííûìè ðåãó-
ëÿðíî âñòðå÷àþòñÿ ïðàêòè÷åñêè â 
ëþáûõ åãî âàðèàíòàõ.  

Çàäà÷à 3 (ÍÃÓ). Íà ãîðèçîíòàëü-
íîé ãëàäêîé ïëîñêîñòè â íà÷àëüíûé 
ìîìåíò ïîêîèòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ 
ðàìêà ìàññû m1, äëèíà áîëüøåé ñòî-
ðîíû êîòîðîé ðàâíà l (ðèñ. 7). Âíóòðè 
ðàìêè ïî ïëîñêîñòè ñî ñêîðîñòüþ v, 
ïàðàëëåëüíîé äëèííîé ñòîðîíå, 
íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ øàðèê ìàññû m2, 
êîòîðûé ïðîäîëæàåò äâèæåíèå, óäà-
ðÿÿñü î ñåðåäèíû êîðîòêèõ ñòîðîí 
ðàìêè. Íàéòè âðåìÿ ìåæäó óäàðàìè 
øàðèêà îá îäíó è òó æå êîðîòêóþ 
ñòîðîíó. Ðàçìåðàìè øàðèêà ïðåíå-
áðå÷ü. Ñ÷èòàòü óäàðû óïðóãèìè. 

l

m2

v

m1

Ðèñ. 7 

Íó, âîò ìû è äîáðàëèñü, íàêî-
íåö, äî çàäà÷è ñ ìàññàìè òåë, çà-
äàííûìè â îáùåì âèäå. Íè÷åãî 
ñòðàøíîãî: ðåøåíèå îêàæåòñÿ íå 
î÷åíü ñëîæíûì!  

Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¸ííîñòè øà-
ðèê âíà÷àëå íàõîäèòñÿ îêîëî ëåâîé 
ñòîðîíû ðàìêè. ßñíî, ÷òî ñ ïðàâîé 
ñòîðîíîé îí ñòîëêí¸òñÿ ÷åðåç âðåìÿ 

t1  l/v. 
À ÷òî ïðîèçîéä¸ò ïîñëå ïåðâîãî 

óäàðà? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ 
ðàññìîòðèì ïðîöåññ â ÑÎÖÌ. Ïîñëå 
ïåðâîãî ñòîëêíîâåíèÿ ñ ïðàâîé ñòî-
ðîíîé ðàìêè øàðèê íà÷í¸ò óäà-
ëÿòüñÿ îò íå¸, ïðèáëèæàÿñü ê ëåâîé 
ñòîðîíå. Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî â 
ÑÎÖÌ ïðè óïðóãîì ñòîëêíîâåíèè 
ìîäóëè èìïóëüñîâ òåë íå èçìåíÿ-
þòñÿ, ïîýòîìó ñîõðàíÿþòñÿ íåèç-
ìåííûìè ìîäóëè ñêîðîñòåé òåë, à 
íàïðàâëåíèÿ ìåíÿþòñÿ íà ïðîòèâî-
ïîëîæíûå. Ñëåäîâàòåëüíî, äî âòî-
ðîãî ñòîëêíîâåíèÿ øàðèê áóäåò 
äâèãàòüñÿ òî æå âðåìÿ t1, ïîýòîìó 
èñêîìîå âðåìÿ  

t  2t1  2l/v. 
Îòâåò. t  2l/v. 
Äëÿ ðåøåíèÿ äâóõ ïîñëåäíèõ 

çàäà÷ ìû áóäåì òîëüêî ñëåäèòü çà 
äâèæåíèåì ÖÌ ñèñòåìû èç ïðè-
âû÷íîé ÑÎ, ñâÿçàííîé ñ Çåìë¸é. 
Òàêîå íàáëþäåíèå çà ÖÌ è èçó÷å-
íèå åãî äâèæåíèÿ òàêæå ïîçâîëèò 
çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü ìàòåìàòè-
÷åñêèå âûêëàäêè. 

×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ðåøèì 
ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ñíîâà äâóìÿ 
ñïîñîáàìè. 

Çàäà÷à 4. Ñ ïîâåðõíîñòè Çåìëè 
áðîñèëè âåðòèêàëüíî ââåðõ êóñî-
÷åê ïëàñòèëèíà ñî ñêîðîñòüþ v0. 
Îäíîâðåìåííî òàêîé æå êóñî÷åê 
ïëàñòèëèíà íà÷àë ïàäàòü áåç 
íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ñ âûñîòû Í. 
Ïðè ñòîëêíîâåíèè êóñî÷êè ñëèï-
ëèñü. ×åðåç êàêîå âðåìÿ t ïîñëå 
íà÷àëà áðîñàíèÿ è ñ êàêîé ñêîðî-
ñòüþ v ñëèïøèéñÿ êîìîê óïàä¸ò íà 
Çåìëþ? 
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Ïåðâûé ñïîñîá ðåøåíèÿ. 
Ñòàíäàðòíîå ðåøåíèå äàííîé çà-

äà÷è ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ýòàïîâ.  
1) Îïðåäåëÿåì êèíåìàòè÷åñêè

âðåìÿ è ìåñòî ñòîëêíîâåíèÿ êóñî÷-
êîâ ïëàñòèëèíà, çàïèñàâ èõ óðàâíå-
íèÿ äâèæåíèÿ: 

2
1

0 1 12 01
0

2 ,

2

gt
h H

H
H v t t

vgt
h v t

 

2

2
02

gH
h H

v
.   (3) 

2) Çíàÿ âðåìÿ t1, íàõîäèì ñêîðî-
ñòè êóñî÷êîâ ïåðåä ñòîëêíîâåíèåì: 

1 0 1 0
0

gH
v v gt v

v
,

2 1
0

gH
v gt

v
. 

3) Ñ ïîìîùüþ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
èìïóëüñà îïðåäåëÿåì ñêîðîñòü v* 
êîìêà ïîñëå ñëèïàíèÿ êóñî÷êîâ: 

*
1 2

* 0
1 2

0

2

1
.

2 2

mv mv mv

v gH
v v v

v

  (4) 

4) Çàïèñûâàåì êèíåìàòè÷åñêîå
óðàâíåíèå äëÿ äàëüíåéøåãî äâèæå-
íèÿ êîìêà äî ïîâåðõíîñòè Çåìëè: 

2
* 2

20
2

gt
h v t ,    (5) 

ãäå t2  âðåìÿ äâèæåíèÿ ñëèïøåãîñÿ 
êîìêà äî ïàäåíèÿ. 

Ïîäñòàâèâ â âûðàæåíèå (5) çíà-
÷åíèÿ h è v* èç (3) è (4) ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâ-
íåíèå, â êîòîðîì âñå âåëè÷èíû, 
êðîìå âðåìåíè t2, èçâåñòíû: 

2
2 0
2 2 2

0 0

0
2 2 2

vg gH gH
t t H

v v
. 

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì t2: 
2

0 0 0
2

2 / 4

2

v gH v v gH
t

g

(çíàê «ìèíóñ» ïåðåä êâàäðàòíûì 
êîðíåì ìû îòáðîñèëè, ò. ê. t2 > 0). 

Èñêîìîå âðåìÿ t ðàâíî ñóììå 
âðåì¸í t1 è t2: 

2
0 0

1 2
4

2

v v gH
t t t

g
. 

Èòàê, ïåðâûé îòâåò ïîëó÷åí! 
5) Îñòàëîñü íàéòè ñêîðîñòü v

êîìêà â ìîìåíò ïàäåíèÿ. Äëÿ ýòîãî 
èç êèíåìàòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ 

2 *2

2

v v
h

g
âûðàçèì v: 

*2 2v v gh . 
Ïîäñòàâèâ ñþäà çíà÷åíèÿ h è v* 

èç (3) è (4) ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäå-
ëèì ïîñëåäíþþ â ýòîé çàäà÷å èñêî-
ìóþ âåëè÷èíó: 

2
0 4

2

v gH
v . 

Îòâåò: 
2

0 0 4
;

2

v v gH
t

g
 

2
0 4

.
2

v gH
v  

Âòîðîé ñïîñîá ðåøåíèÿ. 
Ïîïðîáóåì áûñòðåå ïðèéòè ê 

âåðíîìó îòâåòó, äëÿ ÷åãî ðàññìîò-
ðèì äâèæåíèå ÖÌ ñèñòåìû. 

Âíà÷àëå êóñî÷êè ïëàñòèëèíà 
íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ òî÷êàõ è èìåþò 
ðàçíûå ñêîðîñòè. ÖÌ ýòîé ñèñòåìû 
íàõîäèòñÿ íà âûñîòå Í0C  Í/2, à 
åãî ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ââåðõ è 
ðàâíà v0Ñ  v0/2 (äëÿ ðàñ÷¸òà ìû 
èñïîëüçîâàëè âûðàæåíèÿ (*) è (**)). 
Ïîñëå ñëèïàíèÿ êóñî÷êîâ îíè îêà-
çûâàþòñÿ â îäíîé òî÷êå ñ ÖÌ. 

Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî   ìû 
ðàññìàòðèâàåì äâèæåíèå òåëà, áðî-
øåííîãî âåðòèêàëüíî ââåðõ    ñî ñêî-
ðîñòüþ v0Ñ  v0/2 ñ âûñîòû Í0Ñ  Í/2.  

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïî-
ñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî îá-
ùåå âðåìÿ äâèæåíèÿ è êîíå÷íàÿ 
ñêîðîñòü, òî ðàçáèâàòü äâèæåíèå íà 
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îòäåëüíûå ó÷àñòêè íå íóæíî. Ýòî 
çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò ðåøåíèå. 

Èñêîìóþ ñêîðîñòü êîìêà â ìî-
ìåíò ïàäåíèÿ ìîæíî ëåãêî îïðåäå-
ëèòü, íàïðèìåð, èç çàêîíà ñîõðà-
íåíèÿ ýíåðãèè, çàïèñàííîãî äëÿ 
ÖÌ ñèñòåìû: 

2 2
0C

0
M

2 2C
v Mv

MgH

2
0C 02 .Cv v gH

Ïîäñòàâèâ â ýòî âûðàæåíèå çíà-
÷åíèÿ v0Ñ è Í0Ñ, ïîëó÷èì:  

2
0 4

2

v gH
v . 

Èç ôîðìóëû çàâèñèìîñòè êîîð-
äèíàòû îò âðåìåíè ïðè ñâîáîäíîì 
ïàäåíèè 

2

0 0 2
x

x
g t

x x v t , 

ãäå  
0

0 00, , , ,
2 2x x

vH
x x v g g  

îïðåäåëèì âðåìÿ t îò íà÷àëà äâè-
æåíèÿ äî ïàäåíèÿ:  

2
0

2
0 0

0
2 2 2

4
.

2

vH gt
t

v v gH
t

g
È âíîâü ïðåèìóùåñòâà âòîðîãî 

ñïîñîáà ðåøåíèÿ íå âûçûâàþò ñî-
ìíåíèé! 

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì çàäà-
÷ó, â êîòîðîé òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ 
òåë íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé. 

Çàäà÷à 5 (ÌÔÒÈ, 1984). Ñ ãîðè-
çîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè çåìëè áðî-
ñèëè ïîä óãëîì   45  ê ãîðèçîíòó 
êîìîê ñûðîé ãëèíû. Îäíîâðåìåííî 
êîìîê âòðîå áîëüøåé ìàññû áðîñèëè 
ñ ïîâåðõíîñòè çåìëè ïîä óãëîì    

60  ê ãîðèçîíòó, ïðè÷¸ì íà÷àëü-
íûå ñêîðîñòè êîìêîâ îêàçàëèñü ëå-
æàùèìè â îäíîé âåðòèêàëüíîé 
ïëîñêîñòè (ðèñ. 8). Â ðåçóëüòàòå 
ñòîëêíîâåíèÿ êîìêè ñëèïëèñü. Ïîä 
êàêèì óãëîì  ê ãîðèçîíòó óïàë íà 
çåìëþ ñëèïøèéñÿ êîìîê? 

m
α β 3m

1v
�

2v
�

Ðèñ. 8 

Êàê è â ðåøåíèè ïðåäûäóùåé çà-
äà÷è, ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÖÌ êîì-
êîâ. Òðàåêòîðèÿ åãî äâèæåíèÿ  ïà-
ðàáîëà (ïîïðîáóéòå äîêàçàòü ýòî 
óòâåðæäåíèå ñòðîãî). Çíà÷èò, êîìîê 
óïàä¸ò íà Çåìëþ ïîä òåì æå óãëîì, 
ïîä êîòîðûì äâèãàëñÿ â íà÷àëüíûé 
ìîìåíò åãî ÖÌ. Èìåííî ýòîò íà÷àëü-
íûé óãîë  ìû è áóäåì èñêàòü. 

Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â 
òî÷êå áðîñàíèÿ êîìêà ìàññû 3m, 
íàïðàâèâ îñü õ ãîðèçîíòàëüíî âëåâî, 
à îñü y  âåðòèêàëüíî ââåðõ. 

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (**) è àíàëî-
ãè÷íóþ äëÿ îñè y, îïðåäåëèì ïðîåê-
öèè ñêîðîñòè vCx è vCy ÖÌ â 
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè: 

2 1

2 1

3 cos cos

4

1 3 2
;

4 2 2

Cx
mv mv

v
m

v v
 (6) 

2 1

2 1

3 sin sin

4

1 3 2
3

4 2 2

Cy
mv mv

v
m

v v
 (7) 

(çäåñü v1 è v2  ñêîðîñòè êîìêîâ â 
ýòîò ìîìåíò). 

Ñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòÿìè v1 è v2
íàéä¸ì èç óñëîâèÿ, ÷òî â òî÷êå
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ñòîëêíîâåíèÿ, êîòîðîå ïðîèçîøëî ÷å-
ðåç âðåìÿ t, êîîðäèíàòà ïî îñè y ó 
êîìêîâ îäèíàêîâàÿ: 

2 2

1 2sin sin
2 2

gt gt
v t v t , 

îòêóäà 

2 1 1
sin 2

sin 3
v v v . 

Ïîäñòàâèâ íàéäåííîå çíà÷åíèå 

äëÿ v2 â (6) è (7), ïîëó÷èì: 

1
2

( 3 1)
8Cxv v ; 1

2

2Cyv v . 

Çíàÿ íàéäåííûå ïðîåêöèè, ëåãêî 
îïðåäåëèòü èñêîìûé óãîë: 

tg 2( 3 1)Cy

Cx

v

v
. 

Îòâåò. arctg 2( 3 1) .

Âûâîäû 
Èòàê, ìû óáåäèëèñü, ÷òî ïðè ðå-

øåíèè çàäà÷ íà ñòîëêíîâåíèå òåë áåç 
èñïîëüçîâàíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ 
ýíåðãèè è èìïóëüñà íå îáîéòèñü. Îä-
íàêî çàïèñûâàòü óðàâíåíèÿ, âûðà-
æàþùèå ýòè çàêîíû, âî ìíîãèõ ñëó-
÷àÿõ óäîáíåå â ÑÎÖÌ. Â íåé ìàòå-
ìàòè÷åñêèå âûêëàäêè óïðîùàþòñÿ, à 
ôèçè÷åñêèé ñìûñë ÿâëåíèé ñòàíî-
âèòñÿ ÿñíåå. 

Â äàííîé ñòàòüå áûë äåòàëüíî 
ðàññìîòðåí òîëüêî ëîáîâîé (öåí-

òðàëüíûé) àáñîëþòíî óïðóãèé óäàð 
è íåóïðóãîå ñòîëêíîâåíèå. Ìû 
ñîâåðøåííî íå êàñàëèñü èíòåðåñ-
íûõ çàêîíîìåðíîñòåé íåöåíòðàëüíî-
ãî ñòîëêíîâåíèÿ: ýòî òåìà îòäåëüíîé 
ñòàòüè. Îäíàêî è â òîì ñëó÷àå, êîãäà 
óäàð îêàçûâàåòñÿ íåöåíòðàëüíûì, 
èñïîëüçîâàíèå ÑÎÖÌ ïîçâîëÿåò âî 
ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ èçáàâèòüñÿ îò íå-
ðåäêî âñòðå÷àþùèõñÿ âåñüìà óòî-
ìèòåëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðà-
çîâàíèé. 

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 
1. Âî ñêîëüêî ðàç óìåíüøèòñÿ

ñêîðîñòü àëüôà-÷àñòèöû ïîñëå öåí-
òðàëüíîãî óïðóãîãî óäàðà î íåïî-
äâèæíûé ïðîòîí, ìàññà êîòîðîãî â 
÷åòûðå ðàçà ìåíüøå ìàññû àëüôà-
÷àñòèöû? (Îòâåò: â 5/3 ðàçà.) 

2. Â ìîìåíò íàèáîëüøåãî ñáëè-
æåíèÿ ÷àñòèö ïðè óïðóãîì ëîáîâîì 
ñòîëêíîâåíèè èõ ñêîðîñòè îäèíà-
êîâû è ðàâíû v. Êàêîâû ñêîðîñ-  
òè ýòèõ ÷àñòèö ïîñëå ðàçë¸òà, åñëè 
äî ñòîëêíîâåíèÿ îíè äâèãàëèñü     
ñî ñêîðîñòÿìè 3v è v/2? (Îòâåò: v; 
3v/2.) 

3. Ñíàðÿä, âûëåòåâøèé èç îðóäèÿ
ïîä íåêîòîðûì óãëîì ê ãîðèçîíòó, â 
âåðõíåé òî÷êå ñâîåé ïàðàáîëè÷åñêîé 
òðàåêòîðèè ðàçðûâàåòñÿ íà äâà 
îñêîëêà ðàâíîé ìàññû. Îäèí îñêîëîê 
ïîñëå âçðûâà âîçâðàùàåòñÿ ê îðóäèþ 
ïî ïðåæíåé òðàåêòîðèè. Ãäå óïàä¸ò

âòîðîé îñêîëîê? Óïàäóò ëè îáà îñêîë-
êà íà çåìëþ îäíîâðåìåííî? Ñîïðî-
òèâëåíèå âîçäóõà íå ó÷èòûâàòü. 
(Îòâåò. Âòîðîé îñêîëîê óïàä¸ò íà 
Çåìëþ âäâîå äàëüøå, ÷åì óïàë áû 
ñíàðÿä. Óïàäóò îäíîâðåìåííî.) 

4. (ÌÔÒÈ, 1984). Ñ ãîðèçîíòàëü-
íîé ïîâåðõíîñòè çåìëè áðîñèëè ïîä 
óãëîì  = 60î ê ãîðèçîíòó ñî ñêîðî-
ñòüþ v1 = 12 ì/ñ  êîìîê ñûðîé ãëè-
íû. Îäíîâðåìåííî êîìîê âäâîå 
áîëüøåé ìàññû áðîñèëè íàâñòðå÷ó 
ïåðâîìó ïîä óãëîì  = 30î ê ãîðè-
çîíòó, ïðè÷¸ì íà÷àëüíûå ñêîðîñòè 
êîìêîâ îêàçàëèñü ëåæàùèìè â îä-
íîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Â ðå-
çóëüòàòå ñòîëêíîâåíèÿ êîìêè ñëèï-
ëèñü. Íàéäèòå ñêîðîñòü (ïî ìîäóëþ) 
óïàâøåãî íà çåìëþ ñëèïøåãîñÿ êîì-
êà. (Îòâåò: 14 ì/ñ.) 

Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор 
Ìíîãîìóäðàÿ áåñåäà

 Èòàê, âû÷èñëåíèÿ ÿ ïðîâîæó â óìå, âîò ðåçóëüòàò... Ïðîâåðüòå åãî.
 Îòâåò âåðåí.
 Êàê âû óáåäèëèñü â ýòîì?
 Âû÷èñëèë â óìå.
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