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Î÷åíü ÷àñòî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà êîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ 
ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ çàäà÷àìè íà íàõîæäåíèå ïåðèîäà èëè ÷àñòîòû 
êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû â ïðåíåáðåæåíèè ñèëàìè òðåíèÿ â ñèñòåìå. 
Íàõîæäåíèå äàííûõ âåëè÷èí ïðè èñïîëüçîâàíèè çàêîíîâ Íüþòîíà 
ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ ðÿäîì òðóäíîñòåé, ÷òî îñîáåííî çàìåòíî, åñ-
ëè ðàññìàòðèâàåìàÿ êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà ñëîæíà, íàïðèìåð, ñî-
ñòîèò èç íåñêîëüêèõ òåë, ïðóæèí è ò. ä.  Â íàñòîÿùåé ïóáëèêàöèè 
îáñóæäàåòñÿ ñðàâíèòåëüíî óäîáíûé ìåòîä ðåøåíèÿ äàííîãî òèïà 
çàäà÷ íà îñíîâå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. 

1. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé

è ïðèìåð åãî ïðèìåíåíèÿ 

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïåðèîäà 
êîëåáàíèé ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè 
ïîìîùè ýíåðãåòè÷åñêîãî ìåòîäà 
ìîæíî ðàçáèòü íà òðè âàæíûõ ýòàïà: 

1) çàïèñü âûðàæåíèÿ äëÿ ïîë-
íîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè êîëåáà-
òåëüíîé ñèñòåìû; 

2) äèôôåðåíöèðîâàíèå äàííîãî
âûðàæåíèÿ ïî âðåìåíè è ïîëó÷åíèå 
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ êî-
ëåáàíèé äàííîé ñèñòåìû; 

3) íàõîæäåíèå ïåðèîäà êîëåáà-
íèé ñèñòåìû. 

Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà 
ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëåäóþùóþ 
çàäà÷ó, â êîòîðîé ìû ïðèìåíèì 
îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì. 

Çàäà÷à 1. Íàéòè ïåðèîä êîëå-
áàíèé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñî-
ñòîÿùåé èç äâóõ íåâåñîìûõ ïðó-
æèí ñ êîýôôèöèåíòàìè æ¸ñòêîñòè 

1k  è 2k  è ãðóçà ìàññîé m  (ðèñ. 1). 

Òðåíèå íå ó÷èòûâàòü. Â ïîëîæå-
íèè ðàâíîâåñèÿ ïðóæèíû íå äå-
ôîðìèðîâàíû. 

m
k1 k2

0 x

Ðèñ. 1 
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Энергетический метод 
определения периода колебаний 

механических систем

m
k1 k2

0 x



Ðåøåíèå. Ïóñòü ìãíîâåííîå ñìå-
ùåíèå ãðóçà ïðè êîëåáàíèÿõ äàííîé  
êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû èç ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ 
íåêîòîðîé êîîðäèíàòîé x  (îñü Ox 

íàïðàâëåíà ãîðèçîíòàëüíî, à íà÷àëî 
êîîðäèíàò ñîâìåùåíî ñ ïîëîæåíè-
åì ðàâíîâåñèÿ ãðóçà). Òîãäà ïîëíàÿ 
ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êîëåáàòåëü-

íîé ñèñòåìû W  â äàííûé ìîìåíò 

âðåìåíè ðàâíà ñóììå êèíåòè÷åñêîé 
ýíåðãèè ãðóçà è ïîòåíöèàëüíûõ 
ýíåðãèé äâóõ ïðóæèí: 

2 22

1

2 2 2

k x k xm
W=

2 ,
v

ãäå v  – ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü ãðóçà.

Ïðîèçâîäíàÿ ïîëíîé ìåõàíè÷å-
ñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû ïî âðåìåíè 
ðàâíà íóëþ, òàê êàê îíà ÿâëÿåòñÿ 
ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé ïðè îòñóòñò-
âèè â ñèñòåìå ñèë òðåíèÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî: 

2 0.
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2 2

1

2 2 2

k x k x mv
 (1) 

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçâîä-
íóþ êîîðäèíàòû ãðóçà x  ïî âðåìå-

íè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç ìãíî-
âåííóþ ñêîðîñòü ãðóçà â äàííûé 

ìîìåíò âðåìåíè: ( ) ( ).v t x t  Èñïîëü-

çóÿ ýòî ðàâåíñòâî è âû÷èñëÿÿ òðè 
ïðîèçâîäíûå â (1), ïîëó÷èì: 

1 22 2 2 0.
2 2 2

k k m
xx xx x x

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ïðîèçâîä-
íóþ îò ïîëíîé ýíåðãèè ïî âðåìåíè 
çäåñü ñëåäóåò áðàòü êàê ïðîèçâîä-
íóþ ñëîæíîé ôóíêöèè, òàê êàê â 
âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè âðå-
ìÿ âõîäèò íå ÿâíî, à òîëüêî ëèøü 

÷åðåç ôóíêöèþ çàâèñèìîñòè êîîð-

äèíàòû îò âðåìåíè ( ).x x t
Âûíåñåì çà ñêîáêè ìíîæèòåëü 

,mx  ñòîÿùèé ïåðåä âòîðîé ïðîèç-

âîäíîé êîîðäèíàòû: 

  1 2 0.
k k

mx x x
m

⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

     (2) 

Îòêóäà ïîëó÷àåì  

0mx   (3)  

èëè  

   1 2 0.
k k

x x
m

 (4) 

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóåò 

ñëó÷àþ, êîãäà 0x  è ïðè ýòîì ïîë-

íàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ. 
Ýòî çíà÷èò, ÷òî êîëåáàòåëüíàÿ ñèñ-
òåìà ïðîñòî ïîêîèòñÿ â ïîëîæåíèè 
ðàâíîâåñèÿ. À ïîñêîëüêó êîëåáàíèÿ 
ïðè ýòîì íå ñîâåðøàþòñÿ, òî íàñ 
ýòîò ñëó÷àé íå î÷åíü èíòåðåñóåò. 
Îáðàòèìñÿ òåïåðü êî âòîðîìó óðàâ-
íåíèþ. Îíî ïî âèäó ñîâïàäàåò ñ 
óðàâíåíèåì ñâîáîäíûõ ãàðìîíè÷å-
ñêèõ êîëåáàíèé. Èçâåñòíî, ÷òî ìíî-
æèòåëü, ñòîÿùèé ïðè êîîðäèíàòå ,x  

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò êðóãî-

âîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé 2
0.  Â äàí-

íîì ñëó÷àå 
2 1 2
0 .

k k

m
 Îêîí÷àòåëü-

íî ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ïåðèî-
äà êîëåáàíèé ñèñòåìû â âèäå: 

m

0
1 2

2 / 2 .T
k k

Õîðîøî âèäíî, ÷òî ïðè îòñóò-
ñòâèè â äàííîé êîëåáàòåëüíîé 
ñèñòåìå îäíîé èç ïðóæèí ýíåðãå-
òè÷åñêèé ìåòîä ïðèâîäèò ê âåð-
íîìó ðåçóëüòàòó â õîðîøî èç-
âåñòíîì òðèâèàëüíîì ñëó÷àå ïðî-
ñòîãî ìàÿòíèêà íà ïðóæèíå, ò. å. 
ê ôîðìóëå ïåðèîäà êîëåáàíèé  

2 .
m

k
T  

Çàìå÷àíèå. Êàê âèäíî èç ðå-
øåíèÿ, ïîñëå çàïèñè óðàâíåíèÿ (2) 
ìîæíî ñðàçó ïåðåõîäèòü ê ðàñ-
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ñìîòðåíèþ óðàâíåíèÿ ãàðìîíè÷å-
ñêèõ êîëåáàíèé (4), ò. ê. óðàâíå-
íèå (3) êîëåáàòåëüíîìó äâèæåíèþ 

íå ñîîòâåòñòâóåò. Ïîýòîìó âî âñåõ 
çàäà÷àõ, ïðèâåä¸ííûõ íèæå, ìû 
òàê è áóäåì ïîñòóïàòü.

2. Áîëåå ñëîæíûå êîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû

Çàäà÷à 2. Îïðåäåëèòü ïåðèîä 
ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿ-
ùåé èç íåâåñîìîãî æ¸ñòêîãî ñòåðæ-

íÿ äëèíîé ,l  íà êîíöå êîòîðîãî çà-

êðåïëåíà òî÷å÷íàÿ ìàññà m,  à ñåðå-

äèíà ñòåðæíÿ ïðèêðåïëåíà ê ñòåíå 

ïðè ïîìîùè ïðóæèíû æ¸ñòêîñòè k  

(ðèñ. 2). Òðåíèå â êðåïëåíèÿõ è î 
âîçäóõ íå ó÷èòûâàòü. Ñ÷èòàòü, ÷òî 
êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò â âåðòèêàëü-
íîé ïëîñêîñòè, ñîâïàäàþùåé ñ ïëîñ-
êîñòüþ ðèñóíêà. Â ïîëîæåíèè ðàâ-
íîâåñèÿ ñòåðæåíü âåðòèêàëåí, à îñü 
ïðóæèíû ïåðïåíäèêóëÿðíà åìó.  

Ðèñ. 2 

Ðåøåíèå. Ïóñòü ìãíîâåííîå ïî-
ëîæåíèå ñòåðæíÿ ïðè êîëåáàíèÿõ â 
âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè õàðàêòåðè-
çóåòñÿ åãî óãëîì îòêëîíåíèÿ îò âåð-
òèêàëè .  Íóëåâîé óðîâåíü ïîòåí-

öèàëüíîé ýíåðãèè ãðóçà â ïîëå ñèë 
òÿãîòåíèÿ âûáðàí ïðè âåðòèêàëüíîì 
ðàñïîëîæåíèè ñòåðæíÿ. Ïîëíàÿ ìå-
õàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ äàííîé êîëåáà-
òåëüíîé ñèñòåìû ïîñòîÿííà è  ìî-
æåò áûòü çàïèñàíà â âèäå: 

(1 cos )
kx

gl
2 2

const,
2 2

mv

m

ãäå v  – ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü ãðóçà,

g  – óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ,

x  – ìãíîâåííàÿ êîîðäèíàòà, çàäàþ-

ùàÿ ãîðèçîíòàëüíîå îòêëîíåíèå ñåðå-
äèíû ñòåðæíÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-

ñèÿ ñèñòåìû. Îñü Ox âûáåðåì ãîðè-
çîíòàëüíîé, à íà÷àëî êîîðäèíàò ñî-
âìåñòèì ñ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ.  

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ( /2)sinx l  è

,v l  à òàêæå óñëîâèÿ ìàëîñòè

óãëà îòêëîíåíèÿ sin  è

2cos 1 /2,    ïîëó÷èì:

2 2 2 2 2

2 2 2 4
const.

ml k l
mgl

Äàëåå, âçÿâ ïðîèçâîäíûå îò ëå-
âîé è ïðàâîé ÷àñòåé äàííîãî óðàâ-
íåíèÿ, íàõîäèì: 

2
2 2 2 2 0.

4

kl
ml mgl

Âûíåñåì çà ñêîáêè ìíîæèòåëü 
22 ,ml  ñòîÿùèé ïåðåä âòîðîé ïðî-

èçâîäíîé  óãëà: 

2 2 ( ) 0.
4

g k
ml

l m
Îòêóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå, îïèñû-
âàþùåå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ â äàí-
íîé ñèñòåìå: 

4
0.

4

kl mg

ml
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Èç óðàâíåíèÿ íàõîäèì êâàäðàò êðó-
ãîâîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé: 

2 4
.

4

kl mg

ml
 

Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðèîä êîëåáàíèé 
ðàâåí: 

2 4
2 .

4

ml
T

kl mg
 

Çàäà÷à 3. Îäèí êîíåö æ¸ñòêîãî íå-

âåñîìîãî ñòåðæíÿ äëèíû l  øàðíèðíî 

çàêðåïë¸í íà îñè À, à äðóãîé êîíåö 

ïðèêðåïë¸í ê ïðóæèíå æ¸ñòêîñòüþ k  
(ðèñ. 3). Íà ðàññòîÿíèè a  îò øàðíèðà 

íà ñòåðæíå çàêðåïë¸í ãðóç ìàññîé .m  

Ñèñòåìà ìîæåò ñîâåðøàòü êîëåáàíèÿ 
â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, ñîâïà-
äàþùåé ñ ïëîñêîñòüþ ðèñóíêà, âî-
êðóã âåðòèêàëüíîé îñè À. Â ïîëî-
æåíèè ðàâíîâåñèÿ ñòåðæåíü ãîðè-
çîíòàëåí, à ïðóæèíà íå äåôîðìè-
ðîâàíà è ïåðïåíäèêóëÿðíà ñòåðæ-
íþ. Íàéòè ïåðèîä ìàëûõ êîëåáà-
íèé ãðóçà. 

A m
k

a l
0

x

Ðèñ. 3 

Ðåøåíèå. Ïóñòü ìãíîâåííîå ïî-
ëîæåíèå ãðóçà ïðè êîëåáàíèÿõ õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ íåêîòîðîé êîîðäèíà-
òîé .x  Îñü Ox ðàñïîëîæèì â ïëîñ-

êîñòè êîëåáàíèé, à íà÷àëî êîîðäè-
íàò ñîâìåñòèì ñ ïîëîæåíèåì ðàâíî-
âåñèÿ ãðóçà ñèñòåìû. Ïîëíàÿ ìåõà-
íè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êîëåáàòåëüíîé 
ñèñòåìû èìååò âèä: 

mxkd
22

const,
2 2

        (5)

ãäå d  – äåôîðìàöèÿ ïðóæèíû. Èñ- 

ïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ äåôîðìà-

öèè ïðóæèíû ( / ) ,d l a x  ïðîäèôôå-

ðåíöèðóåì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè 
âûðàæåíèÿ (5): 

2
2 2 0.

kl m
xx x x

a

2

22

Âûíåñåì çà ñêîáêè ìíîæèòåëü  

:mx

⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎝ ⎠

2

2
0.

kl
mx x x

ma
 

Îòêóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå, 
îïèñûâàþùåå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ 
â  äàííîé  ñèñòåìå: 

2

2
0.

kl
x x

ma
Îòñþäà ïåðèîä êîëåáàíèé ñèñòåìû: 

2 .
a m

T
l k

 

Çàìåòèì, ÷òî ïðè a l  äàííàÿ

ôîðìóëà ïåðåõîäèò â èçâåñòíóþ 
ôîðìóëó ïåðèîäà êîëåáàíèé ãðóçà 
íà ïðóæèíå. 

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ýíåðãåòè÷å-
ñêèé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ïåðèîäà è 
÷àñòîòû êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ïî-
çâîëÿåò áûñòðî ïîëó÷èòü æåëàåìûé 
ðåçóëüòàò  ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäà-
ìè, èñïîëüçóþùèìè çàêîíû äèíàìè-
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êè Íüþòîíà. Âñ¸ ýòî äåëàåò ýíåðãå-
òè÷åñêèé ìåòîä êðàéíå óäîáíûì è 

ïðîñòûì äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíîãî ðî-
äà çàäà÷. 

3. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 4. Íàéòè ïåðèîä êîëå-
áàíèé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, èçî-
áðàæ¸ííîé íà ðèñóíêå 4. Ìàññîé 
áëîêà, òðåíèåì â åãî îñè, à òàêæå 
òðåíèåì ãðóçà î ïîâåðõíîñòü ïðå-
íåáðå÷ü. Íèòü ïðè êîëåáàíèÿõ îñ-
òà¸òñÿ íàòÿíóòîé. Ó÷åñòü, ÷òî â 
ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ïðóæèíà 
óæå íàïðÿæåíà. 

Îòâåò: 2 .
M m

T
k

 

Ðèñ. 4 

Çàäà÷à 5. Íàéòè ïåðèîä ìàëûõ 
êîëåáàíèé ìàÿòíèêà, ñîñòîÿùåãî èç 
íåâåñîìîãî æ¸ñòêîãî ñòåðæíÿ äëèíîé 

2l  è äâóõ ãðóçîâ ìàññàìè 1m  è 2,m
ïðèêðåïë¸ííûõ ê ñòåðæíþ íà ðàñ-

ñòîÿíèÿõ 1l  è 2l  îò òî÷êè ïîäâåñà

ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 5). Êîëåáà-
íèÿ ïðîèñõîäÿò â âåðòèêàëüíîé 
ïëîñêîñòè. Òðåíèå â îñè âðàùå-
íèÿ è î âîçäóõ íå ó÷èòûâàòü. 

Ðèñ. 5 

Îòâåò: 

2 2
1 1 2 2

1 1 2 2
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Çàäà÷à 6. Êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòå-
ìà, ñîñòîÿùàÿ èç ë¸ãêîãî è æ¸ñòêîãî 
ñòåðæíÿ, øàðèêà ìàññîé m  è äâóõ 

íåâåñîìûõ ïðóæèí ñ êîýôôèöèåí-

òàìè æ¸ñòêîñòè 1k  è 2,k  ìîæåò ñî-

âåðøàòü êîëåáàíèÿ â ãîðèçîíòàëü-
íîé ïëîñêîñòè, ñîâïàäàþùåé ñ ïëîñ-
êîñòüþ ðèñóíêà, âîêðóã âåðòèêàëü-
íîé îñè O (ðèñ. 6). Â ïîëîæåíèè 
ðàâíîâåñèÿ ïðóæèíû íå äåôîðìè-
ðîâàíû è ïåðïåíäèêóëÿðíû 
ñòåðæíþ. Òî÷êè êðåïëåíèÿ ïðóæèí 
ê ñòåðæíþ äåëÿò åãî íà òðè ðàâíûå 
÷àñòè. Îïðåäåëèòü ïåðèîä ìàëûõ 
êîëåáàíèé ñòåðæíÿ. Òðåíèåì â ñèñ-
òåìå ïðåíåáðå÷ü. 
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Ðèñ. 6 

Îòâåò: 
1 2
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