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Ìóêóøåâ Áàçàðáåê Àãçàøóëû 
Äîêòîð ïåäàãîãè÷åñêèõ íàóê, 

ïðîôåññîð êàôåäðû ôèçèêè 
Ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà 

èì. Øàêàðèìà ã. Ñåìåé, 
îáëàäàòåëü ãîñóäàðñòâåííîãî ãðàíòà Ðåñïóáëèêè 

Êàçàõñòàí «Ëó÷øèé ïðåïîäàâàòåëü âóçà-2012».

Ýêñïîíåíöèàëüíûå çàâèñèìîñòè 
â ôèçèêå 

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðàñêðûòèþ ôèçè÷åñêîé ñóùíîñòè ýêñïîíåí-
öèàëüíûõ çàâèñèìîñòåé, ãäå ÷èñëî å çàíèìàåò öåíòðàëüíîå ìåñòî. 
Â íåé ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû èç ðàçëè÷íûõ ðàçäåëîâ ôèçèêè, îáú-
åäèíÿþùèì ôàêòîðîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàê-
òåð ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 

Ââåäåíèå 

Íàâåðíî, ëþáîé àáèòóðèåíò èëè 
ñòàðøåêëàññíèê íà âîïðîñ, ÷òî òà-
êîå ÷èñëî å, îòâåòèò: å  îñíîâàíèå 
íàòóðàëüíûõ ëîãàðèôìîâ. Åñëè 
ïîïðîñèòü îïðåäåëèòü ýòî ÷èñëî 
áîëåå ñòðîãî è âû÷èñëèòü åãî, îí 
ìîæåò ïðèâåñòè ñëåäóþùèå ôîð-
ìóëû: 

1
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n
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èëè  

×òî òàêîå ýêñïîíåíöèàëüíàÿ çàâèñèìîñòü? 

Â ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå ÷àñòî 
âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è, ãäå ñêîðîñòü 
èçìåíåíèÿ íåêîòîðîé âåëè÷èíû 
ïðîïîðöèîíàëüíà óæå äîñòèãíóòîìó 
çíà÷åíèþ ñàìîé ýòîé âåëè÷èíû. 
Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ïðèðîñò 
ôèíàíñîâîãî ñîñòîÿíèÿ êàêîãî-ëèáî 
áàíêà: êîãäà ìû ãîâîðèì, ÷òî ïðè-
ðîñò àêòèâà áàíêà ñîñòàâëÿåò, ñêà-

æåì, 10% â ãîä, òî òåì ñàìûì 
óòâåðæäàåì, ÷òî ñêîðîñòü ýòîãî 
ïðèðîñòà ïðîïîðöèîíàëüíà òåêóùå-
ìó îáú¸ìó àêòèâà áàíêà. Â ýòîì 
ïðèìåðå ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïîëî-
æèòåëüíà. Ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð 
è ñ îòðèöàòåëüíîé ñêîðîñòüþ. Ðàñ-
ñìîòðèì äèíàìèêó èçìåíåíèÿ ÷èñëà 
áàêòåðèé êîëîíèè â óñëîâèÿõ âûìè-
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Âñ¸ ýòî òàê, íî, êàê èçâåñòíî, 

÷èñëî å âõîäèò âî ìíîæåñòâî ôîð-
ìóë è óðàâíåíèé â ìàòåìàòèêå, ôè-
çèêå, õèìèè, áèîëîãèè, òàêæå â ýêî-
ëîãèè è ýêîíîìèêå. ×èñëî å ñóãóáî 
ìåæäèñöèïëèíàðíîå ÷èñëî, âñòðå-
÷àþùååñÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèÿõ, îïèñûâàþùèõ ðàçëè÷íûå 
ãðàíè æèâîãî è íåæèâîãî ìèðà. 
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ðàíèÿ (ïðè íåõâàòêå êîðìîâ, ïðè 
ïëîõîì òåìïåðàòóðíîì ðåæèìå è 
äð.). Ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, 
÷òî ñðåäíåå êîëè÷åñòâî áàêòåðèé, 
âûìèðàþùèõ çà ìàëûé ïðîìåæóòîê 
âðåìåíè, ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷å-
ñòâó èìåþùèõñÿ æèâûõ áàêòåðèé.  

Îáîçíà÷èì ÷åðåç y(t) çíà÷åíèå 
ðàññìàòðèâàåìîé âåëè÷èíû â ìîìåíò 
âðåìåíè t. ×åðåç y ìû îáîçíà÷èì 
èçìåíåíèå âåëè÷èíû ó çà ìàëûé 
ïðîìåæóòîê t îò t äî t  t,  
òî åñòü 

( ) ( ).y y t t y t
 Ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ âåëè÷è-

íû ó ìîæíî ïðèáëèæ¸ííî ïðåäñòà-

âèòü îòíîøåíèåì .
ó

t
 Åñëè äëÿ âå-

ëè÷èíû ó ñêîðîñòü å¸ èçìåíåíèÿ â 
ìîìåíò âðåìåíè t ïðîïîðöèîíàëüíà 
äîñòèãíóòîìó çíà÷åíèþ y(t) ýòîé 
âåëè÷èíû, òî ìû ïðèõîäèì ê ñîîò-
íîøåíèþ  

 ,
ó

y
t
k

ãäå k  êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè. Ýòîò êîýôôèöèåíò ìîæåò 
áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì 
(íàïðèìåð, â ïðîöåññå ïðèðîñòà àê-
òèâà áàíêà), òàê è îòðèöàòåëüíûì 
(íàïðèìåð, â ïðîöåññå âûìèðàíèè 
áàêòåðèé). 

Ïðè t   ýòî ñîîòíîøåíèå 
ìîæíî ïèñàòü â òàêîì âèäå: 

 .
dó

dt
ky

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ 
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåð-
âîãî ïîðÿäêà. Ñ íèì øêîëüíèêè 
ñòàðøèõ êëàññîâ çíàêîìû èç êóðñà 
ìàòåìàòèêè. Ðåøåíèå ýòîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:  

( ) 0 ,kty t y e  (1) 

Ýêñïîíåíöèàëüíûå çàâèñèìîñòè, ñâÿçàííûå  
ñî ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí 

Ñëåäóþùèå ïðèìåðû îòíîñÿòñÿ 
ê èçó÷åíèþ ýêñïîíåíöèàëüíûõ çàâè-
ñèìîñòåé, â êîòîðûõ öåíòðàëüíîå 
ìåñòî çàíèìàåò ñèòóàöèÿ, êîãäà ñêî-
ðîñòü èçìåíåíèÿ íåêîòîðîé ôèçè÷å-
ñêîé âåëè÷èíû ïðîïîðöèîíàëüíà ñà-
ìîé ýòîé âåëè÷èíå.  

Çàäà÷à 1. Êàòåð ìàññîé m äâè-
æåòñÿ ïî îçåðó ñî ñêîðîñòüþ v0.  
Â ìîìåíò t  0 âûêëþ÷èëè åãî äâè-
ãàòåëü. Ñ÷èòàÿ ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ 

âîäû äâèæåíèþ êàòåðà ïðîïîðöèî-
íàëüíîé åãî ñêîðîñòè F  rv, íàéòè 
ñêîðîñòü êàòåðà â çàâèñèìîñòè îò 
âðåìåíè. 

Ðåøåíèå. Ïîñëå âûêëþ÷åíèÿ 
äâèãàòåëÿ êàòåð äâèæåòñÿ òîëüêî 
ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ 
âîäû. Ïîýòîìó óðàâíåíèå äâèæåíèÿ 
êàòåðà â ñêàëÿðíîì âèäå: 

 ,  ,rv ma r
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d

ãäå ó(0) íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíûì 
óñëîâèåì, ò. å. ýòî çíà÷åíèå âåëè÷è-
íû ó â ìîìåíò âðåìåíè t  0, å  îñ-
íîâàíèå íàòóðàëüíûõ ëîãàðèôìîâ. 

Ôóíêöèè çàâèñèìîñòè îò íåêîòî-
ðûõ âåëè÷èí, ñîäåðæàùèå ÷èñëî å, 
íàçûâàþò ýêñïîíåíòàìè. Ôîðìóëó (1) 
â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïèøóò òàê: 

( ) 0 exp( ).y t y kt

0
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èëè 
dv
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Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íàçûâàåò-

ñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì 
ïåðâîãî ïîðÿäêà.  

Çíà÷èò, óáûâàíèå ñêîðîñòè êàòå-
ðà ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî ñàìîé 
ñêîðîñòè êàòåðà. 

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 
íàïèøåì â òàêîé ôîðìå: 
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Èíòåãðèðóÿ ýòî âûðàæåíèå 
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Çàäà÷à 2. Íàéòè çàêîí èçìåíå-
íèÿ ìàññû ðàêåòû ñî âðåìåíåì, åñëè 
ðàêåòà äâèæåòñÿ â îòñóòñòâèå 
âíåøíèõ ñèë ñ ïîñòîÿííûì óñêîðå-
íèåì à, ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ ãàçà îò-
íîñèòåëüíî ðàêåòû ïîñòîÿííà è ðàâ-
íà u, à å¸ ìàññà â íà÷àëüíûé ìîìåíò 
ðàâíà m0.  

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç m 
ìàññó ðàêåòû ñ òîïëèâîì, v ñêîðîñòü 
å¸ â ìîìåíò âðåìåíè t. Èìïóëüñ ñè-
ñòåìû òåë «ðàêåòà  âûõëîïíûå ãà-
çû» îñòà¸òñÿ íåèçìåííûì, ïîñêîëü-
êó íà ýòó ñèñòåìó íå äåéñòâóþò 
âíåøíèå ñèëû. Ïóñòü 1  P mv  å¸
èìïóëüñ â ìîìåíò âðåìåíè t äî îò-
äåëåíèÿ ìàññû âûõëîïíîãî ãàçà dm, 
à â ïîñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè 
t t  ïîñëå îòäåëåíèÿ dm: 

2 ( )( ) ( ).dP m dm v dm uv v

Òàê êàê P1  P2, çàïèøåì: 

( )( ) ( ).v dmv m dm dm u vv
Îòêóäà 

 .
dv

v
dm m

u d

Ïîñêîëüêó u  dv, dv  adt, 
íàïèøåì: 

1
 .mm
u

d adt

Ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ìàññû âûðàæà-
åòñÿ â òàêîì âèäå:  

,
dm a

m
dt u

èëè 

.
dm a

dt
m u

Ïðîèíòåãðèðîâàâ 
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dt
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ïîëó÷èì: 
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 Çàäà÷à 3. Íàéòè äàâëåíèå âîçäó-
õà â îòêà÷èâàåìîì ñîñóäå êàê ôóíê-
öèþ âðåìåíè îòêà÷êè t. Îáú¸ì ñîñó-
äà V, ïåðâîíà÷àëüíîå äàâëåíèå p0. 
Ïðîöåññ ñ÷èòàòü èçîòåðìè÷åñêèì è 
ñêîðîñòü îòêà÷êè íå çàâèñÿùåé îò 
äàâëåíèÿ è ðàâíîé Ñ.  

Ïðèìå÷àíèå. Ñêîðîñòüþ îòêà÷-
êè íàçûâàþò îáú¸ì ãàçà, îòêà÷èâàå-
ìûé çà åäèíèöó âðåìåíè, ïðè÷¸ì 
ýòîò îáú¸ì èçìåðÿåòñÿ ïðè äàâëå-
íèè ãàçà â äàííûé ìîìåíò. 

Ðåøåíèå. Çà âðåìÿ dt îáú¸ì îò-
êà÷êè ãàçà ðàâåí dV  Cdt. 

Ïîñêîëüêó ïðîöåññ èçîòåðìè÷å-
ñêèé, íàïèøåì:  

pV  const, 
îòêóäà  

d(pV)  Vdp  pdV  0, 
èëè 

  .
dp dV

p V

Ñëåäîâàòåëüíî,  
dð

ð
,  èëè

C
dt
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C
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Ïðîèíòåãðèðîâàâ 
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íàéä¸ì óðàâíåíèå äàâëåíèÿ ãàçà â 
çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè: 

 
0 .
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Çàäà÷à 4. Ðàäèóñû îáêëàäîê 
ñôåðè÷åñêîãî êîíäåíñàòîðà ðàâíû à 
è b, ïðè÷¸ì à  b. Ïðîñòðàíñòâî 
ìåæäó îáêëàäêàìè çàïîëíåíî îäíî-
ðîäíûì âåùåñòâîì ñ äèýëåêòðè÷å-
ñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ  è óäåëüíûì 
ñîïðîòèâëåíèåì . Ïåðâîíà÷àëüíî 
êîíäåíñàòîð íå çàðÿæåí. Â ìîìåíò 
t  0 âíóòðåííåé îáêëàäêå ñîîáùèëè 
çàðÿä q0. Íàéòè çàêîí èçìåíåíèÿ âî 
âðåìåíè çàðÿäà íà âíóòðåííåé îá-
êëàäêå. 

Ðåøåíèå. Âíà÷àëå âû÷èñëèì ñî-
ïðîòèâëåíèå ìåæäó îáêëàäêàìè. 
Ðàññìîòðèì ñôåðè÷åñêèé ñëîé ñðå-
äû ìåæäó ýëåêòðîäàìè, íàõîäÿùèé-
ñÿ íà ðàññòîÿíèè r è èìåþùèé òîë-
ùèíó dr. Ïîñêîëüêó òîê ÷åðåç ñðåäó 
òå÷¸ò (â ñèëó ñèììåòðèè) ïåðïåíäè-
êóëÿðíî ýòîìó ñëîþ, åãî ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ïðîâîäíèê ñ äëèíîé 
dr è ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ 
4πr2. Ñîïðîòèâëåíèå òàêîãî ïðîâîä-
íèêà íàéä¸ì ïóò¸ì èíòåãðèðîâàíèÿ 
ïî r îò a äî b: 

2

1 1
.

44

b

a

dr

a br
R

Çàïèøåì ôîðìóëó ¸ìêîñòè ñôå-
ðè÷åñêîãî êîíäåíñàòîðà: 

0 .4
ab

b
C

a
Èçâåñòíî, ÷òî 

  ,dq Idt  ,I
U

R
 .U

q

C
Îòñþäà 

,
q
dt

C
d

R
q

èëè 
1

 
dq

q
dt CR

(ñêîðîñòü óáûâàíèÿ êîëè÷åñòâà çà-
ðÿäà íà êîíäåíñàòîðå). Ïåðåïèøåì: 

 .
dq dt

q CR
Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî âûðàæåíèå: 

2

1

q

q

dq

q
0

,
t
dt

CR
 

ãäå 

 
0 .CR

 Ïîëó÷èì çàêîí èçìåíåíèÿ âî âðåìå-
íè çàðÿäà íà âíóòðåííåé îáêëàäêå 
êîíäåíñàòîðà: 

0

 

0 .

t

eq q
 Çàäà÷à 5. Ïî äâóì ãëàäêèì ìåä-

íûì øèíàì, óñòàíîâëåííûì ïîä óã-
ëîì α ê ãîðèçîíòó, èç ñîñòîÿíèÿ 
ïîêîÿ ñêîëüçèò ïîä äåéñòâèåì ñèëû 
òÿæåñòè ìåäíàÿ ïåðåìû÷êà ìàññîé 
m (ðèñ. 1). Ââåðõó øèíû çàìêíóòû 
íà ñîïðîòèâëåíèå R. Ðàññòîÿíèå 
ìåæäó øèíàìè l. Ñèñòåìà íàõîäèò-
ñÿ â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ñ 
èíäóêöèåé B, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê 
ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ïåðåìåùàåòñÿ 
ïåðåìû÷êà. Ñîïðîòèâëåíèÿ øèí, 
ïåðåìû÷êè è ñêîëüçÿùèõ êîíòàê-
òîâ, à òàêæå ñàìîèíäóêöèÿ êîíòóðà 
ïðåíåáðåæèìî ìàëû. Íàéäèòå çàâè-
ñèìîñòü ñêîðîñòè ïåðåìû÷êè îò 
âðåìåíè. 

Ðèñ. 1 

Ðåøåíèå. 
 

  .i
dÔ dS

B Blv
dt dt

Å

Èç çàêîíà Îìà  

α

α

R
B

v
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iI
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Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà 
äëÿ äâèæåíèÿ ïåðåìû÷êè: 

,Àma mg F
 ãäå  ÀF IBl  ñèëà Àìïåðà. Èëè â

ñêàëÿðíîé ôîðìå: 
2 2

sin si .nmg a IBl mg a
dv B l v

m
dt R

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íàïèøåì â 
ñëåäóþùåé ôîðìå äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ: 

dv

dt
 

 sin
,

g
v  

ãäå 
2 2

.
B l

mR
 

Ýòî óðàâíåíèå çàïèøåì òàê: 

 .

sin

sin

g
d v

g
d

v
t

Ïðîèíòåãðèðóåì: 

0 0

sin
( )

sin

v t
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d v
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g
v

è ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå: 

sin

ln
s
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.
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g
v
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Îòñþäà 

2 2
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si
( ) .

n
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B l
t
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B l

Ïðè  t  óñòàíîâèâøàÿñÿ ñêî-
ðîñòü ïåðåìû÷êè áóäåò ðàâíà  

2 2

sin
 .

R
v g

m

B l
Çàäà÷à 6. Íàéòè çàêîí ðàäèîàê-

òèâíîãî ðàñïàäà êàê ôóíêöèþ âðå-
ìåíè t. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò (t  0) 
ìû èìåëè N0 ðàäèîàêòèâíûõ àòîìîâ. 
Èç ýêñïåðèìåíòà èçâåñòíî, ÷òî 
ñðåäíåå ÷èñëî àòîìîâ, ðàñïàäàþ-
ùèõñÿ çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìå-
íè, ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó 
èìåþùèõñÿ àòîìîâ. 

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ìû 
ìîæåì íàïèñàòü ñëåäóþùåå óðàâíå-
íèå: 

 .
N

kN
t

Çíàê ìèíóñ ïåðåä ñêîðîñòüþ ðàñïàäà 
îçíà÷àåò ÷òî èä¸ò óáûëü ÷èñëåííîñòè 
íåðàñïàâøèõñÿ àòîìîâ. 

Ïîñêîëüêó t  0, ïîñëåäíåå 
âûðàæåíèå íàïèøåì â ôîðìå äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ: 

 .
dN

kdt
N

Îòñþäà íàéä¸ì çàêîí ðàäèîàêòèâíî-
ãî ðàñïàäà: 

0 .kteN N
  Åñëè èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå ïåðèîäà 

ïîëóðàñïàäà Ò, òî  ýòîò çàêîí ïðè-
ìåò âèä: 

ln 2

0 .
t

TN N e

Ýêñïîíåíöèàëüíûå çàâèñèìîñòè, õàðàêòåðèçóþùèå âçàèìîñâÿçü 
ìåæäó ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè 

Ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ çàäà÷, 
ãäå îòñóòñòâóåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ 
ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, ìîæíî èìåòü 
äåëî ñ ýêñïîíåíöèàëüíûìè çàâèñè-
ìîñòÿìè.  

Çàäà÷à 7. Òî÷êà äâèæåòñÿ, 
çàìåäëÿÿñü, ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà 
R òàê, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò 

âðåìåíè å¸ òàíãåíöèàëüíîå è 
íîðìàëüíîå óñêîðåíèÿ ïî ìîäóëþ 
ðàâíû äðóã äðóãó. Â íà÷àëüíûé 
ìîìåíò t  0 ñêîðîñòü òî÷êè ðàâíà 
v0. Íàéòè ñêîðîñòü òî÷êè è å¸ ïîë-
íîå óñêîðåíèå â çàâèñèìîñòè îò 
ïðîéäåííîãî ïóòè.  
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Ýòî âûðàæåíèå ïîäñòàâèì â (2) è 
ïîëó÷èì: 
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Ïîëíîå óñêîðåíèå âû÷èñëÿåòñÿ 
ïî ôîðìóëå  
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Ïî óñëîâèþ çàäà÷è  

na ,a  ïîë 2 na a
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Ïîäñòàâèì (3) â (4) è ïîëó÷èì: 
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Çàäà÷à 8. Íà íåïîäâèæíûé 

öèëèíäð íàìîòàíà íèòü N ðàç. Îäèí 
êîíåö íèòè òÿíóò ñ ñèëîé Ò0. Êîýô-
ôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó íèòüþ è ïî-
âåðõíîñòüþ öèëèíäðà ðàâåí . 
Îïðåäåëèòü ñèëó íàòÿæåíèÿ âòîðîãî 
êîíöà íèòè (Ò), åñëè èçâåñòíî, ÷òî 
ýòî ìàêñèìàëüíàÿ ñèëà, ïðè êîòîðîé 
åù¸ îòñóòñòâóåò ïðîñêàëüçûâàíèå.  

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì óãîë êàñà-
íèÿ íèòè ñ öèëèíäðîì ÷åðåç . Ñëå-
äîâàòåëüíî,   2πN. 

Ðàññìîòðèì ìàëûé ýëåìåíò íèòè, 
ïðèëåãàþùèé ê öèëèíäðó (ðèñ. 2). 

Ðèñ. 2 

Î÷åâèäíî, dT  dFòð  dN, à  
dN  Td . Îòñþäà  

.
dT

kd
T

 

Íàì íóæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü 
ïîñëåäíåå âûðàæåíèå. Äëÿ ëåâîé 
÷àñòè óðàâíåíèÿ îòðåçîê èí-
òåãðèðîâàíèÿ ëåæèò ìåæäó çíà-
÷åíèÿìè T0 è Ò, à äëÿ ïðàâîé ÷àñ- 
òè  ìåæäó çíà÷åíèÿìè 0 è .  

t

d

dF

T+dT

dN

T

òð

α
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 Çàäà÷à 9. Èäåëüíûé ãàç c ìàññîé 

m è ìîëÿðíîé ìàññîé M ðàñ-
øèðÿåòñÿ èçîòåðìè÷åñêè. Òåìïåðà-
òóðà ãàçà T è åãî íà÷àëüíûé îáú¸ì 
V0. Íóæíî íàéòè çàêîí èçìåíåíèÿ 
îáú¸ìà ãàçà â çàâèñèìîñòè îò ñî-
âåðø¸ííîé ãàçîì ðàáîòû.  

Ðåøåíèå. Ïðè ìàëîì èçìåíåíèè 
îáú¸ìà ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà ãàçà 
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå  

.VÀ pd
 Âûðàçèâ äàâëåíèå ïî ôîðìóëå 

Ìåíäåëååâà  Êëàïåéðîíà, ïîëó÷èì: 

.
mRT

A V
MV

d

Ðàáîòà ãàçà ïðè ðàñøèðåíèè îò 
V0 äî V ðàâíà: 
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mRT

M
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0 .
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A
mRTV eV

 Çàäà÷à 10. Èäåàëüíûé ãàç ñ 
ìîëÿðíîé ìàññîé Ì íàõîäèòñÿ â 
âûñîêîì âåðòèêàëüíîì öèëèíäðè-
÷åñêîì ñîñóäå, ïëîùàäü îñíîâàíèÿ 
êîòîðîãî S è âûñîòà H. Òåìïåðàòóðà 
ãàçà T, åãî äàâëåíèå íà íèæíåå 
îñíîâàíèå p0. Ñ÷èòàÿ, ÷òî òåìïåðà-
òóðà è óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ g íå çàâèñÿò îò âûñîòû, íàéäèòå 
ìàññó ãàçà â ñîñóäå. 

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ïîëó÷èì ôîð-
ìóëó äàâëåíèÿ ãàçà â çàâèñèìîñòè 
îò âûñîòû. Èçâåñòíî, ÷òî äàâëåíèå 
ãàçà íà íåêîé âûñîòå îïðåäåëÿåòñÿ 
òàêèì îáðàçîì: 

p
F

S
.

ghS

S
gh

Âîçüì¸ì ïðîèçâîëüíóþ öèëèí-
äðè÷åñêóþ êîëîííó ãàçà ñ ïëîùàäüþ 
ñå÷åíèÿ S è âûñîòîé h è âûäåëèì â 
íåé òîíêèé ñëîé ãàçà âûñîòîé dh 
(ðèñ. 3). ßñíî, ÷òî òàêîé ñëîé âûçû-
âàåò èçìåíåíèå äàâëåíèÿ íà âåëè-
÷èíó dð: 

dð  gdh. 
Çíàê ìèíóñ ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ 

óâåëè÷åíèåì âûñîòû äàâëåíèå 
óìåíüøàåòñÿ.  

Ðàññìàòðèâàÿ àòìîñôåðíûé âîç-
äóõ êàê èäåàëüíûé ãàç, ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèåì Ìåíäåëåå-
âà  Êëàïåéðîíà: 

.ðV
m
RT

M

Ðèñ. 3 

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì ïëîò-
íîñòü ãàçà  

.
Mð

RT
Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííóþ ïëîòíîñòü 

ãàçà â óðàâíåíèå, ãäå ìû íàøëè èç-
ìåíåíèå äàâëåíèÿ, ïîëó÷àåì:  

 .
dp Mg

dh
p RT

Òåïåðü íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðî-
âàòü îáå ÷àñòè íàøåãî óðàâíåíèÿ: 

0

ð

ð

dð

ð
0

,
H
Mg
dh

RT
 

ð + dð

ð
dh

h

Sð0
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îòêóäà 

0 .
MgH

RTp p e
 Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà íèæíþþ 

÷àñòü ñîñóäà: 

í 0 .F p S
 Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà âåðõíþþ 

÷àñòü ñîñóäà: 

â .F pS
 Ìàññà ãàçà â ñîñóäå ðàâíà 

í â  
F F

m
g

 
 

0 1 .
MgH

RTep S  

Îòâåò. 
 

0 1 .
MgH

RTem p S  

Çàäà÷à 11. Äâóõïðîâîäíàÿ òåëå-
ôîííàÿ ëèíè ïðîòÿíóòà îò íàñåë¸í-
íîãî ïóíêòà À äî íàñåë¸ííîãî ïóíê-
òà Â, ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè 10 êì. 
Ñîïðîòèâëåíèå îäíîãî ìåòðà ïðî-
âîëîêè ðàâíî r  0,05 Îì. Èç-çà 
íåñîâåðøåíñòâà èçîëÿöèè ñîïðî-
òèâëåíèå ìåæäó ïðîâîäàìè ñî-
ñòàâëÿåò R  107 Îì íà êàæäûé

 
Ðåøåíèå. Ýòó òåëåôîííóþ ëè-

íèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïðèáëèçè-
òåëüíî êàê ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü, ñî-
ñòîÿùóþ èç ìíîæåñòâà îäèíàêîâûõ 
çâåíüåâ (ðèñ 4). 

Ðèñ. 4 

Êàæäîå çâåíî ïðåäñòàâèì â âèäå 
ýêâèâàëåíòíîé ñõåìû èç òð¸õ ðåçè-
ñòîðîâ. Åñëè îäíî çâåíî ñîîòâåò-
ñòâóåò 1 ì äëèíû ëèíèè, òî ïîñëå-
äîâàòåëüíûå ðåçèñòîðû èìåþò ñî-
ïðîòèâëåíèå r  0,05 Îì, à ïàðàë-
ëåëüíûé ðåçèñòîð  ñîïðîòèâëåíèå 
R  107 Îì. ßñíî, ÷òî äâà ðåçèñòîðà,
ïîäêëþ÷¸ííûå ïîñëåäîâàòåëüíî, 
ìîæíî çàìåíèòü îäíèì, ñîïðîòèâëå-
íèå êîòîðîãî ðàâíî 2r  0,1 Îì. 

×èñëî çâåíüåâ òàêîé öåïî÷êè 
î÷åíü âåëèêî. Áóäåì ñ÷èòàòü ýòó 

öåïî÷êó áåñêîíå÷íîé, à ïîòîì, ïîëó-
÷èâ ðåøåíèå, îáñóäèì ïðàâîìåð-
íîñòü ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ.  

Íàéä¸ì ñíà÷àëà ñîïðîòèâëåíèå 
Rîáù òàêîé öåïè. Äëÿ ýòîãî äîáàâèì 
åù¸ îäíî çâåíî âïåðåäè öåïî÷êè. 
Î÷åâèäíî, ïîëíîå ñîïðîòèâëåíèå 
òàêîé óäëèí¸ííîé öåïè (ðèñ. 5) 
îïÿòü ñîñòàâèò Rîáù: 

îáù

îáù
îáù2 .

R

R R
r

R
R  

Îòñþäà íàõîäèì Rîáù: 

ìåòð ëèíèè. Ê êîíöàì ëèíèè â 
ïóíêòå À ïîäêëþ÷àþò èñòî÷íèê ñ 
íàïðÿæåíèåì U  100 Â. ×òî ïîêà-
æåò âîëüòìåòð, åñëè åãî ïîäêëþ-
÷èòü à) ê êîíöàì ëèíèè â ïóíêòå Â? 
á) â ñåðåäèíå ëèíèè? 

U R R R

r r r

r r r
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Ðèñ. 5 

2
îáù 0,052rR rRr

2 36 (0,05) 10 10  Îì.
Åñëè êî âõîäíûì çàæèìàì ñõå-

ìû íà ðèñ. 5 ïîäêëþ÷èòü íàïðÿæå-
íèå U, òî ïîñëå ýòîãî íàïðÿæåíèå 
äîáàâî÷íîãî çâåíà óìåíüøèòñÿ íà 
âåëè÷èíó 

îáù
2 2 .

U

R
U rI r

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëå îäíîé 
ÿ÷åéêè íàïðÿæåíèå ñòàíåò ìåíüøå â 

N
U

U U

îáù

1
 

2
1

r

R

 1,0001 ðàç, 

è êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ÿ÷åéêà 
óìåíüøàåò íàïðÿæåíèå âî ñòîëüêî 
æå ðàç. Çíà÷èò, ïîñëå n ÿ÷ååê 
íàïðÿæåíèå íà îñòàâøåéñÿ ÷àñòè 
öåïè áóäåò ðàâíûì 

.
nnU
U

N
Ïðè íàøåì ðàçáèåíèè ÷èñëî 

ÿ÷ååê ðàâíî n  104, çíà÷èò, íàïðÿ-
æåíèå â ïóíêòå Â ñîñòàâèò 

nnU
U

N 10000

100
.

(1 0,0001)

Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â çíàìåíà-
òåëå  ýòî ïðèáëèæ¸ííîå çíà÷åíèå 
÷èñëà å. 

Èòàê, íàïðÿæåíèå â ïóíêòå Â 
ñîñòàâëÿåò 

nU
U

e
 

100
2,718

  36,79 Â.

Íàïðÿæåíèå ïîñåðåäèíå ëèíèè 

/2nU
U

e
  60,61 Â. 

Óïðàæíåíèÿ 

1. Íüþòîíîì äîêàçàíî, ÷òî ïðè
íàëè÷èè ðàçíîñòè òåìïåðàòóð ìåæ-
äó òåëîì è îêðóæàþùåé ñðåäîé 
òåïëîîòäà÷à òåëà çà âðåìÿ t îïðå-
äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé  

c ( ) ,Q k T T t
 Q  êîëè÷åñòâî îòäàâàåìîé òåïëî-

òû òåëà ê îêðóæàþùåé ñðåäå çà 
âðåìÿ t, Ò  òåìïåðàòóðà òåëà, Tc  
òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåé ñðåäû, 
êîýôôèöèåíò k çàâèñèò îò âåëè÷èíû 
ïîâåðõíîñòè è ïðèðîäû òåëà. 

Ïóñòü òåëî íàãðåòî äî òåìïåðà-
òóðû Ò0; òåìïåðàòóðó îêðóæàþùåé 
ñðåäû ñ÷èòàåì ïîñòîÿííîé (Òñ  Ò0). 
Íàéòè çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû Ò 
òåëà îò âðåìåíè îõëàæäåíèÿ t. 

Ðåøåíèå. Ïðè îõëàæäåíèè òåëà 
êîëè÷åñòâî îòäàâàåìîé òåïëîòû âû-
ðàæàåòñÿ êàê Q  Ñ T. Òîãäà ìû 
ìîæåì íàïèñàòü ñëåäóþùåå óðàâíå-
íèå: 

c ( ) ,Ñ T k T T t

èëè 
T

t c ( ).
k
T T

C
 

Ñëåäîâàòåëüíî, 

c( ).
dT k

T T
dt C

Çíàê ìèíóñ âûáðàí ïîòîìó, ÷òî ñ 
âîçðàñòàíèåì âðåìåíè t òåìïåðàòó-
ðà Ò òåëà óìåíüøàåòñÿ. 

Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó÷èì: 

c

dT

T T
.

k
t

C
Îòñþäà 

cln( )T T
k

C
t ln .C

Ïîäñòàâëÿÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå 

0 0,tT T íàéä¸ì Ñ:

0 .ñC T T
 Îêîí÷àòåëüíî çàêîí îõëàæäåíèÿ 

òåëà â óñëîâèÿõ ïîñòîÿíñòâà òåìïå-

U R Rîáù

2r
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ðàòóðû îêðóæàþùåé ñðåäû èìååò 
âèä: 

c 0( ) .
k
t
C

ñT T T T e
 Ïðè óñëîâèè Tñ  0 îÑ ïîëó÷èì

 

0 .
k
t
CeT T

 2. Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíà ýëåê-
òðè÷åñêàÿ öåïü, ñîñòîÿùàÿ èç êà-
òóøêè ñ èíäóêòèâíîñòüþ L ñîïðî-
òèâëåíèåì R è èñòî÷íèêà òîêà Å. 
Íàéòè çàêîí èçìåíåíèÿ òîêà â çàâè-
ñèìîñòè îò âðåìåíè â öåïè ïîñëå 
âêëþ÷åíèÿ êëþ÷à Ê.  

, 

Ðåøåíèå. Íàïèøåì çàêîí Îìà 
äëÿ ïîëíîé öåïè: 

 ,i IRÅ Å èëè 
Dt

L
dI
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Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïîñëåäíåå, ïî-
ëó÷èì 
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Îòñþäà çàêîí èçìåíåíèÿ òîêà â öå-
ïè îò âðåìåíè: 

 
1 .( )  

R
t

LI e
R

t
Å

3. Óñòàíîâèòü ôîðìóëó, õàðàê-
òåðèçóþùóþ äèíàìèêó öåïíîé 
ÿäåðíîé ðåàêöèè â çàâèñèìîñòè îò 
âðåìåíè, åñëè èçâåñòíû ñëåäóþ-
ùèå ïàðàìåòðû äàííîé ðåàêöèè: 
ñêîðîñòü ðàçâèòèÿ öåïíîé ðåàêöèè 
çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòà k ðàç-
ìíîæåíèÿ íåéòðîíîâ è îò ñðåäíåãî 
âðåìåíè  ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíûìè àêòàìè äåëåíèÿ. Òàêèì 
îáðàçîì, êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè, õàðàêòåðèçóþùèé ñêî-
ðîñòü ïðèðîñòà íåéòðîíîâ, ïðèáëè-
çèòåëüíî ðàâåí  

1k
. 

Ðåøåíèå. Ïðèðîñò ÷èñëà íåéòðî-
íîâ çà åäèíèöó âðåìåíè õàðàêòåðè-
çóåòñÿ ñëåäóþùèì äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèåì:  
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 4. Äîêàçàíî, ÷òî ïàðàëëåëüíûé
ïó÷îê ëó÷åé (èëè ÷àñòèö), ïðîõîäÿ 
÷åðåç ñëîé âåùåñòâà, óìåíüøàåò 
ñâîþ èíòåíñèâíîñòü. Åñëè òîëùèíà 
ñëîÿ äîñòàòî÷íî ìàëà, òî èçìåíåíèå 
èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà ïðîïîðöèî-
íàëüíî òîëùèíå ñëîÿ: 

1 .I k l
 À êîëè÷åñòâî ïîãëîù¸ííûõ êâàíòîâ 

(èëè ðàññåÿííûõ ÷àñòèö) ïðîïîðöèî-
íàëüíî èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà: 

 2  .I k I
 Êîýôôèöèåíòû k1 è k2 çàâèñÿò 

îò ñâîéñòâ ïîãëîùàþùåé ñðåäû. 
Íàéòè çàêîí îñëàáëåíèÿ èíòåíñèâ-
íîñòè èçëó÷åíèÿ ïðè ïðîõîæäåíèè 
÷åðåç ïîãëîùàþùóþ ñðåäó. 

Ðåøåíèå. Îáúåäèíÿÿ îáå ôîðìó-
ëû, ïðèâåä¸ííûå â óñëîâèè çàäà÷è, 
ïîëó÷èì: 
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