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Два подхода к решению  
одной известной задачи 

Задача о разматывании ленты (или гибкого кабеля), о которой 
пойдёт речь, не нова (см., например, [1, с. 51, задача 218]), однако и 
по сей день она остаётся предметом споров о возможности приме�
нения для её решения закона сохранения механической энергии 
или же закона сохранения момента импульса. Настоящая статья, 
как представляется автору, должна поставить точку в многолетней 
дискуссии педагогов�физиков, но обо всём по порядку. 

 
1. Постановка задачи 
На жёсткий лёгкий цилиндр ра�

диусом R намотана массивная не�
растяжимая тонкая гибкая однород�
ная лента длиной L (L = 2 RN, где 
N >> 1). Цилиндр (с намотанной лен�
той) по инерции катится без про�
скальзывания по горизонтальной 
поверхности, при этом лента разма�
тывается и ложится на эту поверх�
ность (рис. 1). В начальный момент, 
когда вся лента была намотана на 
цилиндр, его центр имел скорость 
V0. Найдите скорость V центра ци�
линдра в тот момент, когда на по�
верхности будет лежать часть ленты 
длиной x (R << x < L  2 R). Уско�
рение свободного падения g.  

 

 

Рис. 1 
 
 

2. Решение задачи в отсутст9
вие тяготения ( = 0) 

В этой модельной ситуации счи�
таем, что в начальный момент сво�
бодный конец ленты находился на 
рассматриваемой горизонтальной 
поверхности и был закреплён на 
ней. 
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2.1. Энергетический подход 
В основу решения положен закон 

сохранения механической энергии.  
В самом деле, при разматывании 
ленты мы не наблюдаем никаких 
механизмов диссипации энергии. 
При движении цилиндра без про�
скальзывания лента плавно ложится 
на поверхность и ударов с выделе�
нием теплоты не происходит. Так же 
нет потерь и из�за трения, так как 
скольжение ленты по поверхности 
отсутствует. Впрочем, в рассматри�
ваемой ситуации (g = 0) это не акту�
ально. 

Обозначим через ρ погонную 
плотность (массу единицы длины) 
ленты. Согласно закону сохранения 
механической энергии, приходим к 

уравнению: ( )2 2
0 ,LV L x Vρ ρ= −  от�

куда находим искомую скорость: 

0 .
L

V V
L x

= ⋅
−

                    (1) 

2.2. Динамический подход  
В основу динамического подхода 

положено уравнение моментов отно�
сительно движущейся точки А (ско�
рость точки А в любой момент равна 
скорости центра цилиндра). Но здесь 
надо быть предельно аккуратным в 
рассуждениях и математических 
выкладках!  

Покажем сначала к чему приво�
дят неправильные рассуждения и 
применение закона сохранения мо�
мента импульса относительно точки 
А. В самом деле, суммарный момент 
всех внешних сил, действующих на 
ленту, относительно точки А равен 
нулю и, следовательно, момент им�
пульса ленты остаётся постоянным: 

( )02 2 .LV R L x VRρ ρ= −  Заметим, 

что получаемое отсюда выражение 
для скорости: 

0
L

V V
L x

= ⋅
−

 

отличается от выражения (1), к ко�
торому мы пришли, применяя закон 
сохранения механической энергии. 

Так что же всё�таки сохраняется 
при рассматриваемом движении – 
механическая энергия или момент 
импульса? Опережая ниже приве�
дённые выкладки, сразу отметим, 
что сохраняется энергия (!), а мо�
мент импульса системы будет изме�
няться. Дело в том, что изменение 
момента импульса обусловливается 
не только суммарным моментом сил, 
который в рассматриваемом случае 
равен нулю, но и величиной, равной 
произведению массы системы на 
векторное произведение скорости 

CV  движения центра масс и скоро�

сти AV  движения точки А, относи�

тельно которой и вычисляется мо�
мент импульса. 

Как известно (см., например,  
[2, с. 200]), уравнение моментов отно�
сительно движущейся точки А име�
ет вид: 

.A
A C A

dL
M m V V

dt
= + ×  (2) 

Запишем уравнение (2) в проек�
циях на ось AZ, проходящую через 
точку А перпендикулярно плоскости 
рисунка в направлении «от нас», за�
метив предварительно, что: 

2 ( ) ,AZL L x VRρ= −   

22 2 ( ) ;AZdL dV
RV R L x V

dt dx
ρ ρ= − + −  

0;AZM =  

,C A CY AXZ
m V V mV V× = −  ,m Lρ=  
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,CY
d xR R

V V
dt L L

= =  ;AXL V=  

(здесь CYV  – проекция скорости 

движения центра масс ленты на 
вертикальную ось Y, направленную 
«вниз», а AXX – проекция скорости 

точки А на горизонтальную ось X, 
направленную по движению цилин�
дра). 

С учетом этого уравнение (2) 
примет вид: 

2 22 2 ( ) .
dV

RV R L x V RV
dx

ρ ρ ρ− + − = −  

Разделяя переменные, получаем: 

,
2( )

dV dx

V L x
=

−
 и после интегрирова�

ния для искомой скорости V прихо�
дим к выражению, в точности совпа�
дающему с выражением (1), полу�
ченным из закона сохранения меха�
нической энергии:  

0 .
L

V V
L x

= ⋅
−

 

 
3. Решение задачи с учётом 

силы тяжести 
3.1. Энергетический подход  
Искомую скорость находим из за�

кона сохранения механической энер�
гии, учитывая изменение потенци�
альной энергии ленты в поле тяжести: 

2 2
0 ( ) ;LV xgR L x Vρ ρ ρ+ = −  

2
0 .

L x
V V Rg

L x L x
= +

− −
          (3) 

3.2. Динамический подход  
Решение задачи с учётом силы 

тяжести динамическим методом 
практически полностью повторяет 
выкладки, приведённые в пункте 2.2 
настоящего изложения. Отличие 

состоит лишь в том, что момент сил 

AZM  становится отличным от нуля.  

Получим выражение для этого 
момента, обусловленного действием 
сил тяжести на части ленты, остав�
шиеся на цилиндре (моменты сил 
тяжести, действующих на части 
ленты, находящихся на горизон�
тальной поверхности, компенсиру�
ются соответствующими моментами 
сил реакции поверхности). 

Если отмотанный кусок ленты 
длиной x намотать обратно на ци�
линдр, то результирующий момент 
сил тяжести относительно точки А 
окажется равным нулю. Следова�
тельно, искомый момент AZM  равен 

моменту сил тяжести, действующих 
на части ленты общей длины x и на�
мотанной на цилиндр в обратном 
направлении (рис. 2). Найдём этот 
момент: 

2sin sin ;AZdM dmg R gR dϕ ρ ϕ ϕ= ⋅ = ⋅  

2

0

sin

x

R

AZ AZM dM gR dρ ϕ ϕ= = =   

2 1 cos .
x

gR
R

ρ= −  

 

 

Рис. 2 
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Рассматриваемый момент AZM  

зависит от x, однако в уравнение (2) 
может быть подставлено его среднее 
значение за каждый оборот враще�

ния цилиндра: 2
AZM gRρ=  (сред�

нее значение функции cos
x

R
 за пе�

риод 2 Rπ  обращается в ноль). Это 
приближение разумно, так как 
x >> R. 

С учётом вышеизложенного при�
ходим к уравнению, отличающемуся 
от уравнения (3) дополнительным 

слагаемым 2pgR  в правой части: 

( )22 2
dV

RV R L x V
dx

ρ ρ− + − =   

2 2.gR RVρ ρ= −  

Разделяя переменные и интегри�
руя, приходим к окончательному 
результату, в точности совпадаю�
щему с результатом (3), полученно�
му из энергетических соображений: 

2
0 .

L x
V V Rg

L x L x
= +

− −
 

В заключение отметим, что в ди�
намическом подходе можно исполь�
зовать и уравнение моментов отно�
сительно неподвижной точки О  
(см. рис.1). В этом случае второе сла�
гаемое правой части уравнения (2) 
обращается в ноль, однако резуль�
тирующий момент внешних сил ста� 

новится отличным от нуля. Также 
изменяется выражение момента им�
пульса и его производной по време�
ни. Это связано с неравномерным 
движением центра масс системы в 
вертикальном направлении. Предла�
гаем читателю провести необходи�
мые выкладки самостоятельно и 
прийти к результатам (1) и (3). 

Отметим также, что приведённые 
выше решения являются прибли�
жёнными и носят оценочный харак�
тер. И дело здесь не только в том, 
что в уравнение (2) мы подставляли 
не точное выражение момента ,AZM  

а его среднее значение .AZM  Дело 

ещё и в том, что, записывая выра�
жения для момента импульса ,AZL  

кинетической энергии ( )2( ) ,L x Vρ −  

скорости движения центра масс 
,CYV  мы как бы считали, что ци�

линдр сделал целое число оборотов, 
что вообще говоря не справедливо 
для произвольного x. В общем слу�
чае надо аккуратно учитывать по�
следний неполный виток, проводя 
интегрирование подобное тому, что 
сделано при нахождении момента 
силы тяжести в п. 3.2. Однако, при 
x >> R (см. условие задачи), вкладом 
«неполного витка» в значения пере�
численных выше физических вели�
чин можно пренебречь, что и было 
сделано автором.  
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