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Косоугольная система координат  
в задачах кинематики 

 

В работе представлен сравнительный анализ различных вариZ

антов выбора традиционной ортогональной системы координат и 

косоугольной системы координат при решении задач кинематики. 

Рассматриваются особенности использования малоизвестной косоZ

угольной системы координат, её возможности и польза для повыZ

шения рациональности алгебраической части решений. ПредлагаZ

ются примеры решения задач и вопросы для самостоятельного расZ

смотрения читателем. Статья может быть интересна старшеклассZ

никам, интересующимся профильным курсом физики, и учителям 

физики, которые занимаются подготовкой участников олимпиад 

различного уровня. 

 

1. Введение 

Необходимость рационального 

выбора системы координат встреZ

чается нам при изучении кинемаZ

тики и динамики в различных сиZ

туациях. Чаще всего логика этого 

выбора обсуждается при решении 

динамических задач, например о 

движении тела по наклонной плосZ

кости. Традиционные критерии выZ

бора осей заключаются, как известZ

но, в том, чтобы направить одну из 

них по ускорению, либо обеспечить 

минимальное количество дейстZ

вующих сил, определяемых сложZ

ными проекциями. При этом во всех 

случаях выбирается стандартная 

прямоугольная декартова система 

координат. 

В задачах кинематики вопрос 

такого выбора в большинстве слуZ

чаев не поднимается, так как все 

используемые сегодня учебники 

тяготеют к традиционному выбору 

направлений прямоугольной сисZ
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темы координат (по горизонтали и 

по вертикали). В редких случаях 

движения тела, брошенного с наZ

клонной плоскости, возникает поZ

вод направить одну из осей систеZ

мы координат по плоскости, то есть 

под углом к горизонту. В таком 

случае проекции ускорения своZ

бодного падения оказываются неZ

нулевыми на обе оси, зато некотоZ

рые параметры движения опредеZ

ляются легче – например, смещеZ

ние по плоскости. 

Старшеклассникам редко знаZ

комы иные варианты систем коорZ

динат кроме прямоугольной декарZ

товой. Если полярная система коорZ

динат иногда используется в ходе 

описания криволинейного движеZ

ния, а сферическая система изучаZ

ется на уроках астрономии, то поZ

водов обращения к косоугольной 

системе координат, которая так же 

относится к категории декартовых, 

часто вообще не возникает. В то же 

время успех как при подготовке к 

экзаменам, так и при освоении 

олимпиадного уровня физики возZ

можен только при условии, что в 

арсенале школьника есть некотоZ

рый спектр взаимодополняющих 

методов решения задач, из которых 

он может выбирать наиболее раZ

циональный подход. Имеющийся 

опыт подсказывает, что демонстраZ

ция нестандартных вариантов выZ

бора систем координат существенно 

расширяет навыки решения задач 

механики и формирует критичеZ

ский взгляд на различные подходы. 

Обращение к векторному способу 

дополняет и усиливает эти предZ

ставления, так как во многих слуZ

чаях косоугольная система коордиZ

нат оказывается наиболее естестZ

венным переложением векторных 

уравнений перемещения и скорости 

на уравнения в проекциях. Не имея, 

однако, цели охватить в этой статье 

все возможные методы и подходы и 

обходя стороной векторный метод, 

который достаточно широко описан 

в разнообразных публикациях (см., 

например, [1] и [2]), остановимся на 

вариантах применения наименее 

распространенной в школьной фиZ

зике косоугольной системы коордиZ

нат.  

 

2. Косоугольная система координат 

Её использование оказывается 

крайне непривычным, так как на 

уроках математики с косоугольной 

системой координат школьники 

обычно не встречаются совсем. В 

связи с этим прежде, чем рассматZ

ривать варианты решения задач в 

такой системе, необходимо сделать 

некоторые предварительные поясZ

нения. Косоугольная декартова сисZ

тема координат представляет собой 

две числовые оси, пересекающиеся 

под некоторым углом α  друг к друZ

гу, которые для каждой точки на 

плоскости однозначно задают пару 

координат (рис. 1). Мы ограничимся 

рассмотрением двухмерных систем, 

 

Рис. 1 

Физика
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хотя всё то же самое будет спраZ

ведливо и для трёхмерных построеZ

ний. Чтобы найти координаты точки 

в такой системе следует через ее 

положение провести линии, паралZ

лельные осям координат, и опредеZ

лить расстояние от начала коордиZ

нат до точки пересечения с осью. 

Очевидно, что ортогональные коорZ

динаты можно рассматривать как 

частный случай косоугольных при 

90 .α = °    

Разложение любого вектора в 

такой системе происходит по наZ

правлениям, которые не перпендиZ

кулярны друг другу, но на основаZ

нии тех же правил сложения вектоZ

ров, что и обычно. Теорема ПифагоZ

ра, используемая для оценки расZ

стояния между двумя точками или 

длины вектора через его проекции, 

является просто частным случаем 

теоремы косинусов в косоугольной 

системе координат: 

 

2 2
( ) ( ) 2( )( )cos .B A A B B A A BAB x x y y x x y y α= − + − − − −  

 

Для нахождения проекций (коZ

ординат) любого вектора в косоZ

угольной системе координат достаZ

точно через его начало и конец проZ

вести прямые, параллельные осям 

координат. Расстояния между точZ

ками пересечения этих прямых на 

каждой оси и есть проекция. ИзZ

вестно, что технология поиска проZ

екций даже в ортогональной системе 

координат вызывает порой сложноZ

сти. Для снижения трудности освоеZ

ния этого навыка можно воспользоZ

ваться простой физической интерZ

претацией. Если представить себе, 

что любой вектор есть непрозрачная 

преграда, которая освещается пучZ

ком параллельного осям координат 

света, то его тени на соответствуюZ

щих осях и будут проекциями. Такая 

модель и в нашем случае работает. 

Единственное отличие в том, что пуZ

чок параллельных лучей света долZ

жен теперь падать под углом к оси 

координат, но поZпрежнему паралZ

лельно второй оси. 

Например, на рисунке 2 вектор e 

имеет две отрицательные проекции, 

величина которых соответственно 

определяется расстояниями между 

основаниями проведенных пунктиZ

ров; у вектора a проекция на ось OX 

будет равна нулю, а на ось OY чисZ

ленно равна длине вектора; вектор d 

наоборот будет иметь нулевую проZ

екцию на ось OY, так как параллеZ

лен OX;  у вектора b проекция на ось 

OX окажется отрицательной и равZ

ной по длине самому вектору, а на 

OY будет равна нулю. 

 

 

 

Рис. 2 
 

Для отработки навыков проециZ

рования векторов на различные оси 

полезно предложить задание: найти 

ортогональные проекции заданных 

скорости V0 ускорения g и записать 

уравнения движения тела на разноZ

образные оси (например, для тела 

брошенного вверх по наклонной 

Физика
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плоскости, см. рис. 3, на котором соZ

седние оси расположены под углом 

30°  друг к другу). Это обеспечивает 

тренировку соответствующего наZ

выка и выработку привычки смотZ

реть на задачу с различных точек 

зрения. Попробуйте сделать это и 

заполнить таблицу проекций вектоZ

ров. 

 
Рис. 3 

 

Ось Проекция  
вектора xiv  

Проекция  
вектора xig   

Уравнения движения тела 

1x  1xv v=  1 cos30xg g= − °  
1( ) cos30xv t v g t= − °  

2
1( ) cos30 /2x t vt g t= − °  

2x  … … … 

… … … … 

 

Можно отметить, что вариаций 

задания по представленному риZ

сунку в части отработки косоугольZ

ных координат огромное количестZ

во. Выше приведено предложение 

найти ортогональные проекции на 

соответствующие оси, но формулиZ

ровка вопроса о том, какими будут 

косоугольные проекции на любую 

пару из этих двенадцати осей, даёт 

возможность потренироваться и в 

этом навыке. Так как в данном слуZ

чае многочисленность вариантов 

слишком увеличила бы объем стаZ

тьи, оставим их рассмотрение читаZ

телю. 

Интересно, что работа с косоZ

угольной системой координат может 

дать все известные соотношения, 

которые определяют траекторию 

движения объекта, брошенного под 

углом к горизонту. Можно получить 

формулы дальности полета тела, 

максимальной высоты его подъема, 

времени полета и доказать тот факт, 

что траектория является параболой. 

В качестве демонстрации сказанного 

рассмотрим в общем случае движеZ

ние тела, брошенного под углом  к 

горизонту. 

 

 
Рис.4 

 

Полная система уравнений двиZ

жения для этого тела в косоугольной 

системе координат, выбранной на 

чертеже, будет выглядеть следуюZ

щим образом: 

Физика
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Очевидно, что для расчета, наZ

пример, времени полета достаточно, 

как обычно, приравнять y(t) к 0: 

02

0

2 sin

0
2sin

0

V
tgt

gv t

t

α

α
=

= −
=

 

либо найти то же выражение из четZ

вертого уравнения для скорости, поZ

лагая, что момент подъема соответZ

ствует половине от времени полета. 

Чтобы найти дальность полёта, 

следует время полёта подставить в 

уравнение для ( ):x t   

2 2 2
0 0

2

4 sin sin2cos
.

2sin

V Vg
L

gg

α αα
α

= =  

 
Максимальная высота подъема 

определяется вторым уравнением 

с соответствующей подстановкой 

времени подъема. Уравнение  

траектории можно выявить, исZ

ключая время из первых двух 

уравнений. Все результаты иденZ

тичны тому, что мы получаем в 

традиционной прямоугольной сисZ

теме координат. 

 

 

3. Примеры решения задач 

Рассмотрим для начала пример 

простой по своему содержанию заZ

дачи учебноZтренировочного харакZ

тера. 

Задача 1. Снаряд,  выпущенный 
под углом  к горизонту,  в течение 
времени  находился в полете. Какоa
ва дальность полета снаряда?  

 

 

Рис. 5 
 

I способ. Решение задачи в 

стандартных осях координат (ось  

абсцисс – по горизонтали, ось 

ординат – по вертикали) в целом не 

представляет трудностей.  

 

 

Рис. 6 
 

Запись уравнений в проекциях 

на ось ОХ и OY, направленных по 

горизонтали и по вертикали, даёт 

хорошо знакомые уравнения движеZ

ния: 

Физика
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которые при совместном решении 

для момента падения ( ( ) ;x Lτ =  

( ( ) 0)y τ =  относительно неизвестной 

начальной скорости и дальности 

полёта дают результат: 
2

.
2

g
L

tg

τ
α

=   

При условии, что технология 

применения координатного метода 

в подобных задачах освоена, такой 

способ решения должен быть поняZ

тен и знаком. В то же время на этаZ

пе первого погружения в теорию 

движения тела, брошенного под 

углом к горизонту, часто возникаZ

ют сложности, связанные с необхоZ

димостью выбора конкретных 

формул из системы кинематичеZ

ских уравнений, с необходимостью 

решения для многих непростой поZ

лучившейся системы с двумя неизZ

вестными и т.п. – то есть трудности 

математического плана. Полезно 

оказывается показать иные вариZ

анты взгляда на данную ситуацию, 

которые могут быть в разы проще с 

точки зрения алгебраической часZ

ти решения. 

 

 

II способ. Если на этапе выбора 

осей задуматься над отсутствием в 

условии начальной скорости, то 

можно предположить, что выбор одZ

ной из осей координат вдоль вектора 

начальной скорости снизит количеZ

ство необходимых для решения 

уравнений с двух до одного.  

 

 

 

Рис. 7 
 

Действительно, если ось ОY наZ

правлена по скорости, а ось ОХ перZ

пендикулярна ей, проекция скороZ

сти на ось ОХ отсутствует, а значит 

мы можем ограничиться использоZ

ванием одного уравнения: 

2

0 0( ) .
2

x
x

a t
x t x v t= + +  

Платой за то, что мы исключаем 

из этого равенства скорость, являетZ

ся необходимость поиска проекции 

ускорения (см. рис. 7), что впрочем, 

тоже несложно при условии, что хоZ

рошо освоен навык проецирования 

векторов. Тогда уравнение приобреZ

тает вид:  
2

cos
( ) .

2

g t
x t

α=  

В момент падения ( ) sinx Lτ α=  

(см. рис. 7). Тогда с очевидностью 
2

.
2

g
L

tg

τ
α

=  
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III способ. Наконец, если отсутZ

ствие величины начальной скорости 

заставляет нас выбрать одну из осей 

по этому вектору, а искомое расZ

стояние L легко определить, наZ

правлением второй оси горизонZ

тально, то целесообразен выбор коZ

соугольной системы координат (риZ

сунок 8). 

 

 
 

Рис. 8 
 

Исходные уравнения для коорZ

динат остаются аналогичными, так 

как они не зависят от выбора осей: 

2

0 0

2

0 0

( )
2

( )
2

x
x

y
y

a t
x t x v t

a t
y t y v t

= + +

= + +

 

Вот только проекции на ось ОХ, 

которая нас и интересует, дают теZ

перь совсем простое уравнение: 
2

( ) .
2

gt
x t

tgα
=  

так как ,x
g

g
tgα

=  а 0 0xv =  и 0 0x =  

(см. рис. 8). Кроме проекций на ось 

ОХ можно определить и проекции 

векторов на ОY: ,
sin

x
g

g
α

= −  а 

0 0yv v=  и 0 0.y =  В то же время эти 

проекции уже и не нужны для реZ

шения. Достаточно того уравнения 

( ),x t что записано выше.  

В момент падения, очевидно: 

( ) ,x Lτ = то есть 
2

.
2

g
L

tg

τ
α

=   

Оказывается, что при правильZ

ной записи уравнения движения в 

удачно выбранной системе коордиZ

нат алгебраические преобразования 

могут не понадобиться совсем, не 

говоря уже о решении системы 

уравнений с несколькими неизвестZ

ными. Красота построения и легZ

кость расчетов удивляют и подскаZ

зывают, что во многих задачах о 

движении тела с постоянным ускоZ

рением можно пробовать искать реZ

шения в косоугольных координатах.  

Следует отметить, что указанZ

ную задачу можно решить и векторZ

ным путем, построив треугольник 

перемещений. Из него сразу получаZ

ется такое же соотношение для L. 

Предлагаем читателю сделать это 

самостоятельно и убедиться в том, 

что решение в косоугольных коорZ

динатах оказывается очень близко 

по своей логике и простоте к векторZ

ному подходу. В некотором смысле 

проецирование векторов на оси коZ

соугольной системы – это просто 

замена естественному разложению 

вектора по удобным направлениям. 

Хотя полностью отождествлять эти 

два подхода нельзя. 

 
Задача 2. «Точный удар Кришa

тиану Роналду» (муниципальный 
этап ВсОШ по физике 2019a2020 
гг.,  г. Саратов). В рамках розыa
грыша Лиги Чемпионов 2017–2018 в 
четвертьaфинальном матче «Реал» 
– «Ювентус» Криштиану Роналду 
забил гол ударом в падении через 
себя. Будем считать,  что в силу 
природного таланта Роналду нанёс 
удар таким образом,  что скорость 
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мяча была направлена в точности 
под перекладину ворот. Мяч,  однаa
ко,  пересек линию ворот лишь на 
половине их высоты. Определите,  
через какое время после удара мяч 
пересек линию ворот. Сопротивлеa
нием воздуха можно пренебречь,  
мяч можно считать материальной 
точкой,  высота ворот 2, 44 м. 

Опуская вариант решения в 

стандартных координатах, который 

требует более серьезных математиZ

ческих преобразований, чем первая 

задача, рассмотрим сразу косоZ

угольную систему. Неизвестность 

величины начальной скорости, точZ

ки удара относительно ворот и расZ

стояния до перекладины на первый 

взгляд делает задачу весьма непроZ

стой и, в целом, именно эти факторы 

усложняют математическую часть 

традиционного варианта решения. 

Однако те же причины заставляют 

нас выбрать одну из осей по вектору 

скорости. Вторая ось может быть 

направлена произвольным образом. 

Пусть она параллельна горизонту, а 

начало координат принадлежит поZ

верхности земли (см. рис. 9). 

 

 

Рис. 9 

Очевидно, что уравнение движеZ

ния в проекциях на ось ОХ в такой 

системе координат не содержит ни 

неизвестной скорости, ни начальной 

высоты, на которой происходит 

удар, ни начальной координаты 0 :x   

2

( ) .
2

gt
x t

tgα
=  

В момент пересечения мячом лиZ

нии ворот на половине высоты 

1( ) .x xτ =  А тангенс угла α  опредеZ

ляется из треугольника, катетом 

которого является половина высоты 

ворот H/2. Второй катет этого треZ

угольника, очевидно, так же равен 

1,x  что следует из подобия указанZ

ного треугольника и треугольника с 

катетом равным H. Тогда: 

2

1

1

.

2
2

g
x

H

x

τ=  

Откуда:  

0,5
H

g
τ = ≈ c. 

Можно заметить, что основное 

значение в таком решении имеет 

хорошее знание геометрии и навыки 

решения планиметрических задач. 

Проверьте способ решения этой заZ

дачи в традиционной системе коорZ

динат, чтобы увидеть, насколько в 

данном случае косоугольная система 

рациональнее. 

Десятиклассники, которым предZ

лагался такой вариант решения этой 

задачи, в качестве альтернативных 

способов мгновенно находили вариZ

анты направления одной из осей по 

скорости, а второй по перемещению, 

либо одной из осей – по скорости, а 

второй по ускорению свободного паZ

дения. Удивительно, но и в этих слуZ

чаях уравнения оказываются соZ

вершенно элементарными. ПредлаZ

гаем читателю убедиться в этом саZ

мостоятельно. 
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Задача 3 (задача № 33 в пособии 
[3]). С высоты 1, 5 метра на наa
клонную плоскость вертикально 
падает шарик и абсолютно упруго 
отражается. На каком расстоянии 
от места падения он снова ударитa
ся о ту же плоскость? Угол наклона 
плоскости к горизонту 30 .°  

Авторский вариант решения 

предлагает традиционный для таких 

случаев выбор осей прямоугольной 

системы координат по плоскости и 

по перпендикуляру к ней (см. рис. 

10), что заставляет нас использовать 

ненулевые проекции ускорения и 

скорости на обе оси. Такая интерZ

претация задачи, безусловно, тоже 

оказывается весьма удобной, если 

проводить отсчет времени от точки 

начала движения, так как там скоZ

рость отсутствовала. 

 

 

Рис. 10 

 

Однако если выбрать ось ОY по 

направлению скорости после первоZ

го удара о плоскость, всё может окаZ

заться еще проще (рис. 11). 

Треугольник ускорения и его 

проекций при таком выборе осей 

оказывается равносторонним:  

.y xg g g= − = −  

 

Рис. 11 
 

Ясно, что скорость в момент пеZ

ред ударом и сразу после: 

0 0 2 .yv v gh= =  

Тогда уравнения движения примут 

вид: 

2

2

0

( )
2

( )
2

gt
x t
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y t v t

=

= −
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2
0

0

2 2

2
0

2

gt gt
x x

vgt tv t g

= =

== −

 

2 2
0 0

2

4 2
4 6

gv v
x h

gg
= = = = м. 

Отсутствие в уравнениях тригоZ

нометрических функций для многих 

школьников оказывается очень серьZ

езным стимулом к тому, чтобы исZ

пользовать именно такой подход.  

В силу того, что в период первой поZ

ловины десятого класса на уроках 

математики учащиеся только еще 

осваивают тонкости аппарата тригоZ

нометрии, уравнения в которых возZ

никают разные функции разных угZ

лов, для них часто оказываются пуZ

гающими. Более знакомая планиметZ

рия, которая помогает вспомнить отZ
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дельные свойства некоторых треZ

угольников, часто становится более 

удобной. Хотя нельзя утверждать 

что подход, использующий косоZ

угольную систему координат, являZ

ется всегда и везде более рациональZ

ным, тем не менее, можно оставаться 

на позиции, озвученной в самом наZ

чале, – возможность расширения 

спектра тех навыков решения задач, 

которые мы отрабатываем, – достаZ

точная причина для того, чтобы таZ

кие варианты взглядов на известные 

задачи показывать и использовать. 

 

Задача 4 (задача № 1.118 в посоa
бии [3]). Из некоторой точки на 
склоне горы бросают вверх по склоa
ну тело с начальной скоростью  
21 м/с под углом 60°  к горизонту. 
На каком расстоянии от точки 
броска упадет тело,  если угол наa
клона горы 30 ?°  g = 9, 8 м/с2. 

Решение задачи ясно из рисунка 

12, на котором выбрана косоугольZ

ная система координат. 

Из треугольника АОВ, который 

является равнобедренным, следует, 

что ,xg g=   а  

2 2
2 2 cos120 3.yg g g g= − − ° = −  

 

 
Рис. 12 
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В завершение предложим читаZ

телю описанный метод взять в свой 

арсенал и иногда пользоваться им, 

как для проверки традиционного 

подхода, так и для снижения матеZ

матической сложности решения киZ

нематических задач. 

4. Ответы к заданию по заполнению таблицы (рис. 3): 
 

Ось Проекция  
вектора xiv   

Проекция  
вектора xig   

Уравнения движения тела 

1x  1xv v=  1 cos30xg g= − °  
1( ) cos30xv t v g t= − °  

2
1( ) cos30 /2x t vt g t= − °  

2x  2 cos30xv v= °  2 sin30xg g= − °  
2( ) cos30 sin30xv t v g t= ° − °  

2
2( ) cos30 sin30 /2x t v t g t= ° − °  

3x  3 cos60xv v= °  3 0xg =  
3( ) cos60xv t v= °  

3( ) cos60x t v t= °  
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4x  4 0xv =  4 sin30xg g= °  
4( ) sin30xv t g t= °  

2
4( ) sin30 /2x t g t= °  

5x  5 sin30xv v= − °  5 cos30xg g= °  
5( ) sin30 cos30xv t v g t= − ° + °  

2
5( ) sin30 cos30 /2x t v t g t= − ° + °  

6x  6 cos30xv v= − ° 6xg g=  
6( ) cos30xv t v gt= − ° +  

2
6( ) cos30 /2x t v t gt= − ° +  

7x  7xv v= −  7 cos30xg g= °  
7( ) cos30xv t v g t= − + °  

2
7( ) cos30 /2x t vt g t= − + °  

8x  8 cos30xv v= − ° 8 sin30xg g= °  
8( ) cos30 sin30xv t v g t= − ° + °  

2
8( ) cos30 sin30 /2x t v t g t= − ° + °  

9x  9 cos60xv v= − ° 9 0xg =  
9( ) cos60xv t v= − °  

9( ) cos60x t v t= − °  

10x  10 0xv =  10 sin30xg g= − °  
10( ) sin30xv t g t= − °  

2
10( ) sin30 /2x t g t= − °  

11x  11 sin30xv v= °  11 cos30xg g= − °  
11( ) sin30 cos30xv t v g t= ° − °  

2
11( ) sin30 cos30 /2x t v t g t= ° − °  

12x  12 cos30xv v= °  12xg g= −  
12( ) cos30xv t v gt= ° −  

2
12( ) cos30 /2xv t v t gt= ° −  
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Международная комиссия по оптике присудила медаль 

Галилео Галилея выпускнику МФТИ Виктору Балыкину
Профессор был номинирован на эту премию Институтом Макса Планка. Его кан-

дидатуру поддержали ведущие ученые в этой области: нобелевский лауреат Билл Фи-
липс, Мишель Леду, Рудольф Грим, Дитер Мешеде и Виктор Задков.

Область научных интересов Виктора Балыкина лежит в изучении фундаменталь-
ных процессов взаимодействия лазерного излучения с нейтральными атомами, заря-
женными частицами и наноструктурами. Его исследования начались с рассмотрения 
схем циклического взаимодействия атомов с лазерным излучением. Ученый нашел 
способ эффективно передавать лазерное импульсное излучение в направлении ато-
мов и ионов. Виктор Балыкин и другие ученые впервые в мире продемонстрировали 
лазерное охлаждение нейтральных атомов. 

Источник: https://mipt.ru/news
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