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�� �������	 ��� ����
������� ����1

#�� 	��� $	��� �	��	�	� �� 2	�	 ������ 
��" ��������	�� �������� xor� 3	��� ����
���	��	� �������� xor ������ ��	�������!
$���� ����� �������	� �! � ����$��� ���
�	�"� �$������� � �������	� ���� ��� ����
��" ������ �� "���%�"� ������� 4�	�"
����$�	�	� $.	���	� $���� ������ � 
����"
�	����� � �����	� ��� �	�����" 1 ����
��$.	�� � 0 ���� $.	��� 5����	�	 6 ����
��� �	��$
� ��	����� �������	� �. � ����
�$��� ���	�"� � �����$��� ��" ����	�$�
����

7��"��� �������� xor8

⊕ 10
01
11

2 ⊕ 1 = 3

⊕ 110
011
101

6 ⊕ 3 = 5

⊕ 1010
1011
0001

10 ⊕ 11 = 1

⊕ 101011
1111

100101
10001
10000

43 ⊕ 15 ⊕ 37 ⊕ 17 = 16

�	��������� 9� ) *�"{m1, . . . , mk} ��	�
������%��� �	��	���� ��� ������� 	����
� 	���
� 	���� 
���� xor(m1, . . . , mk) =
0� -��$� ��	� ������%��� �	��	���� ���
�	������ 3���� xor(m1, . . . , mk) �����$�"

�
 �������

-	�
 ��� 
����� ���� *�" "� "���"
����$�	�	� $���� �������
�������� ������ ���� *�" � ����� 
�$�

� � n 
�"��"� ��	� n8

������({n}) = n.

) ���$�� ����� 
�$
� ������ �����
�����	 ������� ������({2, 1}) = 3 ���
$�	 � 2	�� ���� ���������	 ������� 4�	�
������({3, 2, 1}) = 0 � � ��	����� {3, 2, 1}
��	� ������%��� �	��	���� � �	������

+:� )�$����	� ������({5, 1}) �
������({9, 8, 1})�

���������	 
�������	  ���

���� � 	�
���� "�"��	 ����� 
�$�
 	��

�� $	� �! ������ �� ����� 0 	� �� ������
�!���	� 	�
 $	�� �� �	�� ����� 0� )	���� �
������ � ������" ��������" �"���	 �!��
��	� 	���
� � ������ � ��������"�������
�"� )� ����� ��� !��� ����� �!���	� � ����
��� � ������" ������;�" � 	�
 ������ 0��
��$��� ������ < ������ �	��	�	��� 
�"���
< �"��	 ������� ������ � ��$�	 
�����
������ �"���� �� � ��. �!���	� � �������
�	�� =	� �	��	���� ������	�� �� ��� >�
	� 

�	���� ����!���"� ��
��	��

�?� #�
���	� $	� ���� � ���
���� {m1, . . . , mk} ���� *�"
xor(m1, . . . , mk) �= 0 	� �� �"���	�
�!���	� � ����� ������ @�"���%�� ����
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�� ����� {m1, . . . , mk}�� 	�
 ������
xor = 0�

��� �������� �� ���� � ���
����� {m1, . . . , mk} ���� ���
xor(m1, . . . , mk) = 0� � �� ������
���	�� ����� � �������� � ������
xor �= 0�

 �!�� "� 	�� ��	���� �� 	������� ��
���	����##�
 ��!� ������
 	���������
#� $��%���&�

������� ��	
����

'�� ���	������
 #�%���!�
 �������
��
 ��� 	�
 ������
���#��� �����	����
#�
� (����%)�� ������� � #�� � #��� ���
����!#)* ������* 	�
 �	#��� �� ��������

' #������� �� "�� ��� ��%��� �����
%��##�
 #��� �	�
 ��������+ ��)���


��������#�� ���	� #� ���	�� ��	 ������
#��� ��� ��! $��������#��& ��	� ����
��� �#��� �����	� � ��������#�� �����
���� ,)� "�� �������� #� ����	� ������

-��� .� ���� �� �����	� ���	) �	�#������
��#�� #� ��)���� ���� ����/� ��� ��%�
�#� #� #����	������� 	�)� #� 	�)��� (�����
����� �� �� #� ���� �	���� ��	�

-��� 0� ���� �� �����	� ���
 ���#�� �
����� !����#�� 	���� ��� ��%� ���#�
#� %��� 	�)� 	�)�� 1��� ���#�� �#���#�

#� ������ (��������� �� �� #� ����
�	���� ��	�

-��� 2� ���� �� �����	� ���
 ������� �
����� !����#�� 	���� ��� ��%� ������
#� %��� 	�)� 	�)��� (��������� �� �� #�
���� �	���� ��	�

-��� 3� ��#� ������
 	���� �� 4 × 4�
%� 5 × 4� � �3 × 5� � �100 × 200� 4� ��	 ����
��!���
 ������ �*%�� 2 ����	#�� �����
	���#�!��� 1��
��)����#���� 2 × 1� ���
��%� 	���#�!�� #� �������������� (���
������� �� �� #� ���� �	���� ��	�

-��� 5� ' ���	�� ����� !����#�� 	����
��� !�!��� 4� ��	 �����!���
 �#
� �
	���� �*%�� ��������� ��	�
	 �	)6�� !��
!�� ��%� �� �	#��� ��������#���� ��%� ��
�	#��� ������#���#��� �
	�� '��������
�#
�!�� �����	#** !�!�)�

-��� �7� �� ���)�#��� ��������#� 10 ��
���� 4� ��	 �����!���
 ���	�#�� �*%��
	�� �� #�� �������� ������ #� ���������
�������� �����	�##�� ��#�� 1� �� ����� #�
���� �%6��� ��#���� (��������� �� ��
#� ���� �	���� ��	�

-��� ��� 8 ����!�� �� 12 ��������9 %� 11
��������� 4� ��	 �����!���
 ������ ���
%� �	�# �������� ��%� 	�� �
	�� ���)�
6�� �������� (��������� �� �� #� ���
�� �	���� ��	�

-��� ��� ��# �)% �������� 4×4×4� ������
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������ �� �����	��
 ������� �� 
�� ������
������ ��������� ������ ���� ���� ���� �
��� ���� 
��� � ���� ������������ �����
���� ������ ���� ��� �� ��!�� ������� 
���

" �� #$� %��� ��������� ������� 5 × 8�
�� 
�� ����������� ������� �������������
������ ��� � �� ����&�
�� ������ �����
� �������� '�� ������ ���� ��� ������ ���
����� ������ ������� 1 × 1�

" �� #(� )� ����� ��� 	���� * {7, 8}� " ���
�� 
�� ������� ��������� � ����� ������
�� � ���� ������� ����������� 	����� '��
� ������ ���� ��� �
���� � ������� {1, 1}�
"�������� �� ������ ������� ���� �	������
	�� ���� ��� �
���� � ������� {1, 1}� ���� �
���+

" �� #,� %�� �������� n�� ������� " ����
�� �	����� ��������� ���� ��� �� � � ����
��� ��� ������� )� ������������ 	��� ��
����� ������� ��
����� 3 ��� ����� ����
 ������� ���� ������ ���� ��� �� ��!�� ����
����� ��� ������

" �� #-� %�� ������ ������ n × m� ����
���.���� �� �����	��� ���� �����������
" ���� �� �	����� ������� ���� �� ��
��
 ������������ ����������� � � � 	�����
����� � ���!� ��� ����������� ������� ���

������ ������������ �� ��!� � �� �����
� �� /��� ��� �������� � 	����� ���� � ���
��� ��!��� ����� ���������� ���� �������

������

00� 1����� �� ����� � ��� � ������
 ����
��� ������ ������ �� ��� � ����� �� ��� �
� ����� � � ����+

0$� 2���� 
�� ��!�� ������� ������� � ����
� � �� 32��4���5 {33}+
0(� 2�� ��� ������ � � �� #6+

0,� 2�� ��� ������ ��� ���������� � �� �
�7 )�� {5, 5, 2, 2}8 7 )��{5, 4, 1}+
0-� 2�� ��� ������ � � �� )�� � ��������
� �������� {5, 1, 1}+
09� 2�� ��� ������ � � �� )�� � ��������
� �������� {8, 4, 1}+
0:� )��������  ��4 � �� 32��4���5 {6}�

0;� %���!���� 	�� � � �� #- ���������� ��
���	���� m > 1 � n > 1 ��� ������ ����
����

���	
��� ��
 ���

"���� ������ �� �!�  ����� �4�������
������ �� ����� � �� � )��� <� ���������
��� ������ ��������� � ��� �����
 �����
����
� )� ���� ��� ��������� ���� ������
��������� �� �� ���!��� ��� ����� ������
���� ��� �������� ���.����
=� ����� � �� � 3)��5�

#� /���&�� �������� {n1, n2, . . . , nk}�
0� '�	����� x = xor(n1, n2, . . . , nk)�
$� >��� x = 0� �� ������� ��� ��� ���� �
������� ��?���� 
���� �������� � �����

���� � �� � -�
(� "��	� �&�� i ������ 	��

xor(x, ni) < ni.
,� @���� � i��� ��	�� �������� ���
xor(x, ni) �������
-� A	������� 
�� ��������� � � ����� ���
���� {ni} ��.� � #�

<������ �������� �� (�� �� � ?��� ���
 ������� )� ?��� �� � �� �&�� ��	��� 	���
�� ������ � ������� �� ��!�� ���������
���� 	��� �. ����	��� ������ ����������
� ��!��
 ��� �������
� B������� �������
��� ��!�� ��������� * ?�� ������� 	���
�� x� � ������
 ����� �������� B���������
������� ������ ����	��� ������ x� A����
��	�� ���!�� ��� ������ 	���� ������ � ���
����� ����� �����	�� � ?��� �������� "����
�� �� ��. �� ����� 
���� �����.� ��!���
����	����� �������

��������� ������ ��� �
���� ��


C� � ���� ���	����� ��	������ 	���
�� ������ ��� ������� � �� )��� ��
������D� �� �� ���������� ������ �������E

>��� ������ = 0� �� ��� ������ ����
��� � ���� ���	� * ������� ��� ���!��
��� ���
 ������� �
 ������D� xor�����
F��������7E

������(A+B) = ������(A)⊕������(B)

<���������� ������D� ��!�� ��
����� ��
������ ��� ������� � �� )���
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���������� 	�
��� �
��� �����
����
���� ������� �����
������� ��� ���� ������
������ ���� ���� ������ ��������  � �����
����� ��!�� ������ ������� ����� ����
"���� ���� ��� ������������� ����

�
���
���� ��� ���� ��������  � ��!��� ���� ���
��� ��
��� ��� �� ���� �# ������ � ��#�$��
�� ����� ����� �� ��������� %����������
� ���� ���� ���� ���� ������ ������ �� ��
������ �� �� ����� ������

&�����
���� '� (�
� ���!����� ��#�$��
�� � ������� � ����$��� ����� �������
������ �# ��)�
��� �����$�� ����� ���
��)��� �� ���� ��#������� ����)��� *���
���� �
������ ���� ����)��� ��
� �+ ����
����� ����)��� )��
� �������

*
� ����)��� �����
���� ��� ��!�� ���
)��
��� �������

�	�
���� ����	���� ������� %����
���� ��������� ����)��� �����
���� ���
��� ������ ��#�$�� A ����� M �� �����
��
���� ������ ����� M ���� ������
��
��� �# ������
���� )���
� ����������,��
� ���!����� ������-�� ��#�$�� � �����
��� ��!�� ������� �# A�

./� %������� � ����� ������ ����� ��� ����
������ 012 � ��������� 032� 4 ���� ����
���������� ���������5

.6� 7���� �# ����)��
����� ���� ��� ��
��
���� ����)���� �����
����� ������5 8��

)��
��� ������-� �
� ��#
�)��� ��#�$�
9��� ����

.:�  ������� ��������� ��)��
���� ���
��
������
������ An� � �� An ����� ������-�
��������� �# n 
��������� � ������ ����
�# 
�������� �!� �����
�� %���!���� )��
��
�)����� �������)����� ���
�������
��
����� )���
 � ��������� �������������

������ ��� �	
 �� � �����

 � ���� ����������	�
��	�������

���� ����� #���) �� ���������������� �
�
�������� � ������� ��������)���� ����
������ ;�� #��)��� )�� �� ������ �������
�� ����� �# ��#���+���� �#���� ��������
��������� <=>=??� @ABCAD� @EFGHI� @JKDL �
����
���� ��� �� ������� "����� ��������
�� ���� ������� �� ���!����� ������ M
���	������ )��	� ���� #���)� ����
� ���
������ 8� ������ ��� �����
��� #���) ���
����)��� �����
���� ����� 8 )���������
��� ���� �
����,�� #���)�N

 � ���� ��������� ��
�)��� �������� ���
���$�� ����  ��� � ������ ��
�)�����
��)�� � ���
��� ����� ��������� � ��!�
�� ��)��� 8��� ��������� ��
!�� �����
��
���� ��� ���������� � ����� ��#�$��
��� �����
��� ���� M ����� �
� ����
�� �����5
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�� ������ �		� 
��� ����� ���������� ��������� �������� ���������� � ��
����
���������� ������������ ��� ������ � �!�" � #��$ �������%� &������ �������%' ���
��� � ��!����(�� � ����������' ��)�� ��$�� �� ��$�� ����������	�
������	�����

����������	


*���� ������
� ������������ �������
����%���� ����� ��!�+ � ������� ��$�����
�� ������,�� ������� ������- �� ��)��$
����� ����� ��� �� 100 �����$+ �����
���� ������� ����+ ���,�$ ���� �� ����
�������%$ �����

*���)�% ���� �� 
���� ����� ��$��
������ �� ���)�$��� N ���$� .���������
�� �
� ������+ �� �����+ ��� ����� �������
� #��� ��!� ��� N ���$+ ���/� ��)�%$
���� �� ����� ������ � ��!� ����� ����
����� *����� �������� � ���� ���������+
� �#���� �� '���� � ��������� ��������
���� �������������� ������� ������ ���+
����% �
� �������%� ������% �%�� �����
�����%� 0�������� ��$�� ���������� ����
��)��� ��������� ��������� ������ � ���
���� ���$+ � �����%� ���� ������� �������
�������� ��������

������ ���	
�� 	�

��

. ����$ ������ �'����
� !�$�� �������
(���� ����� N 10 � N � 1002� 3���� ����
N �����+ ���������,�' ��������� �����
� �����' �� ������������,�$ ����� 4����
����� 5 ������(�������� (���� �����+ ��
�����'���,�� 300�

������ ����	
�� 	�

��

. ����$ ������ �%������ �����������
�����)��� ��������� ��������� �������
.� �����$ ������ �%������ ��� ����� K1 �
K2 5 ���������� ������+ �����%� ��������
�� �������������%�� � ���� ���� #��' N
���$ � ���������� �����������%' �� ����
��� ���������������

. �������,�' K2 ������' �%������
� ���������,�� ������ ������ ���$+ ���

�� ���� ������� �������������� ��������

6��� ��,������� ��������� ������$ � �����
������$ ��������$ ����������+ �� �%�����
�� �� �� ��'+ � ������� �������� K1 ������
������ 1�� �����$+ ���� ���� ��
���������
�,/ ����� ��
������ � #�� ��!�2� 6��� ���
��' ������$ ���������+ �� �%������ �����
�� ��'�

������-

.'��-
7
87 �	 �	� 79 :8

.%'��-
��9
	 �
7

�
��� �
�
��

. �����/���� �%�� ������ N = 5�
*��� � ���%$ ���� ����� 35 �����$+ �� ����
��$ ; 40 �����$+ � �� �� . ���%� ��� ���
���� �%��)��� ������+ ��� ��� � ��
� ���
������� <� � �����$ ���� �� ������� ����
����+ ��� ��� ����� 101 ����� �� ����� *�
��)�� ��������� #��� ���� �� ������,�$
����� <� #���������� �����'������� �
� ��
��%$ ����� 4������%� ������% ���� � ����
������ ������ ���������

35 + 40 + 101 + 53 = 229 �����$.
=���+ ��� ���% ��������� ������ � ���
��)�� ������+ �� ����� ����% �% �����
�������+ � ����� ������� �� ����%�  ���
�% ������������ � �� ���+ ��
�� �% �����
����
��� �� ���� �����+ ��� �		 �����$�

3����� �������� ������� ���������

	
��� ���������������� >�� ������+ ���
������ ����$ ������+ �% ���������� (��%$
����� �����+ ����/� ������ ����%� �����
�� �� #��
� ������ � �������� ��$�/� ��
��)��$ ��� ������� *������� !���(��-

M(d, k) ? ����������� ����� ����
+ ���
���%� ��)�� �������� �� ���%� d ���$
� ����� � ���������� �� ����' k ��� �����
�� �������
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��������� 	�
 �
���� ��� �������
������ ���������� d � k � � ���� ���
���� ������ ��� �������
�� ����� ��������
M(N, 0) �� ���� ����������� ���������
����! ������ "��# ����� ��������� �� N
���$ � ����� � ���� �� �
�� 0 ��� %����
�� 
������ �� ���%� ��������� 	�� ����
����� ��� �������# ��������� M(d, k) ���
��������� �������#� �����������

&%������� ���
 �%��� � d�$ ���� �����
P(d)� �������� ���#�� ���

• M(1, k) = undef ���� k > 1�

• M(1, 0) = P(1) � M(1, 1) = undef 
���� P(1) � 100�

• M(1, 0) = M(1, 1) = P(1) 
���� P(1) > 100�

'���� undef �%�������� (������������
�����) �� ���� ��� ����������� �����
������ 
����� � 	��� ����� *���� ����
���� ��� undef = +∞ �� ���� �����������
���!��

+���������� ������������� M � ��
�
�����$ ������ ��� ��%���
� ,������� ���
�� ������� ������#�� ��������� ����
�
�����
 	��$ ��%�����

&������� ���!�#�� ���$�$ �� ������
�� ��������� �������# ��������� �- 	���
������� ������$ ��� %
��� �� ���������$
d .������/ � ��
������$ � �� ���������$
k .����%��/� 0
��� �����������# ���������
��#��1

• +��� P(d) � 100 �� M(d, k) =
min(M(d− 1, k) + P(d),M(d− 1, k + 1))�

• +��� P(d) > 100 �� M(d, k) =
min(M(d− 1, k− 1) + P(d),M(d− 1, k))�

� ��������$ ����
�� ��� k = 0 ����
��

����� ���

M(d − 1,−1) = undef = +∞.
2�� ����������# �������� ����� M(d, k) 
���#3�� � ������ d ����� ����� ���#3��
��� ��� � ������
3�$ ������ � ���� ���
��� ����� ���#3�� � ������
3�$ ������ �
��
� �������� ����%����

4���
�� ������ �������� ��������
�������$ �������� ����� �������# 	��$ ���
������ ��� ��
!�� �������#� ���������� 
���������# ������������	 
������	�

,������# ��
�������# ����
�� ������
�#�� ��������������� ������ �� ������$
��������� ��� ��%���
 M� 5�%���� %
���
���
!�����$ �� � M(d, k) = undef ���
k > d� "� ��%���� ����� ������������ �
��� ��� ����
�� ������� 
��� � � ��
�� � �������� 6��%������� � 	��� ��������
#�������

&������ �����$ ������� � ������ ����
%
���# ���%� �� �������������� ������
���� ����������� ����! � ����� ���������
��� ������$ ��%���� �� � ������ �����
���������# �� �
�� 
����� �����������
5� ���� �
��� ��$�� ����������� k ����
��� M(N, k) = M(N, 0)� 2�� � %
��� ����
��� K1�

7�"������ ��� ����� � ���� �� �
�� %��
��� ����!� 
���� �� 	�������� �� ����
K1 = 0 ��� 1�

8�"�����$�� ��
��
� ��%���
 M ��# �����
N = 5 P = {101, 102, 50, 90, 103}�

9�"
��� 
 "��� ���� ������������ ������
���� ����!� "���
��$�� ��!����� �����$
��$�-� � �
��� ������� �� ���%� ����� �
���� � ����� %����� 
������
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