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Ãàðìîíè÷åñêèå ÷èñëà 
è… èãðàëüíûå êàðòû 

Ñóììà 
1

1 1 1 11 ...
2 3

n

kn k
 ïðè öåëîì n  0 òàê ÷àñòî âñòðå-

÷àåòñÿ â àíàëèçå àëãîðèòìîâ, ÷òî ñïåöèàëèñòàì ïîíàäîáèëîñü äëÿ 
íåå ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå – Ín. Áóêâà Í â ýòîì îáîçíà÷åíèè 
ïðîèñõîäèò îò ñëîâà «harmonic», òàê ÷òî Ín – ýòî ãàðìîíè÷åñêîå 
÷èñëî. Îíî íàçâàíî òàê ïîòîìó, ÷òî k-ÿ ãàðìîíèêà, èçâëåêàåìàÿ èç 
ñêðèïè÷íîé ñòðóíû,  ýòî îñíîâíîé òîí, ïðîèçâîäèìûé ñòðóíîé, 
äëèíà êîòîðîé ðàâíà 1/k îò äëèíû îñíîâíîé ñòðóíû [1]. 

«Ôèçè÷åñêîå îòñòóïëåíèå» 

Êàê èçâåñòíî, çâóê â øèðîêîì 
ñìûñëå  óïðóãèå âîëíû, ðàñïðî-
ñòðàíÿþùèåñÿ â êàêîé-ëèáî óïðóãîé 
ñðåäå è ñîçäàþùèå â íåé ìåõàíè÷å-
ñêèå êîëåáàíèÿ; â óçêîì ñìûñëå  
ñóáúåêòèâíîå âîñïðèÿòèå ýòèõ êî-
ëåáàíèé ñïåöèàëüíûìè îðãàíàìè 
÷óâñòâ ÷åëîâåêà  áàðàáàííûìè 
ïåðåïîíêàìè óõà.  

Óêàçàííûå êîëåáàíèÿ ìîæåò âû-
çûâàòü, íàïðèìåð, ñòðóíà ñêðèïêè, 
ãèòàðû è ò. ï. Ñòðóíå îïðåäåë¸ííîé 
äëèíû è ñòåïåíè íàòÿæåíèÿ ñîîò-
âåòñòâóåò íåêîòîðàÿ âîëíà, òàê ñêà-
çàòü, «óêëàäûâàåìàÿ» â òî÷íîñòè îò 
îäíîãî çàêðåïë¸ííîãî êîíöà  ñòðóíû 
äî äðóãîãî. ×àñòîòà ýòîãî òîíà (êî-
ëè÷åñòâî çâóêîâûõ êîëåáàíèé â ñå-
êóíäó) íàçûâàåòñÿ îñíîâíîé ÷àñòî-
òîé. ×åì âûøå ÷àñòîòà, òåì âûøå 

òîí. Êîëåáàíèå ñ îñíîâíîé ÷àñòîòîé 
íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì òîíîì. 

Åñëè áû ñòðóíà âîñïðîèçâîäè-
ëà òîëüêî îñíîâíîé òîí, òî ôîðìà å¸ 
âîëíû ñîîòâåòñòâîâàëà áû ñëåäóþ-
ùåìó ãðàôè÷åñêîìó èçîáðàæåíèþ:  

   Ðèñ. 1 

Íî çâóêîâàÿ âîëíà íà ïðàêòèêå 
âñåãäà èìååò äîâîëüíî ñëîæíóþ 
ôîðìó, ÷àñòî äàëåêî íå ïîõîæóþ íà 
èçîáðàæ¸ííóþ íà ðèñ. 1. Ïðîèñõî-
äèò ýòî âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî êîëåá-
ëþùååñÿ òåëî (â íàøåì ñëó÷àå – 
ñòðóíà), âèáðèðóÿ, ïðåëîìëÿåòñÿ â 
ðàçíûõ ÷àñòÿõ. Ýòè ÷àñòè ïðîèçâî-

Çëàòîïîëüñêèé Äìèòðèé Ìèõàéëîâè÷
Êàíäèäàò òåõíè÷åñêèõ íàóê, 
äîöåíò êàôåäðû èíôîðìàòèêè è ïðèêëàäíîé 
ìàòåìàòèêè Ìîñêîâñêîãî ãîðîäñêîãî 
ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà.
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äÿò ñàìîñòîÿòåëüíûå êîëåáàíèÿ  â  
îáùåì  ïðîöåññå  âèáðàöèè  ñòðóíû 

Ðèñ. 2 

è îáðàçóþò äîïîëíèòåëüíûå âîëíû. 
Äëèíà âîëíû òîíà, îáðàçóþùåãî-

ñÿ îò ïîëîâèíû ñòðóíû, â äâà ðàçà 
êîðî÷å âîëíû îñíîâíîãî òîíà, à ÷à-
ñòîòà êîëåáàíèé å¸ â äâà ðàçà áîëü-
øå îñíîâíîé ÷àñòîòû n, îò òðåòè 
ñòðóíû – â òðè ðàçà è ò. ä. 

Êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòàìè 2n, 3n, 
4n, …, ãäå n – îñíîâíàÿ ÷àñòîòà, 
íàçûâàþòñÿ «ãàðìîíèêàìè» (2-é, 3-é, 
4-é è ò. ä.). 

Óñòàíîâëåíî, ÷òî k-ÿ ãàðìîíèêà 
íåêîòîðîé îñíîâíîé («èñõîäíîé») 
ñòðóíû îáðàçóåò çâóê òàêîé æå, ÷òî è 
îñíîâíîé òîí ñòðóíû, äëèíà  êîòîðîé 
ðàâíà 1/k îò äëèíû èñõîäíîé ñòðóíû.  

Âû÷èñëåíèå ãàðìîíè÷åñêîãî ÷èñëà 

Â ïðîãðàììå ðàññ÷èòàòü çíà÷å-

íèå Ín  1 1 11 ...
2 3 n

 ïðè çàäàí-

íîì n ìîæíî ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè, 
êîòîðàÿ íà øêîëüíîì àëãîðèòìè÷å-
ñêîì ÿçûêå èìååò âèä: 

  _  (   n)
  i,  

 := 1
  i  2  n

 :=  + 1/i

|  :
 := 

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ín = Ín  1  1
n

, 

ìîæíî ïðèìåíèòü ïðè¸ì, êîòîðûé â 
ïðîãðàììèðîâàíèè íàçûâàþò «ðå-

êóðñèåé» [2]. Ñîçäàäèì ïðîñòóþ è 
ëîãè÷íóþ ðåêóðñèâíóþ (èñïîëüçóþ-
ùóþ ñàìó ñåáÿ â êà÷åñòâå âñïîìîãà-
òåëüíîé) ôóíêöèþ: 

  _  (   n)

 n = 1

 := 1

 := _  (n - 1) + 1/n

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî îáå ïðè-
âåä¸ííûå ôóíêöèè âîçâðàùàþò âå-
ùåñòâåííîå çíà÷åíèå ãàðìîíè÷åñêèõ 
÷èñåë. 

Íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíîé çàäà-
÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ãàðìîíè÷å-
ñêèõ ÷èñåë â âèäå ïðîñòîé äðîáè: 
3/2, 11/6 è ò. ï. 

âîëíû îò
ïîëîâèí

âîëíû îò
òðåòåé

âîëíû îò
÷åòâåðòåé
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Çàäàíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé 
ðàáîòû 

Íà èçâåñòíîì âàì ÿçûêå ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ ðàçðàáîòàéòå ïðî-
ãðàììû äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãàðìîíè÷å-
ñêèõ ÷èñåë â äâóõ âàðèàíòàõ âûâîäà 
èõ íà ýêðàí: 

1) 
1 1.00000 
2 1.50000 

3  1.83333 
… 
20   … 
2) 
1    1/1 
2 3/2 
3    11/6 
… 
20   … 
Âî âòîðîì ñëó÷àå äâå ôóíêöèè 

íå ñîçäàâàòü. 

Ïðèìåð ñ èãðàëüíûìè êàðòàìè 

Âîò îäèí êàðòî÷íûé ôîêóñ, êî-
òîðûé äåìîíñòðèðóåò, íàñêîëüêî 
«ãàðìîíè÷íî» ( ) âîçíèêàþò ãàð-
ìîíè÷åñêèå ÷èñëà óæå â ïðîñòûõ 
ñèòóàöèÿõ. Ïîëîæèâ íà ñòîë n 

êàðò è ñäâèãàÿ èõ îòíîñèòåëüíî 
äðóã äðóãà, íàì õîòåëîñü áû îáðà-
çîâàòü êàê ìîæíî áîëüøèé âûñòóï 
íàä êðàåì ñòîëà ñ ó÷¸òîì äåéñòâèÿ 
ñèëû òÿæåñòè: 

Ðèñ. 3 

Äëÿ áîëüøåé îïðåäåë¸ííîñòè çà-
äà÷è ïîòðåáóåì, ÷òîáû êðàÿ êàðò 
áûëè ïàðàëëåëüíû êðàþ ñòîëà  â 
ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåëè÷èíó âûñòóïà 
ìîæíî áûëî áû óâåëè÷èòü, ðàçâîðà-
÷èâàÿ êàðòû òàê, ÷òîáû èõ óãîëêè 
âûñòóïàëè íåìíîãî äàëüøå. À äëÿ 
òîãî ÷òîáû óïðîñòèòü îòâåò, ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî äëèíà êàæäîé êàðòû 
ðàâíà 2 åäèíèöàì. 

Äëÿ îäíîé êàðòû ìàêñèìàëüíàÿ 
âåëè÷èíà âûñòóïà ïîëó÷àåòñÿ òîãäà, 
êîãäà å¸ öåíòð òÿæåñòè íàõîäèòñÿ 
ðîâíî íàä êðàåì ñòîëà (áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðàâíîâåñèå 
áóäåò óñòîé÷èâîå). À ïîñêîëüêó 
öåíòð òÿæåñòè íàõîäèòñÿ â öåíòðå 
êàðòû, òî ìû ìîæåì îáðàçîâàòü âû-
ñòóï äëèíîé â ïîëîâèíó êàðòû, ò. å. 
äëèíîé â 1 åäèíèöó. 

Äëÿ äâóõ êàðò íåòðóäíî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà 
âûñòóïà ïîëó÷àåòñÿ òîãäà, êîãäà 
öåíòð òÿæåñòè âåðõíåé êàðòû íàõî-
äèòñÿ ðîâíî íàä êðàåì âòîðîé êàð-

òû, à îáùèé öåíòð òÿæåñòè îáåèõ 
êàðò – ðîâíî íàä êðàåì ñòîëà. À ïî-
ñêîëüêó îáùèé öåíòð òÿæåñòè äâóõ 
êàðò áóäåò íàõîäèòüñÿ ïîñåðåäèíå 
èõ ñîâìåù¸ííûõ ÷àñòåé, òî ìû â 
ñîñòîÿíèè óâåëè÷èòü âåëè÷èíó âû-
ñòóïà åù¸ íà ïîëîâèíó åäèíèöû. 

Ïîäîáíûå îáñòîÿòåëüñòâà ïîä-
ñêàçûâàþò îáùèé ìåòîä, â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ êîòîðûì êàðòû ïîìåùàþò-
ñÿ òàê, ÷òîáû öåíòð òÿæåñòè k 
âåðõíèõ êàðò íàõîäèëñÿ ðîâíî íàä 
êðàåì (k 1)-é êàðòû (êîòîðàÿ ïî-
ëîæåíà ïîä ýòè k âåðõíèõ êàðò). 
Ñòîë æå èãðàåò ðîëü (n  1)-é êàð-
òû. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûðàçèòü ýòî 
óñëîâèå àëãåáðàè÷åñêè, ìîæíî îáî-
çíà÷èòü ÷åðåç dk ðàññòîÿíèå îò 
âûñòóïàþùåãî êðàÿ ñàìîé âåðõíåé 
êàðòû äî ñîîòâåòñòâóþùåãî êðàÿ 
k-é ñâåðõó êàðòû (ñì. ðèñ. 3).  

Íàäî òàêæå âñïîìíèòü óðîêè 
ôèçèêè. Èç íèõ ÷èòàòåëþ, î÷åâèäíî, 
èçâåñòíî, ÷òî îáùèé öåíòð òÿæåñòè 
k ïðåäìåòîâ, êîòîðûå èìåþò ìàññû 

ñòîë

êàðòà n

êàðòà 2 êàðòà 1

d

d
d

2

3
n+3
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m1, m2, …, mk è öåíòðû òÿæåñòè 
êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî 
â òî÷êàõ ïðåäìåòîâ, íàõîäÿùèõ-  
ñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ p1, p2, …, pk
(ñì.  ðèñ.  4),  ðàñïîëîæåí  â  òî÷êå  ñ 

1 1 2 2

1 2

. . .

. . .
k k

k

m p m p m p
p

m m m
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ äâóõ êàðò 

ìîæåì çàïèñàòü: 

d3 
1 2( 1) ( 1)m d m d

m m
1 2 .

( 1) ( 1)
2

d d
 

Ðèñ. 4 

Çàìåòèì, ÷òî d1  0. Â îáùåì 

ñëó÷àå íóæíî ïîëîæèòü dk  1  ðàâ-
íûì öåíòðó òÿæåñòè k ïåðâûõ êàðò: 

dk  1 1 2( 1) ( 1) ... ( 1)kd d d
k

ïðè 1  k  n. 
À ýòó ðåêóððåíòíóþ çàâèñè-

ìîñòü1 ìîæíî ïåðåïèñàòü â äâóõ
ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìàõ: 

kdk  1  k  d1  d2  …  dk  1  dk, k  0;
(k  1)dk  k $ 1  d1  d2  …  dk – 1.   l. 

Âû÷èòàíèå îäíîãî óðàâíåíèÿ èç 
äðóãîãî ïîêàçûâàåò, ÷òî  

kdk + 1 $ (k  1)dk  1  dk, k  l; 
ñëåäîâàòåëüíî, dk + 1  dk  1/k. Ýòî 
îçíà÷àåò, ÷òî âòîðàÿ êàðòà áóäåò 
ñäâèíóòà íà ïîëîâèíó åäèíèöû äëè-
íû îòíîñèòåëüíî òðåòüåé êàðòû, êî-

òîðàÿ ñäâèíóòà íà òðåòü åäèíèöû 
äëèíû îòíîñèòåëüíî ÷åòâ¸ðòîé êàð-
òû è ò. ä. Îòñþäà ïî èíäóêöèè âû-
òåêàåò îáùàÿ ôîðìóëà 

dk + 1 = 1 1 11 . . .
2 3 k

 = Hk.  

À åñëè ïîëîæèòü k  n, òî ïîëó-
÷èì dn + 1  Ín, ò. å. ïîëíàÿ âåëè÷è-
íà âûñòóïà, êîãäà n êàðò óëîæåíû 
òàê, êàê îïèñàíî âûøå, ðàâíà ãàð-
ìîíè÷åñêîìó ÷èñëó «ñòåïåíè» n.  

Èíòåðåñíûé âîïðîñ: à íåëüçÿ ëè 
ïîëó÷èòü áî2ëüøóþ âåëè÷èíó âûñòó-
ïà, âîçäåðæèâàÿñü âíà÷àëå îò ñäâè-
ãà êàæäîé êàðòû íà ïðåäåëüíî âîç-
ìîæíîå ðàññòîÿíèå è íàêàïëèâàÿ 
«ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ñèëû òÿ-
æåñòè» äëÿ ðåøàþùåãî ñäâèãà? Îò-
âåò – íåò, íåëüçÿ, òàê êàê âñÿêîå 
óñòîé÷èâîå ðàñïîëîæåíèå êàðò 
äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó: 

dk + 1  

 1 2( 1) ( 1) . . . ( 1)kd d d
k

ïðè 1  k  n. 
Ê òîìó æå d1  0. Îòñþäà ïî èí-

äóêöèè ñëåäóåò, ÷òî dk + 1  Hk.  
Çàäàíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé 

ðàáîòû 
Ðàçðàáîòàâ êîìïüþòåðíóþ ïðî-

ãðàììó, îïðåäåëèòå: 
1) êàêèì áóäåò âûñòóï â ñëó÷àå

èñïîëüçîâàíèÿ êîëîäû èç: 
 52 êàðò; 
 ìèëëèîíà êàðò (åñëè óñëîâíî 

äîïóñòèòü, ÷òî òàêîå êîëè÷åñòâî 
êàðò ìîæíî ðàçìåñòèòü, ñîáëþäàÿ 
ðàññìîòðåííóþ çàêîíîìåðíîñòü); 

2) ïðè êàêîì ìèíèìàëüíîì ÷èñëå
êàðò âåëè÷èíà âûñòóïà áóäåò ïðå-
âûøàòü äëèíó îäíîé êàðòû, êîòîðàÿ 
ðàâíà äâóì åäèíèöàì. 
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1 Ðåêóððåíòíîé çàâèñèìîñòüþ (èëè ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì) íàçûâàþò 
ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ î÷åðåäíîé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷åðåç îäèí èëè íå-
ñêîëüêî ïðåäûäóùèõ ÷ëåíîâ. Íàïðèìåð, äëÿ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè òàêàÿ 
ôîðìóëà: ai = ai – 1 + d (êàæäûé ïîñëåäóþùèé ÷ëåí ðàâåí ïðåäûäóùåìó, óâåëè-
÷åííîìó íà ðàçíîñòü ïðîãðåññèè). 
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