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Ýòà ñòðàøíàÿ ðåêóðñèÿ:  
ðåêóðñèâíûå àëãîðèòìû 

Â ïðîøëîì ãîäó ìû ñ âàìè ïîáûâàëè íà çàíÿòèÿõ êðóæêà ïî 
èíôîðìàòèêå, ïîñâÿù¸ííîì ðåêóðñèè (ñì.  «Ïîòåíöèàë» ¹ 4 çà 
2013 ã.). Òàì îáñóæäàëîñü, ÷òî òàêîå ðåêóðñèÿ, êàê îíà èñïîëüçóåò-
ñÿ â ìàòåìàòèêå, èíôîðìàòèêå è äàæå â èñêóññòâå. Ñåãîäíÿ ðå÷ü 
ïîéä¸ò îá  èñïîëüçîâàíèè ðåêóðñèè â ïðîãðàììèðîâàíèè. 

 Íà÷í¸ì ñ îïðåäåëåíèÿ. Âû 
óæå çíàåòå, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå 
ðåêóðñèâíîå îïðåäåëåíèå  ýòî 
îïðåäåëåíèå, êîòîðîå ññûëàåòñÿ 
ñàìî íà ñåáÿ. Òî æå ìîæíî ñêàçàòü 
è î ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèÿõ è ïðî-
öåäóðàõ. Îïèñàíèå ôóíêöèè (ïðî-
öåäóðû) íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíûì, 
åñëè â îïèñàíèè âñòðå÷àåòñÿ îáðà-
ùåíèå ê ñàìîé ýòîé ôóíêöèè (ïðî-
öåäóðå). Áûâàåò è êîñâåííàÿ ðåêóð-
ñèÿ: â îïèñàíèè ôóíêöèè FA åñòü 
îáðàùåíèå ê ôóíêöèè  FB, à ôóíê-
öèÿ FB  îáðàùàåòñÿ ê FA.   

Âî ìíîãèõ ÿçûêàõ ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ ìîæíî ïèñàòü ðåêóðñèâíûå 
ïðîöåäóðû è ôóíêöèè. Ìû ñ âàìè 
ñåãîäíÿ áóäåì ïèñàòü ôðàãìåíòû 
ïðîãðàìì íà ÿçûêå Ïàñêàëü; òå, êòî 

áîëüøå ëþáèò äðóãèå ÿçûêè, ëåãêî 
ïåðåïèøóò èõ íà Ñè èëè Visual 
Basic  àëãîðèòìû âåçäå îäèíàêîâû. 

Âû÷èñëåíèå ôàêòîðèàëà 

Â ïðîøëûé ðàç ìû óñòàíîâèëè, 
÷òî ôàêòîðèàë  ÷èñëà n (n>0) ìîæíî 

îïðåäåëèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: íåðå-
êóðñèâíî 

Ãðàöèàíîâà Òàòüÿíà Þðüåâíà
Ïðåïîäàâàòåëü ïîäãîòîâèòåëüíûõ êóðñîâ  

ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè 
è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.
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n!  1*2*3*…*(n 1)*n 
è ðåêóðñèâíî 

F(1)  1, 
F(n)  F(n 1) * n ïðè n >1. 
Ñëåäóÿ íåðåêóðñèâíîìó îïðåäå-

ëåíèþ, ïîëó÷àåì îïèñàíèå ôóíêöèè 
ñ öèêëîì (ïåðåìíîæàåì ÷èñëà îò 1 
äî N). À òåïåðü ïîñìîòðèì íà ðå-

êóðñèâíîå îïðåäåëåíèå. Îíî ñîñòîèò 
èç äâóõ ÷àñòåé. ×òîáû îïðåäåëèòü, 
êàêóþ ÷àñòü îïðåäåëåíèÿ èñïîëüçî-
âàòü, íàäî ïîñìîòðåòü çíà÷åíèå N. 
Ïðè N 1 èñïîëüçóåòñÿ ïåðâàÿ ÷àñòü, 
ïðè N>1  âòîðàÿ. Èìåííî ýòî àêêó-
ðàòíî è çàïèøåì íà Ïàñêàëå. Ïîëó-
÷àåì âîò òàêèå îïèñàíèÿ ôóíêöèé: 

Íåðåêóðñèâíî Ðåêóðñèâíî

Function  
 Factor(N:Integer) : Integer; 

Var I, F : Integer; 
Begin F:=1; 
   For I:=2 to N do 

F:=F*I; 
   Factor:=F 
End; 

Function  
    FactorR (N:Integer) : Integer; 

Begin  
 If  N=1 Then  FactorR:=1 

  Else FactorR:=  
  FactorR (N-1)*N 

End;  

Êàê âèäèòå, ïî ðàçìåðó ïðî-
ãðàììû ïðèìåðíî îäèíàêîâûå  íå-
ñêîëüêî ñòðî÷åê. Ðåçóëüòàòû òîæå 
ïîëó÷àþòñÿ îäèíàêîâûå  ìîæåòå 
ïðîâåðèòü (íàïîìíèì, ÷òîáû ïðîâå-
ðèòü, êàê ðàáîòàåò ôóíêöèÿ, íàäî 
íàïèñàòü îñíîâíóþ ïðîãðàììó, â 
êîòîðîé îáðàòèòüñÿ ê ýòîé ôóíêöèè 
ñ êàêèì-ëèáî çíà÷åíèåì àðãóìåíòà è 
íàïå÷àòàòü îòâåò). Êàê âû ñ÷èòàåòå, 
êàêîå îïèñàíèå ëó÷øå? 

 Ìíå áîëüøå ðåêóðñèâíîå íðà-
âèòñÿ  îíî â òî÷íîñòè îïðåäåëåíèþ 
ñîîòâåòñòâóåò. 

 Âåðíî. Ðåêóðñèâíûå îïèñàíèÿ 
ôóíêöèé ÷àñòî áûâàþò áîëåå íàãëÿä-
íûìè è êîðîòêèìè, ÷åì èõ íåðåêóð-
ñèâíûå àíàëîãè. Íî äàâàéòå ïîñìîò-
ðèì, êàê ðàáîòàþò ýòè ôóíêöèè, êàê 
èñïîëüçóþò ïàìÿòü. Â íåðåêóðñèâ-
íîé ôóíêöèè èñïîëüçóþòñÿ äâà 
èìåíè â çàãîëîâêå (àðãóìåíò è èìÿ 
ôóíêöèè) è îïèñàíû äâå ëîêàëüíûå 
ïåðåìåííûå. Âîò ñ ýòèìè 4 çíà÷åíè-
ÿìè îíà è ðàáîòàåò,  äëÿ èõ õðàíå-
íèÿ åé íóæíà ïàìÿòü âî âðåìÿ å¸ 
ðàáîòû. 

Â ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè ëî-
êàëüíûõ ïåðåìåííûõ íåò. Îçíà÷àåò 
ëè ýòî, ÷òî åé íóæíî ìåíüøå ïàìÿ-

òè? Äàâàéòå ðàçáåð¸ì å¸ ðàáîòó 
äëÿ N 4. 

Àðãóìåíò íå ðàâåí 1, ïîýòîìó 
äîëæåí áûòü âûïîëíåí îïåðàòîð 
ïðèñâàèâàíèÿ 

FactorR:= FactorR (N-1)*N. 
Âñïîìíèì, êàê âûïîëíÿåòñÿ îïåðà-
òîð ïðèñâàèâàíèÿ. Ñíà÷àëà âû÷èñ-
ëÿåòñÿ çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ, êîòî-
ðîå ñòîèò â ïðàâîé ÷àñòè, òî åñòü 
íàäî ïîäñ÷èòàòü FactorR (N 1)*N, à 
äëÿ ýòîãî íàäî îáðàòèòüñÿ ê ôóíê-
öèè. Íî ó ôóíêöèè óæå áóäåò äðó-
ãîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà, âìåñòî N îí 
áóäåò ðàâåí N 1. Ìîæíî ñêàçàòü, 
÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïðèñâàèâàíèå 
N:=N 1. Íî, åñëè òàêîå ïðèñâàèâà-
íèå âûïîëíèòü, ïðåæíåå çíà÷åíèå N 
ïîòåðÿåòñÿ,  «çàáóäåòñÿ». À îíî âåäü 
íàì ïîíàäîáèòñÿ! Çíà÷èò, åãî íàäî 
ñîõðàíèòü. Ïðèìåðíî òàê äîëæåí 
«ðàññóæäàòü» êîìïüþòåð (òî÷íåå, 
ïðîãðàììèñòû, êîòîðûå åãî ïðîåê-
òèðîâàëè). Îòâåä¸ì â ïàìÿòè ìåñòî, 
ãäå áóäåì ñîõðàíÿòü òàêèå «ðàáî-
÷èå» çíà÷åíèÿ è çàïèøåì òóäà çíà-
÷åíèå N, ÷èñëî 4.  

Òåïåðü âûïîëíÿåì íóæíûå íàì 
äåéñòâèÿ, îáðàùàåìñÿ ê ôóíêöèè 
FactorR ñ ïàðàìåòðîì 3. Îïÿòü äîë-

Èíôîðìàòèêà
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æåí ðàáîòàòü îïåðàòîð ïðèñâàèâà-
íèÿ FactorR: FactorR(N 1)*N, òîëüêî 
òåïåðü N 3. È îïÿòü ýòî çíà÷åíèå 
ïðèä¸òñÿ ñîõðàíèòü â íåêîòîðîì 
ñïåöèàëüíî îòâåä¸ííîì ìåñòå (òå-
ïåðü ó íàñ òàì õðàíèòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü 4, 3). Äàëåå ìîæåì âèäåòü, 
÷òî ê ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîáà-
âèòñÿ ÷èñëî 2 (ïîëó÷àåòñÿ 4, 3, 2). 
Ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå ê 
ôóíêöèè ñ àðãóìåíòîì 1 è  óðà!  
ðàáîòàåò ïåðâàÿ âåòâü, ïîëó÷àåì, ÷òî 
FactorR: 1. Íî ýòî åù¸ íå îòâåò, âåäü 
ìû òîëüêî ïîäñ÷èòûâàåì çíà÷åíèå 
âûðàæåíèÿ â îïåðàòîðå ïðèñâàèâà-
íèÿ FactorR:= FactorR (1)*N, à 
çíà÷åíèå N  òî, êîòîðîå ñ «ïðîøëî-
ãî ðàçà» îñòàëîñü (ìû åãî çàïîìèíà-
ëè ñàìûì ïîñëåäíèì), äîñòàíåì èç 
íàøåãî õðàíèëèùà. Ýòî ÷èñëî 2. 
Âûïîëíÿåì óìíîæåíèå, ïîëó÷àåì 
FactorR 2. Íî è ýòî åù¸ íå îòâåò, 
ýòî çíà÷åíèå íàäî òîæå ïîäñòàâèòü 
â âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè îïåðà-
òîðà ïðèñâàèâàíèÿ FactorR:= 2*N, 
à N îïÿòü «ñòàðîå», êîòîðîå çàïîìè-
íàëè. Âûòàñêèâàåì åãî, ïîëó÷àåì 
ïðîèçâåäåíèå 2*3, êîòîðîå òîæå 
íàäî ïîäñòàâèòü (óæå â ïîñëåäíèé 
ðàç) â âûðàæåíèå â îïåðàòîðå ïðè-
ñâàèâàíèÿ FactorR:= 6*N, à N 4 
îïÿòü âûòàùèòü èç õðàíèëèùà. Ïðè 
N 4 ìû çàïîìèíàëè 3 çíà÷åíèÿ ïå-
ðåìåííîé, äëÿ, íàïðèìåð,  N 6 ïðè-
øëîñü áû çàïîìèíàòü 5 çíà÷åíèé. 
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàáîòå îáû÷íîé 
ôóíêöèè îáú¸ì íåîáõîäèìîé ïàìÿòè 
çàâèñèò òîëüêî îò êîëè÷åñòâà ïåðå-
ìåííûõ,  îïèñàííûõ â íåé; ïðè ðà-
áîòå ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè îáú¸ì 
ïàìÿòè çàâèñèò åù¸ è îò êîëè÷åñòâà 
ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ (ãëóáèíû ðå-
êóðñèè). Îáû÷íî äëÿ ðàáîòû ðåêóð-
ñèâíîé ôóíêöèè ïàìÿòè òðåáóåòñÿ 
áîëüøå, ÷åì äëÿ ðàáîòû íåðåêóð-
ñèâíîãî àíàëîãà. Äà è âðåìåíè äëÿ 
ðåêóðñèâíîãî àëãîðèòìà îáû÷íî òðå-
áóåòñÿ áîëüøå, âåäü îíî òðàòèòñÿ 
åù¸ è íà ðàáîòó ñ õðàíèëèùåì. 

 À åñëè áû ìû ïðîèçâåäåíèå 
íàîáîðîò ïåðåïèñàëè:  
FactorR:= N*FactorR (N-1) 

òîãäà íå ïðèøëîñü áû çíà÷åíèå N 
çàïîìèíàòü? 

 Íåò, îíî âñ¸ ðàâíî ïîíàäîáè-
ëîñü áû  óìíîæåíèå âîçìîæíî, 
òîëüêî êîãäà èçâåñòíû îáà ñîìíîæè-
òåëÿ. Ê òîìó æå ìû çäåñü äîñòàòî÷íî 
óñëîâíî ðàçîáðàëè, ÷òî çàïîìèíàåò 
êîìïüþòåð ïðè ðàáîòå ñ ðåêóðñèâ-
íûìè ôóíêöèÿìè. Íà ñàìîì äåëå îí 
íå «ñìîòðèò», ÷òî ïîíàäîáèòñÿ, à ÷òî 
íåò (ýòî ñëèøêîì ñëîæíî), à çàïîìè-
íàåò çíà÷åíèÿ âñåõ ïåðåìåííûõ, äà è 
íå òîëüêî èõ  îí âåäü åù¸ äîëæåí 
çíàòü, êóäà âåðíóòüñÿ, ÷òî äåëàòü 
ïîñëå âû÷èñëåíèÿ î÷åðåäíîãî øàãà 
ðåêóðñèè, ïîýòîìó çàïîìèíàåòñÿ äî-
âîëüíî ìíîãî èíôîðìàöèè 

Äàâàéòå ïîñìîòðèì, â êàêîì ïî-
ðÿäêå êîìïüþòåð çàïèñûâàåò è ñ÷è-
òûâàåò èíôîðìàöèþ èç õðàíèëèùà: 
ýëåìåíò, çàïèñàííûé (ïîëîæåííûé 
íà õðàíåíèå) ïîñëåäíèì, áóäåò ïðî-
÷èòàí (âûíóò èç õðàíèëèùà) ïåð-
âûì, è íàîáîðîò  òî, ÷òî çàïèñàëè â 
ñàìîì íà÷àëå (â íàøåì ñëó÷àå ýòî 
çíà÷åíèå N, ñ êîòîðûì ïåðâîíà-
÷àëüíî îáðàòèëèñü ê ôóíêöèè), áó-
äåò ïðî÷èòàíî â ïîñëåäíþþ î÷åðåäü.  

Òàêîé òèï õðàíèëèùà èíôîðìà-
öèè íàçûâàåòñÿ ñòåêîì. Â ëèòåðàòóðå 
ìîæíî òàêæå âñòðåòèòü íàçâàíèå 

Èíôîðìàòèêà
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FILO  îò ïåðâûõ áóêâ ñëîâ âî ôðàçå 
First In Last Out (ïåðâûì ïðèø¸ë  
ïîñëåäíèì óø¸ë). Âû ìîæåòå â 
íàøåì ñëó÷àå ïðåäñòàâèòü ñåáå ñòåê 
êàê êîëîäåö, â êîòîðûé ìû íà âåð¸â-
êå îïóñêàåì ÷èñëà. Ñíà÷àëà ïðèâÿçà-
ëè ê âåð¸âêå ÷åòâ¸ðêó, íåìíîãî îïó-
ñòèëè, ïðèâÿçàëè òðîéêó, åù¸ íåìíî-
ãî îïóñòèëè  è òàê äàëåå. À êîãäà 
äîøëè äî åäèíèöû, íà÷èíàåì íàøè 
÷èñëà èç êîëîäöà âûíèìàòü  òÿíåì 
çà âåð¸âêó. Âûíèìàåì ñíà÷àëà 

äâîéêó, ïîòîì òðîéêó, à ÷åòâ¸ðêó, 
êîòîðóþ ïðèâÿçàëè ïåðâîé, âûòà-
ùèì â ñàìîì êîíöå. ×åì áîëüøå ðå-
êóðñèâíûõ âûçîâîâ, òåì äëèííåå 
âåð¸âêà ïîíàäîáèòñÿ, òåì ãëóáæå 
äîëæåí áûòü êîëîäåö (ïîìíèòå, ìû 
óæå èñïîëüçîâàëè òåðìèí «ãëóáèíà 
ðåêóðñèè»). Òàêîé ñïîñîá õðàíåíèÿ 
è èçâëå÷åíèÿ  èíôîðìàöèè îêàçû-
âàåòñÿ óäîáåí âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, íå 
òîëüêî ïðè ðàáîòå ðåêóðñèâíûõ àë-
ãîðèòìîâ, ïîýòîìó  îí ÷àñòî èñïîëü-
çóåòñÿ â èíôîðìàòèêå. 

Âû÷èñëåíèå ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è 

 Âåðí¸ìñÿ ê ðåêóðñèâíûì ôóíê-
öèÿì. Äàâàéòå íàïèøåì ôóíêöèþ,  ê 
ðåêóðñèâíîìó îïðåäåëåíèþ êîòîðîé 
ìû ïðèâûêëè (à íåðåêóðñèâíûì 
îáû÷íî íèêòî è íå ïîëüçóåòñÿ). Ýòî 
âû÷èñëåíèå ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è (n> 1): 

F(1) 1, F(2) 1, 
F(n) F(n 1) F(n 2) äëÿ n>2. 

Òàê æå ñäåëàåì ýòî ðåêóðñèâíî è 
íåðåêóðñèâíî. Ðåêóðñèâíîå îïèñàíèå 
çäåñü âûãëÿäèò òîæå ãîðàçäî ïðîùå 
è ïîíÿòíåå  â òî÷íîñòè ïîâòîðÿåò 
îïðåäåëåíèå, â íåðåêóðñèâíîì ïðè-
ä¸òñÿ íåìíîæêî ïîäóìàòü, êàê çà-
ìåíèòü ðåêóðñèþ öèêëîì, ïåðåïðè-
ñâàèâàÿ íà êàæäîì  øàãå çíà÷åíèÿ 
ïåðåìåííûõ. 

Íåðåêóðñèâíî Ðåêóðñèâíî

Function Fib(N:Integer):Integer; 
Var A,B,F, I:Integer; 
Begin A:=1; B:=1;  F:=1; 

   For I:=3 to N do 
   Begin F:=A+B; 

A:=B; 
B:=F 

   End; 
   Fib:=F 

End; 

Function FibR(N:Integer):Integer; 

Begin  
  If N<=2 Then FibR:=1 

Else  
  FibR:=FibR(N-1)+FibR(N-2) 

End; 

Ðåêóðñèâíîå îïðåäåëåíèå ïîëó-
÷èëîñü ãîðàçäî êîðî÷å. Íî äàâàéòå 
ïîñìîòðèì, êàê ðàáîòàþò ýòè ôóíê-
öèè. Íåðåêóðñèâíàÿ ïðîèçâîäèò âû-
÷èñëåíèÿ òàê æå, êàê ýòî äåëàåì 
ìû, êîãäà íàì íàäî ïîñ÷èòàòü N-å 
÷èñëî Ôèáîíà÷÷è: ïðèíèìàåò ïåðâîå 
è âòîðîå ðàâíûìè åäèíèöå, à äàëåå 
âû÷èñëÿåò êàæäîå ñëåäóþùåå êàê 
ñóììó äâóõ ïðåäûäóùèõ, ïîêà íå 
äîéä¸ò äî íóæíîãî. Ðåêóðñèâíàÿ 
ôóíêöèÿ áåð¸òñÿ çà äåëî ñ äðóãîãî 
êîíöà. ×òîáû âû÷èñëèòü, íàïðèìåð, 
ïÿòîå ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îíà 
âûïîëíÿåò îïåðàòîð ïðèñâàèâàíèÿ 

FibR: FibR(4) FibR(3). À â ýòîì îïå-
ðàòîðå äâà ðåêóðñèâíûõ âûçîâà: 

FibR: FibR(3) FibR(2) 
è  

FibR: FibR(2) FibR(1). 
Ïðè÷¸ì, îáðàòèòå âíèìàíèå, äëÿ 

âû÷èñëåíèÿ Fib(4) íàäî çíàòü Fib(3), 
êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ âî âòîðîì ñëà-
ãàåìîì. Îäíàêî ôóíêöèÿ ýòè âû÷èñ-
ëåíèÿ ïðîèçâîäèò åù¸ ðàç. Åñëè âû 
âîçüì¸òå ÷èñëî ïîáîëüøå è ðàñïè-
øåòå, êàê çäåñü ðàáîòàåò ðåêóðñèÿ, 
âû óâèäèòå, êàê ëàâèíîîáðàçíî âîç-
ðàñòàåò êîëè÷åñòâî ðåêóðñèâíûõ 
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âûçîâîâ, ñêîëüêî ðàç âû÷èñëåíèÿ 
äóáëèðóþòñÿ. Ïîýòîìó ðåêóðñèâíîå 
îïèñàíèå ôóíêöèè âû÷èñëåíèÿ ÷è-
ñåë Ôèáîíà÷÷è îáû÷íî ïðèâîäÿò êàê 
ïðèìåð íåðàöèîíàëüíîãî.  Òî, ÷òî 
ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ ðàáîòàåò ãî-
ðàçäî ìåäëåííåå, ìîæíî çàìåòèòü 
äàæå íà íàøèõ áûñòðûõ êîìïüþòå-
ðàõ. Åñëè âû ïîäñ÷èòàåòå äîñòàòî÷-
íî áîëüøîå ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è 
(íàïðèìåð, 40-å), òî óâèäèòå, ÷òî 
íåðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ âûäà¸ò îò-
âåò ìãíîâåííî, à ïðè ðàáîòå ðåêóð-
ñèâíîé ïðèõîäèòñÿ íåêîòîðîå âðåìÿ 
ïîäîæäàòü. (Çàìåòèì: äëÿ òîãî ÷òî-
áû âû÷èñëèòü òàêîå áîëüøîå ÷èñëî, 
ïðèä¸òñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè îïðåäå-
ëèòü êàê LongInt). 

 À çà÷åì æå òîãäà íóæíû ðå-
êóðñèâíûå ôóíêöèè, åñëè îíè è ïà-
ìÿòè áîëüøå òðåáóþò, è ðàáîòàþò 

Âûâîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 

Äàâàéòå ïîäóìàåì, êàê áóäåò ðàáîòàòü âîò òàêàÿ ïðîöåäóðà: 

Procedure Print; 
var a : integer; 
Begin read(a); 
    If a=0 then Writeln 

else Begin  
Writeln(a); 
Print 

End 
End; 

 Ââîäèòñÿ öåëîå ÷èñëî. Åñëè ýòî 
íîëü, òî ïðîñòî ïåðåâîäèòñÿ ñòðîêà è 
ðàáîòà çàâåðøàåòñÿ. À åñëè íå íîëü, 
òî ýòî ÷èñëî ïå÷àòàåòñÿ è ïðîèñõîäèò 
îáðàùåíèå ñíîâà ê ïðîöåäóðå, òî åñòü 
îïÿòü ââîäèòñÿ ÷èñëî è ïå÷àòàåòñÿ  
è òàê, ïîêà íå áóäåò ââåä¸í íîëü. 

 Âåðíî. Òîëüêî îáðàòèòå âíèìà-
íèå: ââîäÿòñÿ ÷èñëà ñ ïîìîùüþ îïå-
ðàòîðà READ, à âûâîäÿòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ WRITELN. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 
ââåñòè ÷èñëà íàäî âñå ñðàçó, â 
ñòðî÷êó ÷åðåç ïðîáåë, à âûâîäèòüñÿ 
îíè áóäóò  â ñòîëáèê (òî åñòü ââîäè-

ìûå ÷èñëà íå ïåðåìåøàþòñÿ ñ âû-
âîäèìûìè). 

 Íó è ÷òî â ýòîì âåëèêîãî? Ìû 
òàêîå ïèñàëè íà ïåðâîì æå óðîêå, 
êîãäà öèêëû ïðîõîäèëè. Ïîäóìàåøü: 
ââåëè  âûâåëè, è âñ¸ ýòî ïîêà íîëü 
íå ââåëè. 

 Âåðíî, çäåñü íè÷åãî ïðèìå÷à-
òåëüíîãî íåò. Íî äàâàéòå òåïåðü ïî-
ïðîáóåì äâà ðÿäîì ñòîÿùèõ îïåðà-
òîðà Writeln(a) è  Print ïîìåíÿòü 
ìåñòàìè. Êàê áóäåò ðàáîòàòü òàêàÿ 
ïðîöåäóðà? Äàâàéòå èññëåäóåì ýòî 
íà êîìïüþòåðå, äîáàâèì ê îïèñàíèþ 

ìåäëåííåå? Íåóæåëè íåëüçÿ áåç íèõ 
îáîéòèñü? 

 Îáîéòèñü ìîæíî. Íî èíîãäà ðå-
êóðñèâíûå àëãîðèòìû áûâàþò íà-
ñòîëüêî óäîáíû, ÷òî ìîæíî ïðåíå-
áðå÷ü èõ íåäîñòàòêàìè; ìû âåäü òîëü-
êî íà÷àëè çíàêîìñòâî ñ ðåêóðñèåé. 
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ïðîöåäóðû îñíîâíóþ ïðîãðàììó ñ 
âûçîâîì ïðîöåäóðû, ââåä¸ì ÷èñëà 

(íå çàáóäüòå  íåñêîëüêî ÷èñåë â 
ñòðî÷êó ÷åðåç ïðîáåë, à â êîíöå 0). 

Program RecProc; 
  Procedure Print; 
    var a : integer; 
  Begin read(a); 
     If a=0 then Writeln 

else Begin  
Print 

Writeln(a); 
End 

   End; 
Begin {  }

Writeln(‘         ’);
Writeln(‘ ’);
Print 

End. 

Îé, êàê èíòåðåñíî! Îíà òå æå 
÷èñëà òàê æå â ñòîëáèê ïå÷àòàåò, 
òîëüêî â îáðàòíîì ïîðÿäêå!!! 

Âèäèòå, òàêóþ çàäà÷ó óæå  ïðî-
ñòî òàê íåðåêóðñèâíî íå ñäåëàåøü. 
Ìû ñ âàìè ïå÷àòàëè ÷èñëà â îáðàò-
íîì ïîðÿäêå áåç èñïîëüçîâàíèÿ ðå-
êóðñèè: äëÿ ýòîãî ïðèõîäèëîñü çàâî-
äèòü ìàññèâ, çàïèñûâàòü â íåãî ÷èñëà, 
à ïîòîì ïå÷àòàòü.  Íî âåäü äëÿ ðàáî-
òû ñ ìàññèâîì ìû äîëæíû çíàòü, 
ñêîëüêî ÷èñåë áóäåò ââåäåíî (îáúÿâèì 
ìàññèâ áîëüøå, ÷åì íóæíî,  ìíîãî 
ïàìÿòè ïîíàïðàñíó èñòðàòèì, îáú-
ÿâèì ìåíüøå  íå ïîìåñòÿòñÿ â íåãî 
âñå ÷èñëà). Ê òîìó æå îáúÿâëåííûé 
ìàññèâ áóäåò çàíèìàòü ìåñòî â ïà-
ìÿòè, äàæå êîãäà ìû ÷èñëà èç íåãî 
íàïå÷àòàëè, è îí óæå íå íóæåí. 
Çäåñü æå òàêèõ ïðîáëåì íåò, òàê 
êàê ìàññèâ íàì íå ïîíàäîáèëñÿ. 

È ÷òî æå, íåðåêóðñèâíî áåç 
ìàññèâà òàêîãî íå ñäåëàòü? 

Ñäåëàòü ìîæíî, íî ñëîæíî, è 
âñå ðàâíî ïðèä¸òñÿ èñïîëüçîâàòü 
êàêîå-ëèáî õðàíèëèùå äëÿ ÷èñåë, 
åñëè íå ìàññèâ, òî ôàéë èëè êàêóþ-
ëèáî èíóþ ñòðóêòóðó.  Ñ ðåêóðñèâ-
íîé  ïðîöåäóðîé ïîëó÷àåòñÿ ïðîùå, 
ïîòîìó ÷òî îíà ìíîãèå çàáîòû áåð¸ò 
íà ñåáÿ. Äàâàéòå ðàçáåð¸ìñÿ, êàê 
îíà  ðàáîòàåò.  

Ââîäèòñÿ ÷èñëî. Åñëè îíî ðàâíî 
íóëþ  âñ¸ òàê æå, êàê è â íåðåêóð-
ñèâíîì âàðèàíòå. À åñëè íå ðàâíî, 
ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå 
è, ñëåäîâàòåëüíî,  îïÿòü ââîäèòñÿ 
÷èñëî. Íî âñïîìíèì, ìû ãîâîðèëè, 
÷òî ïðè ðåêóðñèâíîì îáðàùåíèè 
ïðîèñõîäèò çàïîìèíàíèå èíôîðìà-
öèè â ñòåêå. Òàêèì îáðàçîì, ââåä¸í-
íîå ÷èñëî ïîïàäàåò â ñòåê. Ââîäèòñÿ 
ñëåäóþùåå ÷èñëî è òîæå ïîïàäàåò â 
ñòåê  è òàê äî òåõ ïîð, ïîêà íå áó-
äåò ââåä¸í íîëü. Ðåêóðñèâíûå âûçî-
âû çàêîí÷èëèñü, ïðè îêîí÷àíèè ðà-
áîòû î÷åðåäíîé âûçâàííîé ïðîöåäó-
ðû îäíî ÷èñëî âûíèìàåòñÿ èç ñòåêà. 
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Ïðè÷¸ì ìû ïîìíèì, ñíà÷àëà áóäåò 
âûíóòî òî ÷èñëî, êîòîðîå ïîëîæèëè 
ïîñëåäíèì, òî åñòü ÷èñëà áóäóò âû-
íèìàòüñÿ èç ñòåêà â îáðàòíîì ïî-
ðÿäêå. Âîò è ïîëó÷àåòñÿ òî, ÷òî ìû 
âèäèì. ×òîáû íàïèñàòü òàêóþ ïðî-
öåäóðó áåç ðåêóðñèè (è áåç ìàññè-

âà), ïðèä¸òñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî îïðå-
äåëÿòü íåêîòîðîå õðàíèëèùå äàí-
íûõ (îáû÷íî êàêèì-ëèáî îáðàçîì 
ìîäåëèðóþò ñòåê), ïèñàòü ïðîöåäó-
ðû äëÿ ðàáîòû ñ íèì. Ðåêóðñèâíàÿ 
ïðîöåäóðà âñ¸ ýòî âûïîëíÿåò àâòî-
ìàòè÷åñêè. 

Õàíîéñêàÿ áàøíÿ 

Êîíå÷íî, ïðèâåä¸ííàÿ çäåñü çà-
äà÷êà ñëèøêîì ïðîñòà è íå ìîæåò 
ïîêàçàòü âñþ âàæíîñòü ðåêóðñèè. 
Äàâàéòå ðàññìîòðèì åù¸ îäèí ïðè-
ìåð. Âñïîìíèì çàäà÷ó î «Õàíîéñêîé 
áàøíå». Íå áóäåì ñåé÷àñ ãîâîðèòü î 
òîì, êòî å¸ ïðèäóìàë è ïî÷åìó îíà 
òàê íàçûâàåòñÿ (êîìó èíòåðåñíî, 
ïîñìîòðèòå â Âèêèïåäèè), ñôîðìó-
ëèðóåì óñëîâèå.  

Çàäà÷à. Èìååòñÿ òðè ñòåðæíÿ, 
íà îäíîì èç íèõ íàíèçàíû êîëå÷-
êè ðàçíîãî ðàçìåðà: áîëüøèå âíè-
çó, ìàëåíüêèå ñâåðõó (êàê â äåò-
ñêîé ïèðàìèäêå). Íàäî ïåðåíåñòè 
çà íàèìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ âñþ 
ïèðàìèäêó íà äðóãîé ñòåðæåíü. Çà 
îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ ïåðåêëàäû-
âàòü òîëüêî îäíî êîëüöî (åñòå-
ñòâåííî, íàäî áðàòü ñ ëþáîãî 
ñòåðæíÿ ñàìîå âåðõíåå êîëüöî), 
ïðè÷¸ì ïðè ëþáîì ïåðåêëàäûâà-
íèè âåðõíåå êîëüöî äîëæíî áûòü 
ìåíüøå íèæíåãî. 

Ñîñòàâèì ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì. 
Áàçà ðåêóðñèè: ïóñòü ïèðàìèäêà èç 
äâóõ êîëåö íà ñòåðæíå 1, íàäî ïå-
ðåíåñòè å¸ íà ñòåðæåíü 2. Âåðõíåå 
êîëüöî ïåðåíîñèì íà ñòåðæåíü 3, 
íèæíåå  íà 2. Îñòà¸òñÿ ìàëåíüêîå 
êîëüöî ïîñòàâèòü íà ìåñòî. Ðåêóð-
ñèâíûé øàã: ïóñòü íà ñòåðæíå 1 
ïèðàìèäêà èç N êîëåö, è å¸ íàäî 
ïåðåíåñòè íà ñòåðæåíü 2. Ïåðåíî-
ñèì ïèðàìèäêó èç N 1 êîëüöà íà 
ñòåðæåíü 3, íèæíåå (ñàìîå áîëüøîå 
êîëüöî) îñâîáîäèëîñü, ïåðåíîñèì 
åãî íà ñòåðæåíü 2, è òåïåðü ïèðà-
ìèäêó èç N 1 êîëåö òîæå ïåðåíî-
ñèì íà 2. Äàâàéòå îôîðìèì ýòî â 
âèäå ïðîãðàììû. 

 À êàê æå ó íàñ êîìïüþòåð áó-
äåò êîëüöà ïåðåíîñèòü? Ìû åìó ðó-
êè ïðèäåëàåì? 

 Óâû, ïðèäåëàòü íàøåìó êîì-
ïüþòåðó ðóêè ìû íå ìîæåì, ðóêàìè 
áóäåì äåéñòâîâàòü ñàìè. Íàïèøåì 
ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ áóäåò ïå÷àòàòü 
èíñòðóêöèþ, êàê ïåðåñòàâëÿòü 
êîëüöà. Âõîäíûìè äàííûìè äëÿ íå¸ 
áóäåò ÷èñëî êîëåö, íîìåð ñòåðæíÿ, 
íà êîòîðîì íàõîäèòñÿ ïèðàìèäêà â 
íà÷àëå, è íîìåð ñòåðæíÿ, íà êîòî-
ðûé íàäî å¸ ïåðåñòàâèòü. Äàâàéòå â 
ïðîöåññå ðåøåíèÿ ïîäñ÷èòûâàòü êî-
ëè÷åñòâî îïåðàöèé. Èíñòðóêöèþ áó-
äåì âûïèñûâàòü â âèäå íîìåðà äåé-
ñòâèÿ, íîìåðà ñòåðæíÿ, ñ êîòîðîãî 
íàäî âçÿòü âåðõíåå êîëüöî, è íîìåðà 
ñòåðæíÿ, íà êîòîðûé íàäî ïîëîæèòü. 
Êàêîå êîëå÷êî âçÿòü ñî ñòåðæíÿ, 
óêàçûâàòü íå íàäî, òàê êàê ìîæíî 
áðàòü òîëüêî ñàìîå âåðõíåå. 

Âîçíèêàåò çàäà÷à, ñîâåðøåííî íå 
ñâÿçàííàÿ ñ ðåêóðñèåé: êàê óçíàòü 
íîìåð äîïîëíèòåëüíîãî ñòåðæíÿ? 
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Äîïóñòèì, â íà÷àëå ïèðàìèäêà íà 
ñòåðæíå ¹ 1, ïåðåëîæèòü å¸ íàäî 
íà ¹ 2. Â ýòîì ñëó÷àå äîïîëíèòåëü-
íûì ÿâëÿåòñÿ ¹ 3. Íî ñóùåñòâóåò 
åùå 5 ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ íà÷àëü-
íîãî è êîíå÷íîãî ðàçìåùåíèÿ ïèðà-
ìèäêè. ×òîáû èõ âñå íå ðàñïèñûâàòü 
ïî îòäåëüíîñòè, ïðèä¸òñÿ ïðèäóìàòü 
ôîðìóëó, ïî êîòîðîé ìîæíî ïîëó-
÷èòü íîìåð äîïîëíèòåëüíîãî ñòåðæ-
íÿ, çíàÿ íîìåðà íà÷àëüíîãî è êîíå÷-
íîãî. Åñëè ñòåðæíè ïðîíóìåðîâàòü 
1, 2 è 3, ñóììà íîìåðîâ áóäåò 6, òà-
êèì îáðàçîì, ÷òîáû óçíàòü íîìåð 
äîïîëíèòåëüíîãî, íàäî îò 6 îòíÿòü 
íîìåðà äâóõ äðóãèõ. 

Program Hanoy_B; 

Begin  Nd:=6-N1-N2; 
If K=1 Then Writeln(Z,N1, '  ', N2) {  }

Else {  }
If K=2 Then Begin kp:=Kp+1; Writeln(Kp,Z, N1,'  ',Nd);

kp:=Kp+1; Writeln(Kp,Z, N1,'  ',N2);
kp:=Kp+1; Writeln(Kp,Z, Nd,'  ',N2)

End 
Else Begin {  }

Hanoy(K-1,n1,nd);   
kp:=Kp+1; Writeln(Kp, Z,N1,'  ',N2);
{kp –  }
Hanoy(K-1,Nd,N2); 

End 
End; 

 Var K,N1,N2: Integer; 
Begin 

adln(N1);
adln(N2);

 Hanoy(K,N1,N2) 
End. 

Âîò òàêîå íåñëîæíîå ðåêóðñèâ-
íîå îïèñàíèå. Ïðîâåðüòå: ñëåäóÿ 
ýòîé èíñòðóêöèè, âû ñìîæåòå ïåðå-
ñòàâèòü ñ îäíîãî ñòåðæíÿ íà äðóãîé 
ïèðàìèäêó èç ëþáîãî ðàçóìíîãî êî-
ëè÷åñòâà êîëå÷åê (åñëè êîëè÷åñòâî 
«íåðàçóìíîå», ñëèøêîì áîëüøîå, 
ïðîãðàììà ìîæåò ðàáîòàòü íåïðà-

âèëüíî, íî íå ïîòîìó, ÷òî â íåé 
îøèáêà, à ïîòîìó, ÷òî íå õâàòèò ïà-
ìÿòè â ñòåêå). Äåëî â òîì, ÷òî äëÿ 
ïåðåêëàäûâàíèÿ ïèðàìèäêè èç 3 
êîëå÷åê ïîíàäîáèòñÿ 7 îïåðàöèé, èç 
4  15. Óëàâëèâàåòå çàâèñèìîñòü? 
Äëÿ ïåðåêëàäûâàíèÿ ïèðàìèäêè èç 

 À çà÷åì òàê ìó÷èòüñÿ? Äàâàé-
òå îáúÿâèì, ÷òî âñåãäà áóäåì ïåðå-
êëàäûâàòü ñ 1-ãî íà 2-é,  è íè÷åãî 
ñ÷èòàòü íå íàäî. 

 Áåç ýòîãî ó íàñ ðåêóðñèÿ íå ïî-
ëó÷èòñÿ. Â êàæäîì ðåêóðñèâíîì âû-
çîâå ñòåðæíè «ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè». 
Åñëè íàì èçíà÷àëüíî íàäî ïèðàìèäêó 
èç K êîëåö ïåðåëîæèòü ñ 1-ãî íà 2-é, 
òî, çíà÷èò, ïèðàìèäêó èç K 1 êîëüöà 
íàäî ïåðåëîæèòü ñíà÷àëà ñ 1 íà 3-é, à 
ïîòîì ñ 3-ãî íà 2-é. 

Ìû ñ âàìè äîëãî ðàçãîâàðèâàåì, 
à ïðîãðàììà ïîëó÷àåòñÿ íåñëîæíàÿ: 
òî, ÷òî ìû ïðîãîâîðèëè, íàäî íàïè-
ñàòü íà Ïàñêàëå: 

Èíôîðìàòèêà
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N êîëå÷åê íàäî ñäåëàòü 2N 1 îïåðà-
öèé. Ìû ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷èëè 
ýêñïåðèìåíòàëüíî, äàâàéòå ïîïðîáó-
åì åãî âûâåñòè, íàø ðåêóðñèâíûé 
àëãîðèòì â ýòîì íàì ïîìîæåò.  

Íà ïðîøëîì çàíÿòèè ìû ãîâîðè-
ëè, ÷òî ðåêóðñèâíûå àëãîðèòìû ïå-
ðåêëèêàþòñÿ ñ äîêàçàòåëüñòâàìè 
ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. 
Âñïîìíèì, ÷òî ýòî çà ìåòîä.  Ñ åãî 
ïîìîùüþ ìîæíî äîêàçàòü èñòèí-
íîñòü íåêîòîðîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ 
âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ñíà÷àëà 
íàäî ïðîâåðèòü èñòèííîñòü óòâåð-
æäåíèÿ äëÿ êàêîãî-òî îäíîãî ÷èñëà 
K0 (÷àùå åäèíèöû, èíîãäà äëÿ äâîé-
êè, áûâàåò, ÷òî è äëÿ êàêîãî-òî äðó-
ãîãî ÷èñëà)  ýòî áàçà èíäóêöèè. Äà-
ëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óòâåðæäåíèå 
âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî K > K0, è äî-
êàçûâàåì, ÷òî èç ýòîãî ñëåäóåò èñ-
òèííîñòü óòâåðæäåíèÿ äëÿ ÷èñëà 
K 1    ýòî øàã èíäóêöèè, èíäóêöè-
îííûé ïåðåõîä. Åñëè ýòè äâà óñëîâèÿ 
óäàëîñü âûïîëíèòü, ìîæíî ñ÷èòàòü 
äîêàçàííûì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî 
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî K K0. 

Âîò è ïîïðîáóåì âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ ýòèì ìåòîäîì íà îñíîâå íàøåãî 
àëãîðèòìà. 

Áàçà èíäóêöèè. Äëÿ ïåðåêëàäû-
âàíèÿ ïèðàìèäêè èç äâóõ êîëå÷åê 
íàäî ñäåëàòü 3 îïåðàöèè  ìû â òîì 
óáåäèëèñü, 3 22 1, òî åñòü äëÿ N 2
óòâåðæäåíèå âåðíî. 

Âîçüì¸ì ïèðàìèäêó èç N 1 êî-
ëå÷êà. Ñëåäóÿ àëãîðèòìó, íàäî ñíà-
÷àëà N âåðõíèõ êîëå÷åê ïåðåëîæèòü 
íà äîïîëíèòåëüíûé ñòåðæåíü. Äëÿ 
ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ (èñõîäÿ èç 
ïðåäïîëîæåíèÿ) 2N 1 îïåðàöèé. Åù¸
îäíà îïåðàöèÿ  ïåðåêëàäûâàåì ñà-
ìîå áîëüøîå êîëüöî íà òîò ñòåðæåíü, 
ãäå äîëæíà îêàçàòüñÿ ïèðàìèäà â 
ðåçóëüòàòå. È åù¸ 2N 1 îïåðàöèé 
ïåðåêëàäûâàåì ïèðàìèäêó èç N 1 
êîëüöà ñ äîïîëíèòåëüíîãî ñòåðæíÿ 
íà ïåðâîå êîëüöî. Ïîëó÷àåì 

2N 1 1 2N 1 2*2N 1 2N 1 1,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ðå-
êóðñèâíûé àëãîðèòì, ìû íå òîëüêî 
ñìîãëè ñîñòàâèòü ïðîãðàììó ñ èí-
ñòðóêöèé, íî è äîêàçàëè óòâåðæäå-
íèå. À ïîïðîáóéòå íàïèñàòü ïðî-
ãðàììó áåç èñïîëüçîâàíèÿ ðåêóðñèè! 
Îíà ïîëó÷èòñÿ î÷åíü ñëîæíîé, ïî-
òîìó ÷òî íåðåêóðñèâíûé àëãîðèòì 
ðàáîòû ñ Õàíîéñêèìè áàøíÿìè äî-
ñòàòî÷íî íåòðèâèàëåí. 

Êàê âèäèòå, íàì óäàëîñü ïðèâåñòè 
íåñêîëüêî ïðèìåðîâ «ïîëåçíîé ðåêóð-
ñèè». Êîíå÷íî, è ýòè çàäà÷è íå èìåþò 
îñîáîãî ïðàêòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ 
(òðóäíî ïðåäñòàâèòü, ÷òîáû äëÿ ðå-
øåíèÿ êàêîé-òî ñåðüåçíîé çàäà÷è ïî-
íàäîáèëîñü ïåðåñòàâëÿòü ïèðàìèäêè), 
è ïîêà âàì ïðèä¸òñÿ ïðîñòî ïîâåðèòü, 
÷òî áûâàþò ñëó÷àè, êîãäà ðåêóðñèâ-
íûå àëãîðèòìû (è ïðîãðàììû) èìåþò 
ïðàâî íà ñóùåñòâîâàíèå. Ìû åù¸ íå 
«äîçðåëè» äî ñåðü¸çíûõ ðåêóðñèâíûõ 
àëãîðèòìîâ, ñíà÷àëà íàäî íàó÷èòüñÿ 
ïèñàòü ïðîñòûå ïðîãðàììû. Ýòèì ìû 
è çàéì¸ìñÿ â ñëåäóþùèé ðàç. 

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïóñòü 
âåðíî, ÷òî äëÿ ïèðàìèäêè èç N êî-
ëå÷åê íàäî ñäåëàòü 2N 1 îïåðàöèé.
Íàäî äîêàçàòü, ÷òî èç  ýòîãî ñëåäó-
åò, ÷òî äëÿ ïèðàìèäêè èç N 1 êî-

ëå÷êà ïîíàäîáèòñÿ  2N 1 1 îïåðàöèé.
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