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Ãðàöèàíîâà Òàòüÿíà Þðüåâíà
Ïðåïîäàâàòåëü ïîäãîòîâèòåëüíûõ êóðñîâ 
ôàêóëüòåòà Âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè 
è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

Ýòà ñòðàøíàÿ ðåêóðñèÿ 
Ó âàñ â øêîëå åñòü êðóæîê ïî èíôîðìàòèêå? Íåò? À ó âàñ åñòü, 

íî âðåìÿ çàíÿòèé íåóäîáíîå? Ïðèñîåäèíÿéòåñü òîãäà ê êðóæêó 
øêîëû ¹… À âïðî÷åì, êàêàÿ ðàçíèöà, ãäå íàõîäèòñÿ ýòà øêîëà. 
Ãëàâíîå, ðåáÿòà õîðîøèå è çàíÿòèÿ èíòåðåñíûå. Ñåãîäíÿ ðå÷ü ïîé-
ä¸ò î ðåêóðñèè: â èíôîðìàòèêå, â ìàòåìàòèêå è äàæå â èñêóññòâå.   

 Âèêòîð Ïåòðîâè÷! À ïðàâäà, 
ãîâîðÿò, ÷òî â ýòîì ãîäó â ÅÃÝ ïî 
èíôîðìàòèêå êàêóþ-òî ñòðàøíóþ 
ðåêóðñèþ äîáàâèëè? ß äóìàþ, ìî-
æåò, ìíå è íå ñäàâàòü èíôîðìàòèêó  
å¸ âñ¸ óñëîæíÿþò è óñëîæíÿþò. 

 À ïî÷åìó òû ñ÷èòàåøü, ÷òî çà-
äàíèå ñ ðåêóðñèåé îáÿçàòåëüíî ñòðàø- 
íîå è ñëîæíîå? 

 Íó íå çíàþ… Ñëîâî êàêîå-òî 
íåïîíÿòíîå, ñòðàøíîå. Ðû÷àùåå. 

 Òàê, ìîæåò áûòü, ñòðàøíîå ïî-
òîìó, ÷òî íåïîíÿòíîå? Âîò äàâàéòå 
ñåãîäíÿ è ðàçáåð¸ìñÿ, ÷òî æå òàêîå 
ðåêóðñèÿ. 

 Âèêòîð Ïåòðîâè÷! À åñëè Âû 
ñåé÷àñ ïðî ýòó ñàìóþ ðåêóðñèþ ðàñ-
ñêàçûâàòü áóäåòå, òåì, êòî ÅÃÝ ïî 
èíôîðìàòèêå íå ñäà¸ò, óõîäèòü? 

 Äà íåò, ïîæàëóé. Ïîíÿòèå ðå-
êóðñèè âñòðå÷àåòñÿ íå òîëüêî â èí-
ôîðìàòèêå. Èì è â ìàòåìàòèêå ïîëü-
çóþòñÿ, è â äðóãèõ íàóêàõ, äà è â 
ïîâñåäíåâíîé æèçíè. 

 Ïðî ìàòåìàòèêó îõîòíî ïîâå-
ðþ, ÷åãî òàì òîëüêî íåò. À ïðî 
îáû÷íóþ æèçíü  íåò, íè ðàçó òàêî-
ãî íå ñëûøàë. 

 Ðåêóðñèÿ  ýòî íå êàêîé-òî 
ïðåäìåò, îáúåêò èëè «çâåðü», ýòî 
âñåãî ëèøü îäèí èç ñïîñîáîâ îïèñà-
íèÿ ÷åãî-ëèáî. È îïèñûâàòü ýòèì 
ñïîñîáîì íå îáÿçàòåëüíî ïîíÿòèÿ èç 
ìàòåìàòèêè, îïèñàíèÿ è îïðåäåëå-
íèÿ íóæíû âî âñåõ íàóêàõ.  

Äàâàéòå íà÷í¸ì ìû ñ òîãî ñàìîãî 
íîâîãî çàäàíèÿ ïî èíôîðìàòèêå. Ïî-
ñìîòðèì â äåìîâàðèàíòå, íàïðèìåð, 
íà ñàéòå www.fipi.ru, êàê îíî âûãëÿ-
äèò: 
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    F(n),  n – -
 ,   :

F(1) = 1 
F(n) = F(n–1) * n,  n > 1

    F(5)?

Äàâàéòå ïîñ÷èòàåì. Ïîäñòàâèì 
n  5 â ôîðìóëó: 

F(5)  F(4)*5. 
Çíà÷åíèå F(4) ìû íå çíàåì, íî 

ìîæåì åãî ïîñ÷èòàòü ïî òîé æå 
ôîðìóëå:  

F(4) F(3)*4. 
È äàëüøå, ïðîäîëæàÿ ïîëüçî-

âàòüñÿ ôîðìóëîé, ïîëó÷àåì: 
F(3) F(2)*3; F(2)  F(1)*2. 

À çíà÷åíèå F(1) äàíî â óñëîâèè. 
Ñîáåð¸ì âñ¸ âìåñòå, ïîëó÷èì:

F(5)  5*4*3*2*1 120. 
À ìîæíî è «ñ äðóãîãî êîíöà» ïî-

äîéòè. Ïîäñ÷èòàòü  
F(2)  2*1  2, 

ïîòîì  
F(3) 3*2  6,
F(4) 4*6 24. 

F(5) 5*24 120. 
Åñòåñòâåííî, îòâåò ïîëó÷àåòñÿ 

òàêîé æå. 
Ïðèñìîòðèòåñü ê íàøèì âû÷èñ-

ëåíèÿì, ê ðåçóëüòàòàì. Íå ïðàâäà 
ëè, ÷òî-òî çíàêîìîå? 

 Äà, ýòî ôàêòîðèàë. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ ôàêòîðèàë ÷èñëà n (n!)  ýòî 
ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷èñåë îò 1 äî çà-
äàííîãî n; n!  1*2*3*…*(n  1)*n. À 
ãäå æå â çàäàíèè ðåêóðñèÿ? Íåò â 
í¸ì òàêîãî ñëîâà! 

 Âåðíî, ñëîâà íåò. Íî, âèäèòå, 
ôàêòîðèàë ÷èñëà îïðåäåëÿåòñÿ íå 
òàê, êàê ìû ïðèâûêëè, à ïî-
äðóãîìó, ñàì ÷åðåç ñåáÿ. Ïî ýòîìó 
îïðåäåëåíèþ ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ 
òîãî ÷òîáû ïîñ÷èòàòü ôàêòîðèàë 
çàäàííîãî ÷èñëà, íàäî ïîñ÷èòàòü 
ôàêòîðèàë ÷èñëà, íà åäèíèöó ìåíü-
øå çàäàííîãî, è óìíîæèòü íà ÷èñëî. 
Êîãäà êàêîå-ëèáî ïîíÿòèå îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñàìî ÷åðåç ñåáÿ, îïðåäåëåíèå 
íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíûì. 

Òàê, çíà÷èò, ôàêòîðèàë  ðå-
êóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ? À êàê æå ìû 
åãî ðàíüøå áåç âñÿêîé ðåêóðñèè 
îïðåäåëÿëè?  

 Äåëî â òîì, ÷òî ðåêóðñèâíîñòü  
ñâîéñòâî îïðåäåëåíèÿ, à íå ñàìîé 
ôóíêöèè.  

 È ìîæíî âñÿêèå äðóãèå ôóíê-
öèè  èç ó÷åáíèêà  òîæå îïðåäå-
ëèòü ðåêóðñèâíî? 

 Êîíå÷íî, òîëüêî áóäåò ïðîùå, 
åñëè îïðåäåëÿòü èõ íå íà âñåé ÷èñ-
ëîâîé ïðÿìîé, à òîëüêî äëÿ öåëûõ 
÷èñåë. Êòî ïåðâûé? 

 Âîò ó ìåíÿ ÷òî… Òîëüêî î÷åíü 
äëèííî ïîëó÷èëîñü… 

F(0)  0, 
F(n)  ( ( 1)F n 1)2 ïðè n 0.

Äà, çàáàâíî. Óãàäàåì, ÷òî æå 
ýòî. Äàâàéòå íàéä¸ì F(4): 

F(4)  ( (3)F 1)2 
2 2( ( ( (2) 1) 1)F

 ( ( (2)F 1 1)2  ( (2)F 2)2 

 2( ( (1) 1)F  2)2  ( (1)F 3)2 

 ( (0)F 4)2  16.
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 Äà ýòî æå âñåãî-íàâñåãî ó õ
2.

 Äà, òîëüêî îïðåäåëåíà äëÿ öå-
ëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. 

 À ÿ âîò òîæå ïðèäóìàë! Ñìîò-
ðèòå  ñîâñåì êîðîòêî ïîëó÷èëîñü: 

F(n)  F(n  1)*a. 
Ýòî an. ß äàæå ìîãó ñêàçàòü, êàê

òàêèå îïðåäåëåíèÿ ïðèäóìûâàòü. 
Íàäî âûðàçèòü F(n) ÷åðåç F(n 1). 
Âîò òàê ïîëó÷àåòñÿ:  

F(n)  a
n
, F(n  1)  a

n 1.
Äàâàéòå ëèíåéíóþ ïîïðîáóåì:  

F(n) k*n  b,  
F(n 1)  k*(n 1)  b  k*n  b  k. 
Çíà÷èò, F(n)  F(n 1) k  ðå-

êóðñèâíîå îïðåäåëåíèå ëèíåéíîé 
ôóíêöèè (îïÿòü æå, îïðåäåëåíà îíà 
òîëüêî äëÿ öåëûõ ÷èñåë). 

  Òû ñëèøêîì òîðîïèøüñÿ, îï-
ðåäåëåíèÿ íåïðàâèëüíûå. 

 Äà êàê æå ýòî ìîæåò áûòü? 
Çäåñü è îøèáèòüñÿ-òî íåãäå! 

 Ïîñìîòðèòå, ÷åì îòëè÷àþòñÿ 
ýòè îïðåäåëåíèÿ îò òåõ, êîòîðûå ìû 
ðàññìîòðåëè ñíà÷àëà! 

 Òå èç äâóõ ñòðî÷åê ñîñòîÿëè… 
 Âåðíî. È ýòî î÷åíü âàæíî. Ðå-

êóðñèâíîå îïðåäåëåíèå äîëæíî ñî-
ñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ ÷àñòåé. È õîòÿ 
áû îäíà èç íèõ äîëæíà áûòü íåðå-
êóðñèâíîé, ïîêàçûâàòü, ÷åìó ðàâíî 
çíà÷åíèå ôóíêöèè äëÿ êàêîãî-òî 
àðãóìåíòà. Èìåííî áëàãîäàðÿ ýòîé 
íåðåêóðñèâíîé ÷àñòè ìû îñòàíàâëè-
âàåìñÿ â öåïî÷íûõ âû÷èñëåíèÿõ ïî 
ðåêóðñèâíîé ôîðìóëå. Åñëè æå òà-
êîé ÷àñòè íåò, ìû áóäåì âå÷íî 
óìåíüøàòü àðãóìåíò, à çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè íå âû÷èñëèì. Äàâàéòå çà-
ïèøåì ïðàâèëüíûå îïðåäåëåíèÿ (èõ 
ìîæíî íàïèñàòü ïî-ðàçíîìó, íàïè-
øåì îäèí èç âàðèàíòîâ). 

Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ: 
F(1)  a, 

F(n) F(n 1)*a äëÿ n 1. 
Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ: 

F(0)  b, 
F(n)  F(n 1) k äëÿ n 0. 

 Òî åñòü âñåãäà äîëæíî áûòü 
äâå ñòðîêè â îïðåäåëåíèè? 

Íå îáÿçàòåëüíî äâå. Îáÿçà-
òåëüíî äîëæíà áûòü íåðåêóðñèâíàÿ 
÷àñòü, «áàçà» ðåêóðñèè, è ðåêóðñèâ-
íàÿ ÷àñòü  «øàã» ðåêóðñèè. Â êàæ-
äîé ÷àñòè ìîæåò áûòü íåñêîëüêî, 
êàê òû ãîâîðèøü, «ñòðî÷åê». 

Âîò, íàïðèìåð, â îïðåäåëåíèè 
÷èñëà Ôèáîíà÷÷è  â íåðåêóðñèâíîé 
÷àñòè 2 ôîðìóëû: 

F(1)  1, F(2) 1, 
F(n) F(n  1) F(n 2) äëÿ n 2. 

 À âîò ÷òî èíòåðåñíî: ìû çíàëè 
íåðåêóðñèâíîå îïðåäåëåíèå ôàêòî-
ðèàëà, îêàçûâàåòñÿ, åñòü ðåêóðñèâ-
íîå. Äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è âñåãäà 
äà¸òñÿ ðåêóðñèâíîå îïðåäåëåíèå. À 
íåðåêóðñèâíàÿ, íîðìàëüíàÿ ôîðìó-
ëà äëÿ íèõ ñóùåñòâóåò? 

 Ñóùåñòâóåò, òîëüêî, áîþñü, 
âàì íå ïîíðàâèòñÿ: 

1 5 1 5
2 2

.
5

nn

nF

 Äà! Êðóòî! 
 Èìåííî ïîýòîìó è ïîëüçóþòñÿ 

ðåêóðñèâíîé ôîðìóëîé  îíà ïðîùå. 
À äëÿ ôàêòîðèàëà ïîëüçóþòñÿ è òîé 
è äðóãîé  êîìó êàêàÿ óäîáíåå. Âñå 
îñòàëüíûå ðåêóðñèâíûå îïðåäåëå-



49Èíôîðìàòèêà

íèÿ, íàìè çäåñü âûäóìàííûå, êîíå÷-
íî, íå èñïîëüçóþòñÿ. 

 Æàëêî, ÷òî íèêòî íå âñïîìíèë 
ïðî àðèôìåòè÷åñêóþ è ãåîìåòðè÷å-
ñêóþ ïðîãðåññèè, êîòîðûå î÷åíü 
ïðîñòî îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóðñèâíî. 

 Äà. Àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåñ-
ñèÿ (ïåðâûé ÷ëåí a, ðàçíîñòü d): 
íåðåêóðñèâíîå îïðåäåëåíèå çàäà¸ò 
çàâèñèìîñòü çíà÷åíèÿ êàæäîãî ýëå-
ìåíòà îò åãî íîìåðà  

an a (n 1)d, 
à â ðåêóðñèâíîì «íàïðÿìóþ» îïðå-
äåëÿåòñÿ ïåðâûé ÷ëåí (áàçà) è çàäà-

¸òñÿ ñâÿçü ìåæäó ñëåäóþùèì ÷ëåíîì 
è ïðåäûäóùèì (øàã): 

a1 a, 

an=an-1  d  äëÿ  n 1. 
Àíàëîãè÷íî äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé 

ïðîãðåññèè (ïåðâûé ÷ëåí b, çíàìåíà-
òåëü q) íåðåêóðñèâíîå îïðåäåëåíèå:  

bn = b*q
n 1

, 

ðåêóðñèâíîå: b1  b; bn  bn 1*q  äëÿ
n 1. 

 Äàâàéòå ïîñìîòðèì åù¸ îäèí 
òèï çàäà÷åê èç ÅÃÝ ñ ðåêóðñèåé 
(ïðàâäà, è òàì ýòîãî òåðìèíà íåò). 

 (  )    .
      0.   -
    :  

   ,  1 2  
   ,      -

  .
  4 ,    :

(1) 0 
(2) 001 
(3) 0010012 
(4) 001001200100123  

Òàêîâû ïðàâèëà ôîðìèðîâàíèÿ 
ñòðîê, îïðåäåëåíèå ðåêóðñèâíîå: 
î÷åðåäíàÿ ñòðîêà îïðåäåëÿåòñÿ 
÷åðåç ïðåäûäóùóþ. Âîïðîñû â òà-
êîì çàäàíèè ìîãóò áûòü ðàçíûå: 
íàïèñàòü ñòðîêó ñ çàäàííûì íîìå-
ðîì, íàçâàòü ñèìâîë, êîòîðûé ñòî-
èò â çàäàííîé ñòðîêå íà îïðåäå-
ë¸ííîì ìåñòå, îïðåäåëèòü, ÿâëÿåò-
ñÿ ëè çàäàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 
«ïðàâèëüíîé», òî åñòü ñîñòàâëåí-
íîé ïî âûøåïðèâåä¸ííûì ïðàâè-
ëàì. 

 À âñåãî 10 ñòðî÷åê ïîñòðîèòü 
ìîæíî, äàëüøå öèôðû çàêîí÷àòñÿ. 

 Äëÿ íàøèõ ñ âàìè çàíÿòèé 
ýòîãî âïîëíå äîñòàòî÷íî. Âïðî÷åì, 
íèêòî íå ñêàçàë, ÷òî öèôðû äåñÿ-
òè÷íûå, òàê ÷òî ìîæíî ìíîãî ñòðî-
÷åê íàïèñàòü. 

Äàâàéòå ïîñìîòðèì, êàê çàâèñèò 
äëèíà ñòðîêè îò å¸ íîìåðà. À íó-êà 
ôîðìóëó  ðåêóðñèâíóþ è íåðåêóð-
ñèâíóþ! 

 À ðåêóðñèâíàÿ çäåñü ïðîùå, 
èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò: äëèíà 
ïåðâîé ñòðîêè  1 (ýòî áàçà ðå-
êóðñèè), à äàëåå êàæäàÿ ñòðîêà 
óäâàèâàåòñÿ è ïðèáàâëÿåòñÿ îäèí 
ñèìâîë – ýòî øàã ðåêóðñèè. Ïîëó-
÷àåòñÿ: 
L(1) 1; L(n) 2*L(n 1) 1 äëÿ n 1. 

 Ïðàâèëüíî. À ÷òîáû âûâåñòè 
íåðåêóðñèâíóþ ôîðìóëó, äàâàéòå 
çàïèøåì äëèíû íåñêîëüêèõ ïåðâûõ 
ñòðîê: 1, 3, 7, 15, 31. 

 Òàê ýòî æå ÷èñëà, íà åäèíèöó
ìåíüøèå ñòåïåíåé äâîéêè!  

L(n) 2n 1.
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 Äàâàéòå ðåøèì òàêóþ çàäà÷ó: 
èç ïðåäëîæåííûõ ñòðî÷åê âûáðàòü 

òå, êîòîðûå ñôîðìèðîâàíû ïî îïè-
ñàííûì âûøå ïðàâèëàì: 

(1)00100120010012300100120010012340010012001001230010120010012345 
(2)001001200100123001001200100123400100120010012300100120010123456 
(3)001001200100123001001200100123400100120010012300100120010012345 
(4)000100120010012300100120010012340010012001001230010012001012345 
(5)001001200100123400100120010012300100120010012300100120010012345 
(6)001001200100123400100120010012300100120010012300100120010001345 

 Îé, êàêèå äëèííûå, êàê äîëãî 
â íèõ ðàçáèðàòüñÿ. 

 Íó, êîå-÷òî ñðàçó âèäíî. Îäíà 
êîðî÷å äðóãèõ, ó íå¸ äëèíà 62. Ó 
ïðàâèëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òà-
êîé äëèíû áûòü íå ìîæåò. Íîìåð 
ïåðâûé îòáðîñèëè. 

 Åñëè äëèíà 63, òî ïî âûâåäåí-
íîé íàìè ôîðìóëå L(n) 26  1, òî
åñòü ýòî 6-ÿ ñòðîêà. À ìîæíî âèäåòü, 
÷òî â n-é ñòðîêå ïîñëåäíÿÿ öèôðà 
ðàâíà n  1, òî åñòü ó íàñ îíà äîëæ-
íà ðàâíÿòüñÿ 5  îòáðîñèëè íîìåð 2.  

 È â êîíöå äîëæíû áûòü öèô-
ðû ïîäðÿä îò 0 äî 5  â 6-é ñòðî÷êå
ýòî íàðóøåíî. 

 À íà÷àëî ó âñåõ ñòðî÷åê 
äîëæíî áûòü îäèíàêîâîå: 001, íîìåð 
4 òîæå îòáðîñèì. 

 Îñòàëèñü 3-ÿ è 5-ÿ. Êàê èõ 
ïðîâåðèòü? 

 Ìîæíî âûïîëíèòü äåéñòâèÿ, 
îáðàòíûå òåì, êîòîðûå äåëàþòñÿ 
äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ñòðîêè: îòáðîñèì 
ïîñëåäíþþ öèôðó (ìû óæå âèäåëè, 
÷òî îíà ïðàâèëüíàÿ), îñòàâøóþñÿ
ñòðîêó ðàçäåëèì íà äâå ÷àñòè. Îíè 
äîëæíû áûòü îäèíàêîâûå è êàæäàÿ 
äîëæíà áûòü «ïðàâèëüíîé», òî åñòü 
ïðîâåðÿåì ïîëó÷èâøóþñÿ óìåíüøåí-
íóþ ñòðî÷êó òàêèì æå îáðàçîì. È 
òàê íàäî äåéñòâîâàòü äî òåõ ïîð, 
ïîêà ëèáî îáíàðóæèòñÿ íàðóøåíèå
ïðàâèë, ëèáî äîéä¸ì äî ñòðî÷êè «0» 

ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïðàâèëüíàÿ. 

Íàäî ñêàçàòü, ÷òî ýòèì ñïîñîáîì 
ìîæíî áûëî äåéñòâîâàòü è ñ ñàìîãî 

íà÷àëà  ìû áû òî÷íî òàêæå îáíà-
ðóæèëè áû âñå îøèáêè. 

 Èòàê… 
 Ïîêà âû òóò ðàçãîâàðèâàëè, ÿ 

óæå âñ¸ ñäåëàëà. Òðåòüÿ  ïðàâèëü-
íàÿ. Òîëüêî ÿ ñîâñåì íå òàê äåëàëà. 
ß ïðîñòî äîïèñàëà äàëüøå ñòðî÷êè 
ïî ïðàâèëàì. Êîãäà äî øåñòîé äî-
øëà, ïîíÿëà, ÷òî ýòî òî, ÷òî íóæíî. 
Îñòàëîñü òîëüêî íàéòè â ñïèñêå 
ñòðîêó, ðàâíóþ ìîåé. 

 È íå ëåíü òåáå ïèñàòü ñòîëüêî 
áûëî? 

 À ÿ è íå ïèñàëà íè÷åãî. ß íà 
êîìïüþòåðå: çàïîìèíàëà ñòðîêó, ïî-
òîì å¸ 2 ðàçà êîïèðîâàëà, öèôðó 
ïðèïèñûâàëà.  

 Äà, êàê è ïåðâóþ çàäà÷ó    
(ñ ôàêòîðèàëîì), ýòó çàäà÷ó ìîæíî 
ðåøèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: âûïèñû-
âàÿ ñòðî÷êè îò ïåðâîé äî íóæíîé è, 
íàîáîðîò, ðàçáèâàÿ áîëüøóþ ñòðîêó 
íà ìåíüøèå. Îáîèìè ñïîñîáàìè ïî-
ëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðàâèëüíîé ÿâëÿåòñÿ 
òðåòüÿ ñòðî÷êà. 

 Âîò åù¸ îäíà çàäà÷à (ïîõîæàÿ
åñòü â îäíîì èç äåìîâàðèàíòîâ ÅÃÝ):
çàïèøèòå ñåìü ñèìâîëîâ ïîäðÿä, ñòî-
ÿùèõ â ñåäüìîé ñòðîêå íà ìåñòàõ ñ
117-ãî ïî 123-å (ñ÷èòàÿ ñëåâà íàïðàâî). 

 Äàâàéòå ÿ ïîïðîáóþ, ÿ çíàþ 
êàê. 7-ÿ ñòðîêà, â íåé ïî íàøåé 
ôîðìóëå 127 öèôð. Â êàæäîé ñòðîêå 
ïîñëåäíèå n ñèìâîëîâ  ýòî öèôðû 
îò 0 äî (n 1). Çíà÷èò, â íàøåé 
ñòðîêå ñ 121 ïî 127 ìåñòî ñòîÿò 
öèôðû 0123456. Òàêèì îáðàçîì, 3 
èñêîìûå öèôðû åñòü, ýòî 012, îíè 
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ñòîÿò íà 121 123 ìåñòàõ. À ïåðåä 
öèôðàìè îò 0 äî (n 1) âî âñåõ 
ñòðîêàõ ñòîÿò îäèíàêîâûå ñèìâîëû. 
Èõ ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, èç 3-é 
ñòðîêè: 0010. Îòâåò 0010012. 

 À çà÷åì ÷òî-òî ñ÷èòàòü, äó-
ìàòü. Ìîæíî ïðîñòî âûïèñàòü ýòó 
ñòðîêó öåëèêîì, îòñ÷èòàòü, ãäå 
íóæíûå ìåñòà  è îòâåò ãîòîâ.  

 Êîíå÷íî, ýòî òîæå ìåòîä ðå-
øåíèÿ. Ïðàâäà, êîãäà ñèìâîëîâ â 
ñòðîêå òàê ìíîãî, ëåãêî îøèáèòüñÿ. 
À åñëè áû çàäà÷à áûëà ïðî åù¸ áî-
ëåå äëèííóþ ñòðîêó?! Âîò äàâàéòå 
ïîñ÷èòàåì, íà êàêîé ïîçèöèè (ñ÷è-
òàÿ ñëåâà íàïðàâî) â 10-é ñòðîêå 
ñòîèò ïîñëåäíèé íîëü. 

 Íî ýòî æå î÷åíü ïðîñòî: 10-ÿ 
ñòðîêà çàêàí÷èâàåòñÿ íà 0123456789, 
òî åñòü, åñëè ñ÷èòàòü ñïðàâà, ïî-
ñëåäíèé íîëü íà 10-ì ìåñòå. À åñëè 
ñëåâà  íàäî îòíÿòü 9 îò äëèíû 
ñòðîêè. 210 1  9 =1023 9 1014.

 Äà-à-à. Òàêóþ ñòðî÷å÷êó óæå 
íå âûïèøåøü…  

 À íåëüçÿ ýòî êàê-òî  àâòîìàòè-
çèðîâàòü, ÷òîáû êîìïüþòåð ñàì òà-
êèå çàäà÷êè ðåøàë? 

 Äà ìîæíî, êîíå÷íî. Äëÿ ýòîãî 
íóæíî ïðîãðàììó íàïèñàòü, êîòîðàÿ 
áóäåò ïî óêàçàííûì ïðàâèëàì ñòðî-
èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Â ïðîãðàì-
ìèðîâàíèè ðåêóðñèÿ øèðîêî ïðèìå-
íÿåòñÿ  âî ìíîãèõ ÿçûêàõ, â òîì 
÷èñëå â Ñè è â Ïàñêàëå, äîïóñêàåòñÿ 
ðåêóðñèâíîå îïèñàíèå ôóíêöèé. ß 
äóìàþ, ìû ñ âàìè ïîñâÿòèì ïðîã-
ðàììèðîâàíèþ ñëåäóþùåå çàíÿòèå. 

 Ìû âñ¸ çàäà÷è èç ÅÃÝ ðåøàåì, 
à ñîáèðàëèñü ðàññêàçàòü ïðî ðåêóð-
ñèþ âåçäå è âî âñ¸ì. Ìû ãîâîðèëè î 
ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèÿõ. À ÷òî òàêîå 
ðåêóðñèÿ âîîáùå? 

 Äàâàéòå â ñëîâàðå ïîñìîòðèì. 
Ó êîãî ïëàíøåò âêëþ÷¸í? 

 Âîò îïðåäåëåíèå èç ôèëîñîô-
ñêîãî ñëîâàðÿ: «òåðìèí, îáîçíà÷àþ-

ùèé ïîâòîðÿþùèéñÿ õàðàêòåð ÷åëî-
âå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè è ëþáîãî ñî-
öèàëüíîãî ôåíîìåíà êàê òàêîâîãî, 
óñòàíàâëèâàþùèé îòíîøåíèÿ ðàç-
ëè÷èÿ ñ òåì, ÷òî ïîâòîðÿåòñÿ». Íó à 
äàëüøå óæå ñîâñåì íåïîíÿòíî.

 Äà çà÷åì íàì èç ôèëîñîôñêîãî, 
èç ìàòåìàòè÷åñêîãî äàâàéòå. 

 À â ìàòåìàòè÷åñêîì òîëüêî 
ïðî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè íàïèñàíî, 
ìû ýòî è òàê çíàåì. Âîò èç ýíöèêëî-
ïåäèè: «Ìåòîä îïðåäåëåíèÿ îáúåê-
òîâ… ïðåäâàðèòåëüíûì çàäàíèåì 
îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ (îáû÷íî ïðî-
ñòûõ) åãî áàçîâûõ ñëó÷àåâ, à çàòåì 
çàäàíèåì íà èõ îñíîâå ïðàâèëà ïî-
ñòðîåíèÿ îïðåäåëÿåìîãî êëàññà èëè 
ìåòîäà, ññûëàþùåãîñÿ… íà ýòè áà-
çîâûå ñëó÷àè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðå-
êóðñèÿ  ñïîñîá îáùåãî îïðåäåëåíèÿ 
ìíîæåñòâà îáúåêòîâ èëè ôóíêöèé 
÷åðåç ñåáÿ, ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàíåå 
çàäàííûõ ÷àñòíûõ îïðåäåëåíèé. Ðå-
êóðñèÿ èñïîëüçóåòñÿ, êîãäà ìîæíî 
âûäåëèòü ñàìîïîäîáèå çàäà÷è». 

 Òàê ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî îïðå-
äåëåíèå ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè: áà- 
çà  ïðîñòûå ñëó÷àè, è øàã  îò ìå-
íåå ñëîæíîãî ê áîëåå ñëîæíîìó. 

 Òî åñòü ðåêóðñèÿ  ýòî ïîâòî-
ðåíèå, ÷åì æå îíà îò öèêëà îòëè÷à-
åòñÿ? 

 Âñïîìíèì, ðåêóðñèâíîñòü  íå 
ñâîéñòâî îáúåêòà, à ñâîéñòâî åãî 

,
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îïðåäåëåíèÿ. Îáúåêò, â êîòîðîì ÷òî-
òî ïîâòîðÿåòñÿ, ìîæíî  îïèñàòü, èñ-
ïîëüçóÿ ëèáî, êàê âû ãîâîðèòå, 
«öèêëû», ëèáî ðåêóðñèþ. 

 À îáåùàëè ðàññêàçàòü, ãäå åù¸ 
èñïîëüçóåòñÿ ðåêóðñèÿ. Ãîâîðèëè, 
÷òî íå òîëüêî â ìàòåìàòèêå, à ÷óòü 
ëè íå âåçäå.  

 Íó, ñíà÷àëà íàäî âñ¸-òàêè åù¸ 
íåìíîãî ïðî ìàòåìàòèêó. Ñ ðåêóðñè-
åé òåñíî ñâÿçàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ 
èíäóêöèÿ  îäèí èç ñïîñîáîâ äîêà-
çàòåëüñòâà èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ 
äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïðè 
äîêàçàòåëüñòâå ìåòîäîì ìàòåìàòè-
÷åñêîé èíäóêöèè ñíà÷àëà ïðîâåðÿ-
åòñÿ èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ äëÿ 
n 1 (áàçà èíäóêöèè), à çàòåì èç 
èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ äëÿ íåêî-
òîðîãî n äîêàçûâàåòñÿ èñòèííîñòü 
äëÿ n 1.  

 À ÿ âñïîìíèë  ìû íåäàâíî 
ôîðìóëó ñëîæíîãî ïðîöåíòà ïðîõî-
äèëè  ýòî âåäü òîæå ðåêóðñèÿ. 

 Äà, ôîðìóëó ñëîæíîãî ïðîöåí-
òà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðåêóðñèâíî. 
Âñïîìíèì, ÷òî ýòî òàêîå. Â áàíê 
êëàä¸òñÿ R ðóáëåé ïîä P ïðîöåíòîâ 
ãîäîâûõ. Ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç ãîä 
íà ñ÷¸òå áóäåò  

R R*P/100 R*(1 0,01 P). 
Åñëè äåíüãè îñòàþòñÿ íà ñ÷¸òå, 

ïðîöåíòû «íàáåãàþò» óæå íà ýòó 
ñóììó. Òî åñòü åù¸ ÷åðåç ãîä íà 
ñ÷¸òå áóäåò óæå 
R*(1 0,01*P)  R*(1 0,01*P)*P/100  

 R*(1 0,01*P)*(1 0,01*P)  
R* (1 0,01*P)2.

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî, èç ðåêóð-
ñèâíîé ôîðìóëû ïîëó÷èì íåðåêóð-
ñèâíóþ: R*(1 0,01*P)n.

 Âñ¸-òàêè ýòî òîæå ìàòåìàòèêà, 
à îáåùàëè ïðî ðåêóðñèþ âåçäå-
âåçäå. 

 Äàâàéòå ïðî «âåçäå». Êàê âû 
ñ÷èòàåòå, ñ êàêîãî âðåìåíè ÷åëîâå-
÷åñòâó èçâåñòíà ðåêóðñèÿ? 

  Ñ  ïðîøëîãî  âåêà?  Íåóæåëè  ñ 
ïîçàïðîøëîãî? 

 Íó, êàê æå òàê! Âû óæå çàáû-
ëè, ÷òî ìû ãîâîðèëè ïðî ÷èñëà Ôèáî-
íà÷÷è, à Ôèáîíà÷÷è æèë â XII âåêå.  

Ñ äðåâíîñòè èçâåñòíû ðåêóðñèâ-
íûå ìåòîäû èçãîòîâëåíèÿ óçîðîâ. Íà- 
ïðèìåð, âîçüìèòå êâàäðàò, ñîåäèíè-
òå îòðåçêàìè ñåðåäèíû åãî ñòîðîí  
ïîëó÷èòå êâàäðàò ïîìåíüøå, ñ êîòî-
ðûì ìîæíî ïîñòóïèòü òàê æå. Âñòðå-
÷àåòñÿ ðåêóðñèÿ è â èçîáðàçèòåëü-
íîì èñêóññòâå. Ïðåäñòàâüòå ñåáå: íà
êàðòèíå èçîáðàæåíà êîìíàòà, êîòî-
ðàÿ îòðàæàåòñÿ â çåðêàëå, à â êîì-
íàòå âèñèò òî ñàìîå çåðêàëî, à â í¸ì… 

 Òàêóþ øòóêó ñ çåðêàëàìè 
ìîæíî è ñàìîìó ñäåëàòü. 

 À ìîæíî è íå ñ çåðêàëàìè, à ñ 
êîìïüþòåðîì, ñ âèäåîêàìåðîé. 

 Äà. Âîò, ïîæàëóéñòà, âàì ðå-
êóðñèÿ â ôèçèêå. Òåðìèí «ðåêóð-
ñèÿ» èñïîëüçóåòñÿ è â ëèíãâèñòèêå, 
è â ëèòåðàòóðå. Íàïðèìåð, ãåðîé 
ëèòåðàòóðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÷èòàåò 
ðàññêàç, ñþæåò êîòîðîãî ñõîæ ñ ñþ-
æåòîì ïðîèçâåäåíèÿ, è â ðàññêàçå 
åñòü ïîõîæèé ïåðñîíàæ, êîòîðûé 
÷èòàåò ðàññêàç… 

 Â îáùåì, «ó ïîïà áûëà ñîáà-
êà…». 

 Äà, ýòî òîæå ïðèìåð ðåêóð-
ñèè, è òàêèõ ñòèøêîâ, ïåñåíîê, ïðè-
áàóòîê î÷åíü ìíîãî. Ïîìíèòå ×ó÷å-
ëî-Ìÿó÷åëî, êîòîðîå ñàìî ïðî ñåáÿ 
ïåñåíêó ïåëî? À âñïîìíèòå òàêîé
ñïîñîá óïàêîâêè ïîäàðêà: âû ðàñ-
êðûâàåòå áîëüøóþ êîðîáêó, à â íåé 
ëåæèò êîðîáêà ïîìåíüøå, â êîòîðîé 
ëåæèò åù¸ îäíà êîðîáêà, â  êîòî-
ðîé… 

 Çíà÷èò, è ìàòð¸øêà  ýòî ðå-
êóðñèÿ. 

 Êîíå÷íî. Êàê ìîæíî îïðåäå-
ëèòü ìàòð¸øêó? Ýòî ôèãóðêà, â êî-
òîðîé ñïðÿòàíà äðóãàÿ ôèãóðêà.  

 Âèêòîð Ïåòðîâè÷! À Âû íå-
ïðàâèëüíîå îïðåäåëåíèå äàëè  áà-
çû íåò. 

 Âåðíî çàìåòèëà, íàäî áû äîáà-
âèòü, ÷òî â ñàìîé  ìàëåíüêîé íè÷åãî 
íå ñïðÿòàíî. Áàçà â ðåêóðñèâíîì 
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Òàê íàçâàí óäèâèòåëüíûé «îïòè÷åñêèé» îáúåêò (ñì. ðèñóíîê) â óíèêàëü-
íîì ïàðêå ñîâðåìåííîãî èñêóññòâà «Ìillennium park» (ÑØÀ, ã. ×èêàãî). Åãî 
ïðèäóìàë èçâåñòíûé áðèòàíñêèé ñêóëüïòîð À. Êàïóðà. Ïî åãî ïðîåêòó ïî-
ñòðîåíî îâàëüíîå ñîîðóæåíèå, îáëèöî-
âàííîå ïàíåëÿìè èç îòïîëèðîâàííîé íå-
ðæàâåþùåé ñòàëè. 

Îíî ïîõîæå íà îãðîìíóþ êàïëþ ñ çåð-
êàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ, íåìíîãî ðàñò¸ê-
øóþñÿ ïî çåìëå. Íà ýòîé êàïëå âîçíèêà-
þò íåîæèäàííûå è èíòåðåñíûå ñî÷åòàíèÿ 
èçîáðàæåíèé, òàê êàê â íåé îòðàæàþòñÿ 
è ñàì ïàðê, è åãî ïîñåòèòåëè, è ÷èêàãñêèå 
íåáîñêð¸áû, è îáëàêà… 

Èíôîðìàòèêà

îïðåäåëåíèè äîëæíà áûòü âñåãäà, 
íåâàæíî, îòíîñèòñÿ îíî ê ìàòåìàòè-
êå èëè ê äðóãîé îáëàñòè. Èíà÷å âîç-
íèêàåò ñèòóàöèÿ, íàçûâàåìàÿ «ïî-
ðî÷íûé êðóã», èëè «çàìêíóòûé 
êðóã». Ïîìíèòå, èç ñêàçîê: ìå÷ 
ñïðÿòàí â ïåùåðå, êîòîðóþ îõðàíÿ-
åò äðàêîí, óáèòü êîòîðîãî ìîæíî 
òîëüêî ìå÷îì, êîòîðûé ñïðÿòàí â 
ïåùåðå, êîòîðóþ…  áåçâûõîäíîå 
ïîëîæåíèå.  ×àñòî ïîðî÷íûé êðóã ïî 
îøèáêå ñîçäàþò ïðè îïðåäåëåíèè 
îäíèõ îáúåêòîâ ÷åðåç äðóãèå. Íàïðè-
ìåð, îïðåäåëåíèÿ «ïîëóêðóã  ïîëî-
âèíà êðóãà» è «êðóã  ôèãóðà, ñî-
ñòîÿùàÿ èç äâóõ ïîëóêðóãîâ» íè÷åãî 
íå îïðåäåëÿþò. Ïîäîáíûå êàçóñû 
÷àñòî âîçíèêàþò è ó âàñ, íàïðèìåð, 
íà óðîêàõ ãåîìåòðèè, êîãäà âû ïû-
òàåòåñü äîêàçàòü òåîðåìó, îïèðàÿñü 
íà å¸ ñëåäñòâèÿ. Õî÷åòñÿ, ÷òîáû, 
èñïîëüçóÿ ðåêóðñèþ, âû íå çàáûâà-
ëè, ê êàêèì íåõîðîøèì ïîñëåäñòâè-
ÿì ïðèâîäèò îòñóòñòâèå áàçû.   

Êòî ìîæåò ïðèâåñòè åù¸ êàêèå-
íèáóäü ïðèìåðû ðåêóðñèâíûõ îïðå-
äåëåíèé, èç äðóãèõ îáëàñòåé æèçíè? 

 À âîò ñ êîøêàìè èëè ñ ñîáàêà-
ìè… ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî êîò¸íîê ïî-
ðîäèñòûé, íàäî äîêàçàòü, ÷òî ïîðîäè-
ñòûå åãî ðîäèòåëè. À äëÿ ýòîãî  äîêà-
çàòü, ÷òî èõ ðîäèòåëè ïîðîäèñòûå. 

 È îïÿòü  áàçà ãäå? 
 Òàê îòêóäà-òî æå ïðîèçîøëè 

ýòè ïîðîäû! Ïåðâûõ ïåðñèäñêèõ êî-
òîâ, íàâåðíîå, èç Ïåðñèè ïðèâåçëè.  

 Âðåìÿ íàøå óæå çàêàí÷èâàåò-
ñÿ. Äàâàéòå ïîäâåä¸ì èòîãè. Ìû ñåãî-
äíÿ óçíàëè, ÷òî òàêîå ðåêóðñèÿ, ïî-
ñìîòðåëè îïðåäåëåíèå ýòîãî òåðìèíà 
â ðàçíûõ ñëîâàðÿõ, ïðèâåëè ìíîãî èí-
òåðåñíûõ ïðèìåðîâ. Â ñëåäóþùèé 
ðàç ïîñìîòðèì, ÷òî òàêîå ðåêóðñèÿ 
â ïðîãðàììèðîâàíèè, íàïèøåì ïðîã-
ðàììû äëÿ òåõ çàäà÷åê, êîòîðûå ðå-
øàëè ñåãîäíÿ, è äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ. 

 À äîìàøíåå çàäàíèå? 
 Ïðèäóìàéòå êðàñèâûé ðåêóð-

ñèâíûé óçîð  ïîñìîòðèì, êàê ïèñàòü 
ïðîãðàììû, êîòîðûå ðèñóþò óçîðû. 


