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×òî òàêîå äèíàìè÷åñêîå  
ïðîãðàììèðîâàíèå 

Íà ïðèìåðå êîíêðåòíûõ çàäà÷ â ñòàòüå ðàçúÿñíÿþòñÿ îñíîâíûå 
ïðèíöèïû äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ − îñîáîãî ìåòîäà ïîèñ-
êà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ ìíîãîýòàïíûõ îïåðàöèé. 

Â ¹ 9 æóðíàëà «Ïîòåíöèàë» [1] 
áûëà îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ «Çàäà÷à î 
äæèïå», â êîòîðîé îïèñûâàëñÿ îäèí 
èç ìåòîäîâ ðàçðàáîòêè àëãîðèòìà 
ðåøåíèÿ çàäà÷ − «ìåòîä îòðàáàòû-
âàíèÿ íàçàä». Åãî îñîáåííîñòü â òîì, 
÷òî àíàëèç è ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ 
íà÷èíàåòñÿ «îò êîíöà» öåëè, ïîñëå 
÷åãî îíè ïðîâîäÿòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ 
ê íà÷àëüíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è, à 
çàòåì, åñëè ýòè äåéñòâèÿ îáðàòèìû, 
ïðîèñõîäèò äâèæåíèå îáðàòíî, îò 
ïîñòàíîâêè ê öåëè. Îòìå÷àëîñü, ÷òî 
îí ïîëîæåí â îñíîâó äèíàìè÷åñêîãî 
ïðîãðàììèðîâàíèÿ1 − îñîáîãî ìåòîäà 
ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé, ñïå-
öèàëüíî ïðèñïîñîáëåííîãî ê òàê 
íàçûâàåìûì «ìíîãîøàãîâûì», èëè 
«ìíîãîýòàïíûì», îïåðàöèÿì. Ïðè 
ýòîì ìíîãîøàãîâîñòü ëèáî îòðàæàåò 
ðåàëüíîå ïðîòåêàíèå ïðîöåññà ïðè-
íÿòèÿ ðåøåíèé âî âðåìåíè, ëèáî 

ââîäèòñÿ â çàäà÷ó èñêóññòâåííî çà 
ñ÷¸ò ðàçäåëåíèÿ ïðîöåññà ïðèíÿòèÿ 
îäíîêðàòíîãî ðåøåíèÿ íà îòäåëüíûå 
ýòàïû. 

Êàê óêàçûâàåòñÿ â [2], ïîëíîå 
ïîíèìàíèå îñíîâíûõ ïîëîæåíèé äè-
íàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êàê 
ïðàâèëî, âîçìîæíî òîëüêî ïîñëå 
ðàññìîòðåíèÿ ðÿäà ïðèìåðîâ, ïî-
ýòîìó ðàçáåð¸ì íåñêîëüêî çàäà÷, â 
êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ «ìíîãî-
øàãîâûå», ò. å. ïðåäñòàâëÿþùèå ñî-
áîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü «øàãîâ» 
(«ýòàïîâ»), îïåðàöèè. 

Çàäà÷à 1. Íóæíî ïðîëîæèòü 
ïóòü, ñîåäèíÿþùèé äâà ïóíêòà − A 
è B (ðèñ. 1), âòîðîé èç êîòîðûõ ëå-
æèò ê ñåâåðî-âîñòîêó îò ïåðâîãî. 
Ïðîêëàäêà ïóòè ñîñòîèò èç ðÿäà 
øàãîâ, è íà êàæäîì øàãå ìû ìîæåì 
äâèãàòüñÿ ëèáî ñòðîãî íà ñåâåð, ëèáî 
ñòðîãî íà âîñòîê, ò. å. ëþáîé ïóòü èç

1
 Òåðìèí «ïðîãðàììèðîâàíèå» â íàçâàíèè ìåòîäà ïðîèñõîäèò îò ñëîâà «ïðî-

ãðàììà» â çíà÷åíèè ïëàí äåéñòâèé è íå ñâÿçàí ñ ïîíÿòèåì êîìïüþòåðíàÿ 
ïðîãðàììà. Ïîýòîìó äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå èíà÷å íàçûâàþò äèíàìè-
÷åñêèì ïëàíèðîâàíèåì. Ïðîèñõîæäåíèå æå òåðìèíà «äèíàìè÷åñêèé» ñâÿçàíî ñ 
èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà â çàäà÷àõ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ÷åðåç ôèêñèðîâàííûå ïðî-
ìåæóòêè âðåìåíè. 

Èíôîðìàòèêà

Çëàòîïîëüñêèé Äìèòðèé Ìèõàéëîâè÷ 
Êàíäèäàò òåõíè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò êàôåäðû 
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A â B ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòóïåí÷à-
òóþ ëîìàíóþ ëèíèþ, îòðåçêè êîòî- 
ðîé ïàðàëëåëüíû îäíîé èç êîîðäè-
íàòíûõ îñåé. Çàòðàòû íà ïðîêëàäêó 

êàæäîãî èç òàêèõ îòðåçêîâ èçâåñò-
íû. Òðåáóåòñÿ ïðîëîæèòü òàêîé 
ïóòü èç A â B, ïðè êîòîðîì ñóììàð-
íûå çàòðàòû ìèíèìàëüíû. 

Ðèñ. 1 

Çàäà÷à 2. Èìååòñÿ îïðåäåëåííûé 
íàáîð ïðåäìåòîâ − Ï1, Ï2, …, Ïn
(êàæäûé â åäèíñòâåííîì ýêçåìïëÿ-
ðå); èçâåñòíû èõ ìàññû − Ì1, Ì2, …,

Ìn è ñòîèìîñòè − C1, C2, …, Cn.
Ãðóçîïîäú¸ìíîñòü ìàøèíû ðàâíà Q. 
Ñïðàøèâàåòñÿ: êàêèå èç ïðåäìåòîâ 
íóæíî âçÿòü â ìàøèíó, ÷òîáû èõ 
ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü (ïðè ñóììàð-
íîé ìàññå ≤ Q) áûëà ìàêñèìàëüíà? 

Çàäà÷à 3. Èìååòñÿ êàêîé-òî îáú-
¸ì äåíåæíûõ ñðåäñòâ Q, êîòîðûé 
äîëæåí áûòü ðàñïðåäåë¸í ìåæäó 
ïðåäïðèÿòèÿìè Ï1, Ï2, …, Ïn. Êàæ-
äîå èç ïðåäïðèÿòèé Ïi ïðè âëîæå-
íèè â íåãî êàêèõ-òî ñðåäñòâ â îáú¸-
ìå x ïðèíîñèò äîõîä, çàâèñÿùèé îò 
x, ò. å. ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé êà-
êóþ-òî ôóíêöèþ fi(x). Âñå ôóíêöèè 

fi(x) (i = 1, 2, …, n) çàäàíû (ðàçóìå-

åòñÿ, ýòè ôóíêöèè − íåóáûâàþùèå). 
Ñïðàøèâàåòñÿ: ñêîëüêî ñðåäñòâ 
íóæíî âûäåëèòü êàæäîìó ïðåäïðè-
ÿòèþ, ÷òîáû â ñóììå îíè äàëè ìàê-
ñèìàëüíûé äîõîä? 

Â ïåðâîé çàäà÷å îïåðàöèåé ÿâ-
ëÿåòñÿ ñòðîèòåëüñòâî ïóòè èç òî÷êè 
À â òî÷êó Â. Çäåñü øàãè âûäåëåíû 
óæå â óñëîâèè çàäà÷è − øàãîì ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðîêëàäûâàíèå î÷åðåäíîãî 
îòðåçêà ïóòè. 

Â ïîñòàíîâêå âòîðîé çàäà÷è íåò 
óïîìèíàíèÿ î âðåìåíè. Íî ïðîöåññ 
çàãðóçêè ìàøèíû ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü êàê ñîñòîÿùèé èç n øàãîâ, ñ÷è-
òàÿ çà ïåðâûé øàã ïðèíÿòèå ðåøå-
íèÿ î òîì, áðàòü èëè íå áðàòü ïåð-
âûé ïðåäìåò, çà âòîðîé − òî æå îò-
íîñèòåëüíî âòîðîãî ïðåäìåòà è ò. ï. 

Â òðåòüåé çàäà÷å òàêæå ìîæíî 
îïåðàöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäñòâ 
ìûñëåííî ðàçâåðíóòü âî âðåìåíè â 
êàêîé-òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðàñ-
ñìàòðèâàòü ðåøåíèå âîïðîñà î âëî-
æåíèè ñðåäñòâ â ïðåäïðèÿòèå Ï1 êàê 

ïåðâûé øàã, â ïðåäïðèÿòèå Ï2 − êàê
âòîðîé è ò. ä. 

Êàê ìîæíî ðåøàòü ïîäîáíîãî ðî-
äà çàäà÷è? Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ìîæíî 
ñäåëàòü ïî-ðàçíîìó. 

Ìîæíî ïåðåáðàòü âñå âîçìîæíûå 
âàðèàíòû ðåøåíèÿ è âûáðàòü ñðåäè 
íèõ ëó÷øèé. Íàïðèìåð, â ïåðâîé 
çàäà÷å ìîæíî ðàññìîòðåòü âñå âîç-
ìîæíûå âàðèàíòû ïóòè è âûáðàòü 
òîò, íà êîòîðîì çàòðàòû ìèíèìàëü-
íû. À ìîæíî âûáèðàòü ëó÷øèé âà-
ðèàíò ïóòè øàã çà øàãîì, íà êàæ-
äîì ýòàïå ðàñ÷¸òà îïòèìèçèðîâàòü 
òîëüêî îäèí øàã. Îáû÷íî âòîðîé 

B

A

y (ñåâåð)

x (âîñòîê)

Èíôîðìàòèêà
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ñïîñîá îïòèìèçàöèè îêàçûâàåòñÿ 
ïðîùå, ÷åì ïåðâûé, îñîáåííî ïðè 
áîëüøîì ÷èñëå øàãîâ1. 

Òàêàÿ èäåÿ ïîñòåïåííîé, ïîøà-
ãîâîé îïòèìèçàöèè è ëåæèò â îñíî-
âå ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Íà ïåðâûé âçãëÿä îíà 
ìîæåò ïîêàçàòüñÿ äîâîëüíî òðèâè-
àëüíîé. Â ñàìîì äåëå, ÷åãî, êàçà-
ëîñü áû, ïðîùå: åñëè òðóäíî îïòè-
ìèçèðîâàòü ïðîöåññ â öåëîì, íàäî 
ðàçáèòü åãî íà ðÿä øàãîâ è îïòèìè-
çèðîâàòü êàæäûé øàã. Ýòî ñäåëàòü 
íåòðóäíî − íàäî âûáðàòü íà ýòîì 
øàãå òàêîå ðåøåíèå (áóäåì íàçû-
âàòü ðåøåíèå − «óïðàâëåíèåì»), 
÷òîáû ýôôåêòèâíîñòü ýòîãî øàãà 
áûëà ìàêñèìàëüíà. Íå òàê ëè? 

Íåò, âîâñå íå òàê! Ïðèíöèï äè-
íàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îò-
íþäü íå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî êàæäûé 
øàã îïòèìèçèðóåòñÿ îòäåëüíî, 
íåçàâèñèìî îò äðóãèõ. Íàïðîòèâ, 
óïðàâëåíèå íà êàæäîì øàãå äîëæíî 
âûáèðàòüñÿ äàëüíîâèäíî, ñ ó÷¸òîì 
åãî ïîñëåäñòâèé â áóäóùåì. ×òî 
òîëêó, åñëè ìû âûáåðåì íà äàííîì 
øàãå óïðàâëåíèå, ïðè êîòîðîì ýô-
ôåêòèâíîñòü ýòîãî øàãà ìàêñè-
ìàëüíà, åñëè îí ïðèâåä¸ò íàñ ê ïðî-
èãðûøó íà ïîñëåäóþùèõ øàãàõ? 

À êàê âûáðàòü îïòèìàëüíîå 
óïðàâëåíèå íà òîì èëè èíîì øàãå? 
Âåäü íà êàæäîì øàãå (åñòåñòâåííî, 
êðîìå ïåðâîãî) ñèñòåìà ìîæåò íàõî-
äèòüñÿ â îáùåì ñëó÷àå â íåñêîëüêèõ 
ñîñòîÿíèÿõ (â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ 
ìåñòíîñòè, íà êîòîðîé ñîîðóæàåòñÿ 
ïóòü èç À â Â, ñ ðàçëè÷íûì âåñîì 
ãðóçà, êîòîðûé åù¸ ìîæíî âçÿòü â 
ìàøèíó, è ò. ï.), à â êàæäîì èç ýòèõ

ñîñòîÿíèé â îáùåì ñëó÷àå âîçìîæíû 
íåñêîëüêî âàðèàíòîâ óïðàâëåíèÿ 
(ñòðîèòü î÷åðåäíîé ó÷àñòîê ïóòè â 
ñåâåðíîì èëè â âîñòî÷íîì íàïðàâëå-
íèè, áðàòü èëè íå áðàòü i-é ïðåäìåò, 
âêëàäûâàòü â i-å ïðåäïðèÿòèå îäèí 
èç âîçìîæíûõ îáú¸ìîâ ñðåäñòâ èëè 
íå âêëàäûâàòü âîîáùå). Êàêîå æå 
ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì? 
Âåäü ìû íå çíàåì äàæå, ÷åì çàêîí-
÷èëñÿ ïðåäûäóùèé øàã. 

Òàê êàê îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ 
íåïðîñòî, äàâàéòå ðåøèì äðóãóþ çà-
äà÷ó: îïðåäåëèì, êàêîå óïðàâëåíèå 
ÿâëÿåòñÿ ëó÷øèì äëÿ êàæäîãî èç 
ñîñòîÿíèé ñèñòåìû íà òîì èëè èíîì 
øàãå (èíûìè ñëîâàìè, ñäåëàåì ðàç-
íûå ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷åì çà-
êîí÷èëñÿ ïðåäûäóùèé øàã). Òàêîå 
óïðàâëåíèå íàçîâ¸ì «óñëîâíûì îï-
òèìàëüíûì óïðàâëåíèåì äëÿ ýòîãî 
ñîñòîÿíèÿ», à âûèãðûø, êîòîðûé 
äà¸ò ýòî óïðàâëåíèå, − «óñëîâíûì 
îïòèìàëüíûì âûèãðûøåì» («óñëîâ-
íîå» ïîòîìó, ÷òî îíî âûáèðàåòñÿ 
èñõîäÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî ïðåäûäó-
ùèé øàã êîí÷èëñÿ òàê-òî è òàê-òî). 

Âûáðàòü òàêîé âàðèàíò óïðàâëå-
íèÿ ìîæíî, ñðàâíèâ âñå âîçìîæíûå 
óïðàâëåíèÿ ïî ñëåäóþùåìó êðèòå-
ðèþ: ñóììà âûèãðûøà îò ðåàëè-
çàöèè òîãî èëè èíîãî óïðàâëå-
íèÿ íà äàííîì øàãå è óñëîâíîãî 
îïòèìàëüíîãî âûèãðûøà â ñî-
ñòîÿíèè ñèñòåìû, â êîòîðîå 
îíà ïåðåéä¸ò â ðåçóëüòàòå 
ýòîãî óïðàâëåíèÿ (ïîìíèòå î 
íåîáõîäèìîñòè íà êàæäîì øàãå ïðè-
íèìàòü «äàëüíîâèäíûå» ðåøåíèÿ?)2. 

1 Ïðè áîëüøîì ÷èñëå øàãîâ â ðÿäå ñëó÷àåâ ðåøåíèå ïåðâûì ñïîñîáîì âîîáùå íå 
ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî. Â çàäà÷å 1, íàïðèìåð, îáùåå ÷èñëî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ 
ïóòè ðàâíî ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç (N1 + N2) ïî N1, ãäå N1 − ÷èñëî îòðåçêîâ îò òî÷êè À

äî òî÷êè Â â âîñòî÷íîì íàïðàâëåíèè, N2 − â ñåâåðíîì. Ïðè N1 = 10 è N2 = 10 îáùåå
÷èñëî âàðèàíòîâ ðàâíî 184756. Ïðè óâåëè÷åíèè N1 è N2 ýòî ÷èñëî ñóùåñòâåííî âîç-

ðàñòàåò (ïðè N1 = 30 è N2 = 30 êîìïüþòåð, âûïîëíÿþùèé 10000000 îïåðàöèé â ñå-
êóíäó, ðàññìîòðèò âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû ïóòè çà áîëåå ÷åì 10 000 ëåò!). 

2 Íå âûçûâàåò ñîìíåíèÿ òîò ôàêò, ÷òî èìåííî ïî òàêîìó êðèòåðèþ ïðèøëîñü áû 
âûáèðàòü îïòèìàëüíûé âàðèàíò óïðàâëåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà êàêîå-òî ñîñòîÿíèå áûëî 
áû èñõîäíûì. 

Èíôîðìàòèêà
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Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ èñïîëüçîâà-
íèÿ òàêîãî êðèòåðèÿ íåîáõîäèìî 
çíàòü óñëîâíûå îïòèìàëüíûå âûèã-
ðûøè äëÿ âñåõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû 
íà ñëåäóþùåì øàãå. À èç ýòîãî, â 
ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò î÷åíü âàæíûé 
âûâîä: îïðåäåëåíèå óñëîâíûõ îïòè-
ìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ íàäî íà÷èíàòü 
ñ ïîñëåäíåãî øàãà, çàòåì íàéòè èõ 
äëÿ ïðåäïîñëåäíåãî øàãà è ò. ä. 

Äëÿ ïîñëåäíåãî øàãà ñäåëàòü ýòî 
íå òàê óæ ñëîæíî. Âåäü äëÿ êàæäîãî 
ñîñòîÿíèÿ ïåðåä ïîñëåäíèì øàãîì 
èçâåñòíî, êàêîå óïðàâëåíèå íåîáõî-
äèìî ïðèìåíèòü, − òîëüêî òî, êîòî-
ðîå ïðèâåä¸ò ê êîíå÷íîìó ñîñòîÿ-
íèþ ñèñòåìû (ïóòü äîëæåí çàêîí-
÷èòüñÿ â òî÷êå Â, àâòîìîáèëü äîë-
æåí áûòü ïîëíîñòüþ çàãðóæåí, âñå 
ñðåäñòâà äîëæíû áûòü âëîæåíû). 
Òàêîå óïðàâëåíèå áóäåì íàçûâàòü 
«âûíóæäåííûì».  

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèíöèïû äè-
íàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà 
ïðèìåðå ðåøåíèÿ çàäà÷è 1. 

Ðàçäåëèì ðàññòîÿíèå îò A äî B â 
âîñòî÷íîì íàïðàâëåíèè, ñêàæåì, íà 
7 ÷àñòåé, à â ñåâåðíîì − íà 5 (â 
ïðèíöèïå äðîáëåíèå ìîæåò áûòü 
ñêîëü óãîäíî ìåëêèì). Òîãäà ëþáîé 
ïóòü èç A â B ñîñòîèò èç 7 + 5 = 12 
îòðåçêîâ, íàïðàâëåííûõ íà âîñòîê

èëè íà ñåâåð (ðèñ. 2). Ïðîñòàâèì íà 
êàæäîì èç îòðåçêîâ ÷èñëî, âûðàæà-
þùåå (â êàêèõ-òî óñëîâíûõ åäèíè-
öàõ) ñòîèìîñòü ïðîêëàäêè ïóòè ïî 
ýòîìó îòðåçêó. Ïî òðåáîâàíèþ óñëî-
âèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî âûáðàòü òà-
êîé ïóòü èç A â B, ïðè êîòîðîì 
ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ íà îòðåçêàõ, 
ìèíèìàëüíà. 

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñîîðóæàå-
ìûé ïóòü êàê óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó, 
ïåðåìåùàþùóþñÿ ïîä âëèÿíèåì 
óïðàâëåíèÿ (ñòðîèòåëüñòâà î÷åðåä-
íîãî ó÷àñòêà) èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ À â êîíå÷íîå Â. Ñîñòîÿíèå ñè-
ñòåìû ïåðåä íà÷àëîì êàæäîãî øàãà 
áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü äâóìÿ êîîð-
äèíàòàìè: âîñòî÷íîé x è ñåâåðíîé y, 
îáå öåëî÷èñëåííûå (0 ≤ x ≤ 7, 0 ≤ y ≤ 
≤ 5). Äëÿ êàæäîãî èç ñîñòîÿíèé ñè-
ñòåìû (óçëîâîé òî÷êè ïðÿìîóãîëü-
íîé ñåòêè íà ðèñ. 2) ìû äîëæíû 
íàéòè óñëîâíîå îïòèìàëüíîå 
óïðàâëåíèå: èäòè íàì íà ñåâåð èëè 
íà âîñòîê? Âûáèðàåòñÿ ýòî óïðàâ-
ëåíèå òàê, ÷òîáû ñòîèìîñòü âñåõ 
îñòàâøèõñÿ äî êîíöà øàãîâ 
(âêëþ÷àÿ äàííûé) áûëà ìèíè-
ìàëüíà. Ýòó ñòîèìîñòü ìû äîãîâî-
ðèëèñü íàçûâàòü «óñëîâíûì îïòè-
ìàëüíûì âûèãðûøåì» äëÿ äàííîãî 
ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (õîòÿ â äàííîì  

Ðèñ. 2 
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ñëó÷àå ýòî, êîíå÷íî, íå «âûèãðûø», 
à «ïðîèãðûø»). 

Êàê óêàçûâàëîñü âûøå, îïðåäå-
ëåíèå óñëîâíûõ îïòèìàëüíûõ ïàðà-
ìåòðîâ (óïðàâëåíèÿ è âûèãðûøà) 
íàäî íà÷èíàòü ñ ïîñëåäíåãî, 12-ãî 
øàãà. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ïðàâûé 
âåðõíèé óãîë íàøåé ïðÿìîóãîëüíîé 
ñåòêè (ðèñ. 3). Ãäå ìû ìîæåì íàõî-
äèòüñÿ ïîñëå 11-ãî øàãà? Òîëüêî 
òàì, îòêóäà çà îäèí (ïîñëåäíèé) øàã 
ìîæíî ïîïàñòü â B, ò. å. â îäíîé èç 
òî÷åê B1 èëè B2. Åñëè ìû íàõîäèìñÿ 

â òî÷êå B1, ó íàñ íåò âûáîðà (óïðàâ-

ëåíèå âûíóæäåííîå): íàäî èäòè íà 

âîñòîê, è ýòî îáîéä¸òñÿ íàì â 10 
åäèíèö. Çàïèøåì ýòî ÷èñëî 10 â 
êðóæêå ó òî÷êè B1, à îïòèìàëüíîå 
óïðàâëåíèå ïîêàæåì êîðîòêîé 
ñòðåëêîé, èñõîäÿùåé èç B1 è 
íàïðàâëåííîé íà âîñòîê. Äëÿ òî÷êè 
B2 óïðàâëåíèå òîæå âûíóæäåííîå 
(íà ñåâåð), çàòðàòû äî êîíöà ðàâíû 
14, ìû èõ çàïèøåì â êðóæêå ó òî÷-
êè B2. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâíàÿ îï-
òèìèçàöèÿ ïîñëåäíåãî øàãà ñäåëàíà, 
óñëîâíûé îïòèìàëüíûé âûèãðûø 
äëÿ îáîèõ ñîñòîÿíèé ýòîãî øàãà 
íàéäåí è çàïèñàí â ñîîòâåòñòâóþ-
ùåì êðóæêå. 

   

Ðèñ. 3    Ðèñ. 4 

Òåïåðü äàâàéòå îïòèìèçèðîâàòü 
ïðåäïîñëåäíèé (11-é) øàã. Ïîñëå 
ïðåäïðåäïîñëåäíåãî (10-ãî) øàãà 
ìû ìîãëè îêàçàòüñÿ â îäíîé èç òî-
÷åê C1, C2, C3 (ðèñ. 4). Íàéä¸ì äëÿ 
êàæäîé èç íèõ óñëîâíîå îïòèìàëü-
íîå óïðàâëåíèå è óñëîâíûé îïòè-
ìàëüíûé âûèãðûø. Äëÿ òî÷êè C1 

óïðàâëåíèå âûíóæäåííîå − èäòè íà 
âîñòîê; îáîéä¸òñÿ ýòî íàì äî êîíöà 
â 21 åäèíèöó (11 íà äàííîì øàãå 
ïëþñ 10 − óñëîâíûé îïòèìàëüíûé 
âûèãðûø äëÿ òî÷êè B1, çàïèñàííûé 
â êðóæêå). ×èñëî 21 çàïèñûâàåì â 
êðóæîê ïðè òî÷êå C1. Äëÿ òî÷êè C2 
óïðàâëåíèå óæå íå âûíóæäåííîå: 
ìû ìîæåì èäòè êàê íà âîñòîê, òàê 
è íà ñåâåð. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû çà-
òðàòèì íà äàííîì øàãå 14 åäèíèö è 

îò B2 äî êîíöà − åù¸ 14, âñåãî 28
åäèíèö. Åñëè   ïîéä¸ì íà ñåâåð, çà-
òðàòèì 13 + 10 = 23 åäèíèöû. Çíà-
÷èò, óñëîâíîå îïòèìàëüíîå óïðàâ-
ëåíèå â òî÷êå Ñ2 − èäòè íà ñåâåð
(âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü, î÷åâèäíî, 
çàìåòèë, ÷òî íàéäåíî ýòî óïðàâëå-
íèå ïî êðèòåðèþ, î êîòîðîì ãîâîðè-
ëîñü âûøå). Îòìå÷àåì åãî ñòðåëêîé, 
à ÷èñëî 23 çàïèñûâàåì â êðóæîê ó 
òî÷êè Ñ2. Äëÿ òî÷êè C3 óïðàâëåíèå 
ñíîâà âûíóæäåííîå − èäòè íà ñå-
âåð; îáîéä¸òñÿ ýòî äî êîíöà â 22 
åäèíèöû (ñòàâèì ñòðåëêó íà ñåâåð, 
÷èñëî 22 çàïèñûâàåì â êðóæîê ó 
òî÷êè Ñ3). 

Àíàëîãè÷íî, «ïÿòÿñü» îò ïðåäïî-
ñëåäíåãî øàãà íàçàä, íàéä¸ì äëÿ 
êàæäîé òî÷êè óñëîâíîå îïòèìàëüíîå 
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óïðàâëåíèå, êîòîðîå îáîçíà÷èì 
ñòðåëêîé, è óñëîâíûé îïòèìàëüíûé 
âûèãðûø, êîòîðûé çàïèøåì â 
êðóæêå. Âû÷èñëÿåòñÿ îí òàê: ðàñõîä 
íà äàííîì øàãå ñêëàäûâàåòñÿ ñ 
óæå îïòèìèçèðîâàííûì ðàñõî-
äîì, çàïèñàííûì â êðóæêå, êóäà 
âåä¸ò ñòðåëêà. Òàêèì îáðàçîì, íà 
êàæäîì øàãå ìû îïòèìèçèðóåì 
òîëüêî ýòîò øàã, à ñëåäóþùèå çà 
íèì óæå îïòèìèçèðîâàíû. 

Êîíå÷íûé ðåçóëüòàò ïîêàçàí íà 
ðèñ. 5. Èç íåãî âèäíî, ÷òî â êàêîé áû 
èç óçëîâûõ òî÷åê ìû íè íàõîäèëèñü, 

ìû çíàåì, êóäà èäòè (ñòðåëêà) è âî 
÷òî íàì îáîéä¸òñÿ ïóòü äî êîíöà 
(÷èñëî â êðóæêå), à â êðóæêå ó òî÷-
êè À çàïèñàí îïòèìàëüíûé âûèãðûø 
(ìèíèìàëüíûå çàòðàòû) íà âñ¸ ñî-
îðóæåíèå ïóòè èç À â Â! 

Òåïåðü îñòà¸òñÿ ïîñòðîèòü ïóòü, 
âåäóùèé èç À â Â, ñàìûì äåø¸âûì 
ñïîñîáîì. Äëÿ ýòîãî íàäî òîëüêî 
«ñëóøàòüñÿ ñòðåëîê», ò. å. ïðî÷è-
òàòü, ÷òî îíè ïðåäïèñûâàþò äåëàòü 
íà êàæäîì øàãå. Òàêàÿ îïòèìàëüíàÿ 
òðàåêòîðèÿ ïóòè îòìå÷åíà íà ðèñ. 5 
îòòåí¸ííûìè êðóæêàìè. 

 
Ðèñ. 5 

Èç ðèñ. 5 ñëåäóåò, ÷òî îïòèìàëü-
íûé âûèãðûø (ìèíèìàëüíûå çàòðà-
òû) íà ñîîðóæåíèå ïóòè èç À â Â 
ðàâåí 118, à äîñòèãàåòñÿ îí ïðè ñëå-
äóþùåì íàáîðå îòðåçêîâ ïóòè: 

ñåâåð, ñåâåð, ñåâåð, ñåâåð, âîñòîê, 
âîñòîê, ñåâåð, âîñòîê, âîñòîê, âîñòîê, 
âîñòîê, âîñòîê. 

Èíòåðåñíî, à êàêîé ðåçóëüòàò 
áûë áû ïîëó÷åí, åñëè áû ìû ðåøàëè 

çàäà÷ó íàèâíûì ñïîñîáîì, î êîòîðîì 
ãîâîðèëîñü âûøå, ò. å. âûáèðàÿ íà 
êàæäîì øàãå, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî, ñà-
ìîå âûãîäíîå äëÿ ýòîãî øàãà 
íàïðàâëåíèå? Èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî 
òàêèì ñïîñîáîì ìû ïîëó÷èì ïóòü, 
ñîñòîÿùèé èç îòðåçêîâ: 

ñåâåð, ñåâåð, âîñòîê, âîñòîê, âî-
ñòîê, âîñòîê, ñåâåð, âîñòîê, âîñòîê, 
âîñòîê, ñåâåð, ñåâåð. 
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Ïîäñ÷èòàåì ðàñõîäû äëÿ òàêîãî 
ïóòè. Îíè áóäóò ðàâíû: 
10 + 12 + 8 + 10 + 11 + 13 + 15 + 8 + 

+ 10 + 9 + 8 + 14 = 128, 
÷òî áîëüøå, ÷åì íàéäåííîå ìåòî-
äîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ çíà÷åíèå 118. Â äàííîì ñëó-
÷àå ðàçíèöà íå î÷åíü âåëèêà, íî â 
äðóãèõ ñëó÷àÿõ îíà ìîæåò áûòü 
ñóùåñòâåííåå. 

Îòìåòèì òàêæå åù¸ îäèí ìî-
ìåíò. Â õîäå óñëîâíîé îïòèìèçàöèè 
ìîæíî ñòîëêíóòüñÿ ñî ñëó÷àåì, êî-
ãäà îáà âîçìîæíûõ óïðàâëåíèÿ äëÿ 
êàêîãî-òî ñîñòîÿíèÿ (êàêîé-òî òî÷êè 

íà ïëîñêîñòè) ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëü-
íûìè, ò. å. ïðèâîäÿò ê îäèíàêîâîìó 
ðàñõîäó ñðåäñòâ îò ýòîé òî÷êè äî 
êîíöà. Íàïðèìåð, â òî÷êå ñ êîîðäè-
íàòàìè (1; 4) îáà óïðàâëåíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ îïòèìàëüíûìè è äàþò ðàñõîä 
äî êîíöà, ðàâíûé 67. Èç íèõ ìîæíî 
âûáðàòü ëþáîå (â íàøåì ñëó÷àå ìû 
âûáðàëè «âîñòîê»; ñ òåì æå óñïåõîì 
ìû ìîãëè âûáðàòü «ñåâåð» − îáùèé 
âûèãðûø áûë áû òåì æå). Òàêèå 
ñëó÷àè íåîäíîçíà÷íîãî âûáîðà îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÷àñòî âñòðå-
÷àþòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà 
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. 

Ïðîâåðü ñåáÿ 

Ñïðàâà èçîáðàæ¸í òðåóãîëüíèê 
èç ÷èñåë. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíóþ 
ñóììó ÷èñåë, ðàñïîëîæåííûõ íà ïó-
òè, íà÷èíàþùåìñÿ â âåðõíåé òî÷êå 
òðåóãîëüíèêà è çàêàí÷èâàþùåìñÿ 
íà åãî îñíîâàíèè. 
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Ïåðâûå íàíîòðóáêè

Ñåíñàöèîííîå îòêðûòèå â êîíöå ÕÕ âåêà 
óãëåðîäíûõ íàíîòðóáîê ïîäòâåðäèëî èçâåñò-
íûé àôîðèçì: «Íîâîå  ýòî õîðîøî çàáûòîå 
ñòàðîå». Âåäü ïåðâûå íàíîòðóáêè áûëè îáíà-
ðóæåíû â ïðèðîäíîì ìèíåðàëå èìîãîëèòå çà-
äîëãî äî óãëåðîäíûõ àíàëîãîâ â ñåðåäèíå òîãî 
âåêà. Ýòîò ìèíåðàë èìååò óíèêàëüíîå âíóòðåí-
íåå ñòðîåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ïëîòíî 
óïàêîâàííûå ïó÷êè äëèííûõ òîíêèõ òðóáîê. Â îòëè÷èå îò óãëåðîäíûõ íàíîòðó-
áîê, êîòîðûå áûâàþò îäíîñëîéíûìè, ìíîãîñëîéíûìè è èìåþò ðàçëè÷íûå äèà-
ìåòðû, èìîãîëèò îáëàäàåò îäíîçíà÷íîé ñòðóêòóðîé ñ äèàìåòðîì òðóáîê 2 íì.
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