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Çëàòîïîëüñêèé Äìèòðèé Ìèõàéëîâè÷ 
Êàíäèäàò òåõíè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò êàôåäðû 
èíôîðìàòèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè Ìîñêîâñêîãî 
ãîðîäñêîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà. 

  

×èñëà Ôèáîíà÷÷è  íå òîëüêî 
êðîëèêè  

 

Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è,  â òîì 
÷èñëå ïðèìåð, îáíàðóæåííûé àâòîðîì. 

 

Êàê èçâåñòíî, ÷èñëàìè Ôèáîíà÷-
÷è (èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ 
Ôèáîíà÷÷è) íàçûâàþò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ÷èñåë: 1, 1, 2, 3, 5, …, 
î÷åðåäíûìè ÷ëåíàìè êîòîðîé ÿâ-
ëÿþòñÿ ÷èñëà 8, 13, … (êàæäûé 
÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ 
ñ òðåòüåãî, ðàâåí ñóììå äâóõ 
ïðåäûäóùèõ). Îíà òàê íàçûâàåòñÿ 
ïîòîìó, ÷òî âïåðâûå áûëà ïðåä-
ñòàâëåíà â êíèãå «Liber àbaci» 
(«Êíèãà àáàêà»), íàïèñàííîé â XIII 
âåêå èòàëüÿíñêèì ìàòåìàòèêîì 
Ôèáîíà÷÷è, èçâåñòíûì òàêæå êàê 
Ëåîíàðäî Ïèçàíñêèé (Leonardo 
Pisano). Â ýòîé êíèãå èìååòñÿ òà-
êàÿ çàäà÷à: «Íåêòî ïîìåñòèë ïàðó 
êðîëèêîâ â çàãîíå, îãîðîæåííîì ñî 
âñåõ ñòîðîí, ÷òîáû óçíàòü, ñêîëüêî 
ïàð êðîëèêîâ ðîäèòñÿ â òå÷åíèå 
ãîäà. Ïðèðîäà êðîëèêîâ òàêîâà, ÷òî 
÷åðåç ìåñÿö ïàðà êðîëèêîâ ïðîèç-
âîäèò íà ñâåò äðóãóþ ïàðó, à 
ïîòîìñòâî äàþò îíè ñî âòîðîãî ìå-
ñÿöà ïîñëå ñâîåãî ðîæäåíèÿ». Òàê 
ñêîëüêî æå ïàð êðîëèêîâ áóäåò 
÷åðåç ãîä?  

Ïðèâåä¸ì ðåøåíèå Ôèáîíà÷÷è.  
 

 
Â íà÷àëå ïåðâîãî ìåñÿöà áûëà îäíà 
ïàðà êðîëèêîâ; â íà÷àëå âòîðîãî  
äâå, ïðè÷¸ì îäíà èç íèõ çðåëàÿ, ò. å. 
ñïîñîáíàÿ ÷åðåç ìåñÿö ïðèíåñòè 
ïîòîìñòâî, âòîðàÿ  íåò. Ïîýòîìó â 
íà÷àëå òðåòüåãî ìåñÿöà áóäóò òðè 
ïàðû êðîëèêîâ, äâå èç íèõ çðåëûå. 
Â íà÷àëå ÷åòâ¸ðòîãî ìåñÿöà ñòàíåò 
ïÿòü ïàð (òðè ïàðû áûëè è äâå  
íîâîå ïîòîìñòâî), èç íèõ òîëüêî òðè 
çðåëûå, è ò. ä. 

Ýòè ðàññóæäåíèÿ ìîæíî îôîð-
ìèòü â âèäå òàáëèöû 1. 
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                                                                                    Òàáëèöà 1 
 

Íîìåð ìåñÿöà (åãî íà÷àëî) 1 2 3 4 5 6 … 
Îáùåå ÷èñëî ïàð 1 2 3 5 8 13 … 
×èñëî çðåëûõ ïàð 1 1 2 3 5 8 … 
Â ýòîì ìåñÿöå ðîäÿòñÿ, ïàð 1 1 2 3 5 8 … 
Â ýòîì ìåñÿöå ñòàíóò çðåëûìè, ïàð 0 1 1 2 3 5 … 
 

Âèäíî, ÷òî îáùåå ÷èñëî ïàð êðî-
i-ì ìåñÿöå 

(âòîðàÿ ñòðîêà òàáëèöû) ðàâíî  

Ni  1  Ni  2. 
Êîíå÷íî, çàäà÷à î êðîëèêàõ  

óñëîâíàÿ. Íî, îêàçûâàåòñÿ, â ïðèðî-
äå åñòü è ðåàëüíûå ïðèìåðû èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ÷èñåë èç ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè 1, 1, 2, 3, 5, … 

Â ðàçíîîáðàçíûõ ñïèðàëåâèäíûõ 
ðàñïîëîæåíèÿõ ìåëêèõ ÷àñòåé ðàñ-
òåíèé îáû÷íî ìîæíî óñìîòðåòü äâå 
ãðóïïû ñïèðàëåé. Â îäíîé èç íèõ 
ñïèðàëè çàâèâàþòñÿ ïî ÷àñîâîé 
ñòðåëêå, à â äðóãîé  ïðîòèâ. ×èñëî 
ñïèðàëåé òîãî è äðóãîãî âèäà ÷àñòî 
îêàçûâàþòñÿ… ñîñåäíèìè ÷èñëàìè 
Ôèáîíà÷÷è. 

Òàê, âçÿâ ìîëîäóþ ñîñíîâóþ âå-
òî÷êó, ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî õâîèíêè 
îáðàçóþò äâå ñïèðàëè, èäóùèå 
ñïðàâà ñíèçó íàëåâî ââåðõ. Âìåñòå ñ 
òåì, îíè æå ñîñòàâëÿþò òðè ñïèðà-
ëè, èäóùèå ñëåâà ñíèçó íàïðàâî 
ââåðõ. 

Íà ìíîãèõ øèøêàõ ñåìåíà (ò. å. 
«÷åøóéêè») ðàñïîëîæåíû â òð¸õ 
ñïèðàëÿõ, «íàâèâàþùèõñÿ» â ïðîòè-
âîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè. Â êðóï-
íûõ øèøêàõ óäà¸òñÿ íàáëþäàòü 5 è 
8 è äàæå 8 è 13 ñïèðàëåé. Õîðîøî 
çàìåòíû ñïèðàëè è íà àíàíàñå: 
îáû÷íî èõ áûâàåò 8 è 13. 

Ó ìíîãèõ ñëîæíîöâåòíûõ (íà-
ïðèìåð, ó ìàðãàðèòêè èëè ðîìàøêè) 
çàìåòíî ñïèðàëüíîå ðàñïîëîæåíèå 
îòäåëüíûõ öâåòêîâ â ñîöâåòèÿõ-
êîðçèíêàõ. ×èñëî ñïèðàëåé áûâàåò 
çäåñü 13 â îäíîì íàïðàâëåíèè è 21  
â äðóãîì èëè äàæå ñîîòâåòñòâåííî 
21 è 34. Îñîáåííî ìíîãî ñïèðàëåé 
ìîæíî íàáëþäàòü â ðàñïîëîæåíèè 
ñåìå÷åê êðóïíîãî ïîäñîëíóõà. Èõ 

 
 

÷èñëî â êàæäîì èç íàïðàâëåíèé 
ìîæåò äîñòèãàòü ñîîòâåòñòâåííî 55 
è 89! [1]. 

Íåñìîòðÿ íà ïîñòîÿííî ðàñòóùåå 
÷èñëî öèôð â ÷èñëàõ Ôèáîíà÷÷è, 
êàæäîå ÷èñëî, íà÷èíàÿ ñ ÷åòâ¸ðòîãî, 
èìååò îòíîøåíèå ê ñëåäóþùåìó, 
áëèçêîå ê 0,618. Íàïðèìåð:  

2 : 3  0,67, 
3 : 5  0,6, 

5 : 8  0,625, 
8 : 13  0,615, 
13 : 21  0,619 

è ò. ä. Îáðàòèòå âíèìàíèå, êàê çíà-
÷åíèå ñîîòíîøåíèé êîëåáëåòñÿ âî-
êðóã âåëè÷èíû 0,618. Îòíîøåíèå 
ëþáîãî ÷èñëà ê ïðåäûäóùåìó ïðè-
áëèçèòåëüíî ðàâíî 1,618 (âåëè÷èíà 
îáðàòíàÿ 0,618). Íàïðèìåð:  

13 : 8  1,625, 
21 : 13  1,615, 
34 : 21  1,619. 

×åì áîëüøå íîìåðà ÷èñåë, òåì áîëåå 
îòíîøåíèÿ ïðèáëèæàþòñÿ ê âåëè÷è-
íàì 0,618 è 1,618. 

Îòíîøåíèå 0,618 âñòðå÷àåòñÿ 
îêîëî 300 ëåò äî íàøåé ýðû â ðàáî-

Ni ëèêîâ â íåêîòîðîì 
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òàõ Åâêëèäà è íàçûâàåòñÿ «çîëî-
òûì ñå÷åíèåì». Çîëîòîå ñå÷åíèå  
äåëåíèå îäíîé öåëîé âåëè÷èíû íà 
äâå ñîñòàâíûå ÷àñòè, ïðè ýòîì 
ìåíüøàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îòíîñèòñÿ 
òàê æå ê áîëüøåé, êàê è áîëüøàÿ 
÷àñòü êî âñåé öåëîé âåëè÷èíå. Åãî 
ñëåäû ìû íàõîäèì â ìóçûêå, èçîá-
ðàçèòåëüíîì èñêóññòâå è àðõèòåê-
òóðå. Ãðåêè èñïîëüçîâàëè ïðèíöèï 
«çîëîòîãî ñå÷åíèÿ» ïðè ñòðîèòåëü-
ñòâå Ïàðôåíîíà, åãèïòÿíå  Âåëè-
êîé ïèðàìèäû â Ãèçå. Ñâîéñòâà 
«çîëîòîãî êîýôôèöèåíòà» áûëè õî-
ðîøî èçâåñòíû Ïèôàãîðó, Ïëàòîíó 
è Ëåîíàðäî äà Âèí÷è. 

 

 
 

Âñå ïðèâåä¸ííûå ïðèìåðû, êàê 
ãîâîðèòñÿ, «äåëî ðóê ÷åëîâåêà». Íî, 
îêàçûâàåòñÿ, çîëîòîå ñå÷åíèå õàðàê-
òåðèçóåò ñòðóêòóðíóþ îðãàíèçàöèþ 
ìíîãèõ æèâûõ ñèñòåì.  

Òàê, ðàñïîëîæåíèå ëèñòüåâ íà 
ñòåáëÿõ òàêæå íîñèò ñòðîãèé ìàòå-
ìàòè÷åñêèé õàðàêòåð, è ýòî ÿâëåíèå 
íàçûâàåòñÿ â áîòàíèêå «ôèëëîòàê-
ñèñîì». Ñóòü ôèëëîòàêñèñà ñîñòîèò 
â âèíòîâîì ðàñïîëîæåíèè ëèñòüåâ 
íà ñòåáëå ðàñòåíèé (âåòâåé íà äåðå-
âüÿõ, ëåïåñòêîâ â ñîöâåò ÿõ è ò. ä.). 
Ïî ìåðå ðîñòà ñòåáëÿ ëèñòüÿ ðàñïî-
ëàãàþòñÿ íà í¸ì â îïðåäåë¸ííîì 
ïîðÿäêå, êîòîðûé îáóñëîâëèâàåò 

îïòèìàëüíûé äîñòóï ê ñâåòó. Ëèñòüÿ 
ïîÿâëÿþòñÿ íà ñòåáëå ïî ñïèðàëè 
êàê ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, òàê è ïðî-
òèâ íå¸, ïîä îïðåäåë¸ííûì óãëîì 
ðàñõîæäåíèÿ. Â óãëå ðàñõîæäåíèÿ 
çàìå÷åíû îòíîøåíèÿ ÷èñåë 

è

Ôèáîíà-
÷÷è: 2/3, 3/5, 5/8, 8/13, 13/21, 
21/34, 34/55, 55/89. 

Ïðÿìîóãîëüíèêè ñ ðàçìåðàìè 
çîëîòîãî ñå÷åíèÿ âûãëÿäÿò «ïðîïîð-
öèîíàëüíî» è ïðèÿòíû íà âèä. Âå-
ùàìè, èìåþùèìè òàêèå ðàçìåðû, 
îêàçûâàåòñÿ, óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ. 
Ïîýòîìó ìíîãèì «ïðÿìîóãîëüíûì» 
ïðåäìåòàì (êíèãàì, ñïè÷å÷íûì êî-
ðîáêàì, ÷åìîäàíàì è ò. ï.) ÷àñòî 
ïðèäàþò èìåííî òàêóþ ôîðìó. 

×èñëà Ôèáîíà÷÷è èñïîëüçóþòñÿ 
äàæå íà… ìåæáàíêîâñêîì âàëþòíîì 
ðûíêå  òàê íàçûâàåìîì «Ôîðåêñå». 
Ñåãîäíÿ áîëüøèíñòâî òðåéäåðîâ1 
äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ñâîèõ ïðîãíîçîâ 
öåëèêîì èëè ÷àñòè÷íî èñïîëüçóþò 
âîëíîâóþ òåîðèþ Ðàëüôà Ýëëèîòà, 
êîòîðûé â ñâîåé ðàáîòå «Çàêîíû 
ïðèðîäû» ïîêàçàë, ÷òî ïîâåäåíèå 
«òîëïû»  áóäü òî ðûíî÷íûå òîðãîâ-
öû èëè ó÷àñòíèêè áèðæåâîé èãðû  
ïîä÷èíÿåòñÿ õàðàêòåðíûì çàêîíàì. 
Ýòè çàêîíû ñâÿçàíû ñ îòíîøåíèåì 
Ôèáîíà÷÷è, ðàâíûì 1,618.  

 

 
 

 

1 Òðåéäåð  ÷åëîâåê, êîòîðûé çàíèìàåòñÿ òîðãîâëåé íà áèðæå: ïîêóïàåò è 
ïðîäà¸ò àêöèè, îáëèãàöèè è äðóãèå öåííûå áóìàãè è èõ ïðîèçâîäíûå, ïîëó÷àÿ 
ïðèáûëü îò èçìåíåíèÿ êóðñîâ öåííûõ áóìàã. 
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Èìåþòñÿ òàêæå ïðèìåðû èñ-
ïîëüçîâàíèÿ íå òîëüêî îòäåëüíûõ 
÷èñåë Ôèáîíà÷÷è èëè èõ îòíîøåíèé, 
íî è «âñåé» ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. 
Ïðèâåä¸ì òðè íàèáîëåå èçâåñòíûå 
èç íèõ. 

1. Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ. Òðå-
óãîëüíèê Ïàñêàëÿ  òàáëèöà ÷èñåë, 
èìåþùàÿ òðåóãîëüíóþ ôîðìó. Â ýòîì 
òðåóãîëüíèêå íà âåðøèíå è ïî áîêàì 
ñòîÿò åäèíèöû. Êàæäîå ÷èñëî ðàâíî 
ñóììå äâóõ ðàñïîëîæåííûõ íàä íèì 
÷èñåë (ðèñ. 1). 

 

 
Ðèñ. 1 

 

Åñëè çàïèñàòü ÷èñëà â âèäå, 
ïðåäñòàâëåííîì íà ðèñ. 2, òî ìîæíî 
óâèäåòü, ÷òî ñóììû ÷èñåë íà äèàãî-
íàëÿõ, îòìå÷åííûõ ïóíêòèðíûìè 
ëèíÿìè, îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü Ôèáîíà÷÷è. 

 
 

1 
     

1 1     
1 2 1    
1 3 3 1   
1 4 6 4 1  
1 5 10 10 5 1 

… 
 

Ðèñ. 2 
 

2. Çàäà÷à î ïðûãóíå [1]. Ïðûãóí 
ìîæåò ïðûãàòü â îäíîì íàïðàâëåíèè 
âäîëü ðàçäåë¸ííîé íà êëåòêè ïîëîñû, 
ïåðåìåùàÿñü ïðè êàæäîì ïðûæêå 
ëèáî â ñîñåäíþþ êëåòêó, ëèáî ÷åðåç 

êëåòêó. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæåò 
îí ñäâèíóòüñÿ íà (n  1)-þ êëåòêó è, 
â ÷àñòíîñòè, ïåðåìåñòèòüñÿ èç ïåð-
âîé êëåòêè â n-þ? (Ñïîñîáû ïðûãà-
íèÿ ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè, åñëè â 
õîäå êàæäîãî èç íèõ ïðûãóí ïîáû-
âàåò â îäíèõ è òåõ æå êëåòêàõ.)  

Îáîçíà÷èì èñêîìîå ÷èñëî ÷åðåç 
xn. Î÷åâèäíî, ÷òî x1  1 (ïåðåõîä èç 
ïåðâîé êëåòêè â ïåðâóþ æå îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ îäíèì ñïîñîáîì  îò-
ñóòñòâèåì ïðûæêîâ) è x2  1 (ïå-
ðåõîä èç ïåðâîé êëåòêè âî âòîðóþ 
òîæå åäèíñòâåíåí). Ïóñòü öåëüþ 
ïðûãóíà ÿâëÿåòñÿ äîñòèæåíèå  
(n  2)-é êëåòêè. Îáùåå ÷èñëî ñïîñî-
áîâ îñóùåñòâëåíèÿ ýòîé öåëè â 

íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ åñòü xn  2. Íî ñ 
ñàìîãî íà÷àëà ýòè ñïîñîáû ðàçáèâà-
þòñÿ íà äâå ãðóïïû: íà÷èíàþùèåñÿ 
ñ ïðûæêà âî âòîðóþ êëåòêó è íà÷è-
íàþùèåñÿ ñ ïðûæêà â òðåòüþ êëåò-
êó. Èç âòîðîé êëåòêè ïðûãóí ìîæåò 

ïåðåìåñòèòüñÿ â (n  2)-þ xn  1 ñïî-
ñîáàìè, à èç òðåòüåé  xn ñïîñîáàìè. 
Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 
÷èñåë x1, x2, …, xn óäîâëåòâîðÿåò 
ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ1  

xn  2  xn  1  xn 
è ïîýòîìó ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è. 

3. ×èñëà Ôèáîíà÷÷è è ãåîìåò-
ðèÿ. ×èñëà Ôèáîíà÷÷è ïîÿâëÿþòñÿ 
òàêæå â âîïðîñàõ, ñâÿçàííûõ ñ èñ-
ñëåäîâàíèåì ïóòåé â ðàçëè÷íûõ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ êîíôèãóðàöèÿõ. Ðàñ-
ñìîòðèì, íàïðèìåð, ñåòü ïóòåé, 
èçîáðàæ¸ííóþ íà ðèñ. 3 (òàêèå ñåòè 
â ìàòåìàòèêå è èíôîðìàòèêå ïðè-
íÿòî íàçûâàòü îðèåíòèðîâàííû-
ìè ãðàôàìè), è ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî 
ïóòåé, êîòîðûìè ìîæíî, äâèãàÿñü 
âäîëü ñòðåëîê, ïåðåéòè èç âåðøèíû 
À èëè âåðøèíû Â â âåðøèíó Ñn. 

 
1 Ðåêóððåíòíîé çàâèñèìîñòüþ (èëè ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì) íàçûâàþò 

ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ î÷åðåäíîé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷åðåç îäèí èëè íå-
ñêîëüêî ïðåäûäóùèõ å¸ ÷ëåíîâ. 
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Ðèñ. 3 
 

Îáîçíà÷èì ÷èñëî òàêèõ ïóòåé 
ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç an è bn. ßñíî, 
÷òî ïðè íà÷àëå äâèæåíèÿ êàê èç 
òî÷êè À, òàê è èç òî÷êè Â â âåðøè-
íó Ñn ìîæíî ïîïàñòü äâóìÿ ñïîñî-

áàìè: ÷åðåç âåðøèíó Ñn  1 ñ ïîñëå-
äóþùèì øàãîì âäîëü íàêëîííîãî 

ðåáðà è ÷åðåç âåðøèíó Ñn  2 ñ ïî-
ñëåäóþùèì øàãîì âäîëü ãîðèçîí-
òàëüíîãî ðåáðà. Çíà÷èò, 

an an  1  an  2, 

bn  bn  1  bn  2  
À òàê êàê a1  a2  1 è b1  b2  1, 

òî ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ òàêæå 
õàðàêòåðíû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 
Ôèáîíà÷÷è. 

Íåîæèäàííûé ïðèìåð èñïîëüçî-
âàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷-
÷è îáíàðóæåí àâòîðîì ñòàòüè. Ýòîò 
ïðèìåð ñâÿçàí ñ èãðîé, êîòîðóþ 
íàçûâàþò «íèì».  

Èãðàþò â íå¸ âäâî¸ì. Ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ èãðû êàìåøêè, ìî-
íåòû, ñïè÷êè è ò. ï. Â íàèáîëåå èç-
âåñòíîì âàðèàíòå «íèìà» 12 ïðåäìå-
òîâ âûêëàäûâàþò â òðè ðÿäà òàê, 
êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4. 

 

     
     
     

 

Ðèñ. 4 
 

Ïðàâèëà èãðû ïðîñòû. Èãðîêè ïî 
î÷åðåäè çàáèðàþò ïî îäíîìó èëè 
íåñêîëüêó ïðåäìåòîâ èç ëþáîãî ðÿ-
äà. Âûèãðûâàåò òîò, êòî âîçüì¸ò ïî

ñëåäíèé ïðåäìåò1. Ïîäóìàâ è/èëè 
ðàññìîòðåâ íåñêîëüêî âîçìîæíûõ 
õîäîâ, âû íàâåðíÿêà îáíàðóæèòå, 
÷òî äîáèòüñÿ ïîáåäû ìîæíî, åñëè 
îñòàâèòü ñîïåðíèêó äâà îäèíàêîâûõ 
ðÿäà ïðåäìåòîâ (òî åñòü ñ îäíèì è 
òåì æå ÷èñëîì ïðåäìåòîâ â êàæäîì 
ðÿäó). Âûèãðàòü ìîæíî è â òîì ñëó-
÷àå, åñëè â ïåðâîì ðÿäó îñòàíåòñÿ 
îäèí, âî âòîðîì  äâå è â òðåòüåì  
òðè ïðåäìåòà. Òîò, êòî íà÷èíàåò èã-
ðó, íàâåðíÿêà ïîáåæäàåò, åñëè ïåð-
âûì õîäîì îí çàáèðàåò äâà ïðåäìå-
òà èç âåðõíåãî ðÿäà, à çàòåì ðàöèî-
íàëüíî ïðîäîëæàåò èãðó. 

 

 
Êàçàëîñü, ÷òî àíàëèç ñòîëü ïðî-

ñòîé èãðû íå ìîæåò ïðèâåñòè ê êà-
êèì-ëèáî íåîæèäàííîñòÿì, îäíàêî â 
íà÷àëå ÕÕ âåêà áûëî ñäåëàíî óäè-
âèòåëüíîå îòêðûòèå. Îáíàðóæèëîñü, 
÷òî íèì äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà 
ëþáîå ÷èñëî ðÿäîâ ñ ëþáûì ÷èñëîì 
ïðåäìåòîâ â êàæäîì ðÿäó è ÷òî ñ 

 

1 Ìîæíî èãðàòü è íàîáîðîò  ñ÷èòàòü òîãî, êòî âîçüì¸ò ïîñëåäíèé ïðåäìåò, 
ïðîèãðàâøèì. 

.

A C1 3 n − 1

2

C C

n − 2C n CB C
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ïîìîùüþ ïðîñòîé ñòðàòåãèè ëþáîé 
æåëàþùèé ìîæåò ñòàòü íåïîáåäè-
ìûì èãðîêîì. Ïîëíûé àíàëèç è äî-
êàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ îïòè-
ìàëüíîé ñòðàòåãèè âïåðâûå îïóáëè-
êîâàë â 1901 ãîäó ×àðëüç Ë. Áóòîí, 
ïðîôåññîð ìàòåìàòèêè Ãàðâàðäñêîãî 
óíèâåðñèòåòà (ÑØÀ). Áóòîí è 
íàçâàë èãðó «íèì» îò óñòàðåâøåé 
ôîðìû àíãëèéñêèõ ãëàãîëîâ ñòÿ-
íóòü, óêðàñòü. 

Êàæäóþ êîìáèíàöèþ ïðåäìåòîâ 
â èãðå ìîæíî íàçâàòü ëèáî «îïàñ-
íîé», ëèáî «áåçîïàñíîé». Åñëè ïî-
çèöèÿ ïåðåä î÷åðåäíûì õîäîì èã-
ðîêà òàêîâà, ÷òî ãàðàíòèðóåò åìó 
âûèãðûø ïðè ïðàâèëüíîé ñòðàòå-
ãèè, îíà íàçûâàåòñÿ áåçîïàñíîé; â 
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîçèöèÿ íàçûâà-
åòñÿ îïàñíîé1. Òàê, ïðè èãðå â 
«íèì» ïî îïèñàííîé âûøå ñõåìå  
«3, 4, 5» (ñì. ðèñ. 4) èñõîäíàÿ ïîçè-
öèÿ  áåçîïàñíàÿ, è îí ìîæåò ïðå-
âðàòèòü å¸ â îïàñíóþ äëÿ ñîïåðíè-
êà, âçÿâ äâà ïðåäìåòà èç âåðõíåãî 
ðÿäà. Ëþáóþ áåçîïàñíóþ ïîçèöèþ, 
ñäåëàâ ñîîòâåòñòâóþùèé õîä, âñå-
ãäà ìîæíî ïðåâðàòèòü â îïàñíóþ 
(äëÿ ñîïåðíèêà). Êîãäà ïîçèöèÿ 
îïàñíàÿ  ëþáîé õîä äåëàåò å¸ áåç-
îïàñíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàöèî-
íàëüíàÿ èãðà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, 
÷òîáû êàæäûé ðàç ïðåâðàùàòü áåç-
îïàñíóþ ïîçèöèþ â îïàñíóþ. 

×òîáû îïðåäåëèòü, îïàñíà èëè 
áåçîïàñíà äàííàÿ ïîçèöèÿ, ÷èñëî 
ïðåäìåòîâ â êàæäîì ðÿäó íóæíî 
çàïèñàòü… â äâîè÷íîé ñèñòåìå. Åñëè 
ñóììà ÷èñåë â êàæäîì ñòîëáöå (ðàç-
ðÿäå) ðàâíà íóëþ èëè ÷¸òíà, òî ïî-
çèöèÿ îïàñíà. Åñëè æå ñóììà íå÷¸ò-
íà õîòÿ áû â îäíîì ðàçðÿäå, òî ïî-
çèöèÿ áåçîïàñíà. 

Çàïèñûâàÿ â äâîè÷íîé ñèñòåìå 
÷èñëî ïðåäìåòîâ â êàæäîì ðÿäó, 
ðàññòàâëåííûõ ïî ñõåìå «3, 4, 5», 
ìû ïîëó÷èì (ñì. òàáë. 2): 

Òàáëèöà 2 
 

×èñëî 
ïðåäìåòîâ 

Äâîè÷íàÿ çàïèñü 
÷èñëà 

3  1 1 
4 1 0 0 
5 1 0 1 

Ñóììà öèôð: 2 1 2 
 

Ñóììà öèôð (èëè êîëè÷åñòâî åäè-
íèö) â ñðåäíåì ñòîëáöå ðàâíà 1  íå-
÷¸òíîìó ÷èñëó, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î 
áåçîïàñíîñòè äàííîé ïîçèöèè. Ïîýòî-
ìó ïåðâûé èãðîê ìîæåò ñäåëàòü å¸ 
îïàñíîé äëÿ ñîïåðíèêà. Êàê óæå îáú-
ÿñíÿëîñü, èìåííî ýòî îí è äåëàåò, êî-
ãäà çàáèðàåò èç âåðõíåãî ðÿäà äâà 
ïðåäìåòà. Â ðåçóëüòàòå â âåðõíåì 
ðÿäó îñòà¸òñÿ ëèøü 1 ïðåäìåò (äâî-
è÷íîå ÷èñëî òàêæå 1) è íå÷¸òíîå ÷èñ-
ëî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóìì ÷èñåë 
ïî ñòîëáöàì ïðîïàäàåò. Ïåðåïðîáîâàâ 
îñòàëüíûå õîäû, âû óáåäèòåñü â òîì, 
÷òî òîëüêî óêàçàííûé õîä ìîæåò ñäå-
ëàòü èñõîäíóþ ïîçèöèþ îïàñíîé. 

Èòàê, âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òîáû îñòàâëÿòü ïîñëå 
ñâîåãî õîäà îïàñíóþ ïîçèöèþ (ïðàâ-
äà, íàéòè îïòèìàëüíûé õîä «â óìå»  
íåïðîñòî ). 

Ïðèìåð. Ïðåäïîëîæèì, â èãðå 
òðè êó÷êè, â íèõ ñîîòâåòñòâåííî 2 
(10 â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè), 8 
(1000) è 13 (1101) ïðåäìåòîâ. Ýòà 
ïîçèöèÿ áåçîïàñíàÿ. ×òîáû ñäåëàòü 
å¸ îïàñíîé, íóæíî âçÿòü 3 ïðåäìåòà 
èç òðåòüåé êó÷êè  òàì îñòàíåòñÿ 10 
(1010) ïðåäìåòîâ. Ïðåäïîëîæèì, ïî-
ñëå òàêîãî õîäà ïðîòèâíèê çàáèðàåò 
âñå ïðåäìåòû èç ïåðâîé êó÷êè  
âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ áóäåò çà-
êëþ÷àòüñÿ â òîì, ÷òîáû çàáðàòü äâà 
ïðåäìåòà èç òðåòüåé êó÷êè, è ò. ä. 

Ðàññìîòðèì íàèáîëåå ïîïóëÿð-
íóþ âåðñèþ èãðû â íèì ñ òðåìÿ 
êó÷êàìè ïðåäìåòîâ. Ïóñòü íà÷àëü-
íàÿ ïîçèöèÿ îïèñûâàåòñÿ òðîéêîé  

 
1 Â êíèãå [2] ïðèíÿòû «ïðîòèâîïîëîæíûå» ïðèçíàêè îïàñíîé è áåçîïàñíîé ïî-

çèöèé, ñâÿçàííûå ñ ñèòóàöèåé, ïîëó÷åííîé ïîñëå ñäåëàííîãî õîäà. 

÷èñåë (n1, n2, n3), ãäå n1, n2 è n3 
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êîëè÷åñòâî ïðåäìåòîâ â êàæäîé èç 
òð¸õ êó÷åê. Ïîñòàâèì çàäà÷ó ïîäñ÷¸-
òà îáùåãî ÷èñëà îïàñíûõ ïîçèöèé 
âèäà (n, 2n, 3n), ãäå n  íàòóðàëüíîå 
÷èñëî èç íåêîòîðîãî äèàïàçîíà. 

1. Ïðè n  1: 
 1 
10 
11 
Âèäíî, ÷òî ïîçèöèÿ îïàñíàÿ. 
2. Ïðè n  2: 
 10 
100 
110 
Ïîçèöèÿ òàêæå îïàñíàÿ, òî åñòü 

îáùåå ÷èñëî îïàñíûõ ïîçèöèé äëÿ  
n  2 ðàâíî äâóì. 

3. Ïðè n  3: 
   11 
 110 
1001 
Çäåñü èìåþòñÿ ðàçðÿäû ñ íå÷¸ò-

íîé ñóììîé, òî åñòü ïîçèöèÿ áåç-
îïàñíàÿ (îáùåå ÷èñëî îïàñíûõ ïîçè-
öèé äëÿ n  3  ïî-ïðåæíåìó 2). 

4. Êîãäà íóæíî îïðåäåëèòü îá-
ùåå ÷èñëî îïàñíûõ ïîçèöèé äëÿ 
âñåõ n  7, çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü 
ïîëíûì ïåðåáîðîì, íî êîãäà n, 
íàïðèìåð, íå ïðåâûøàåò 127, òî 
ïîëíûé ïåðåáîð âñåõ 127 ÷èñåë ÿâ-
ëÿåòñÿ êðàéíå òðóäî¸ìêèì. Öåëåñî-
îáðàçíî îïðåäåëèòü ïðèçíàê, ïî êî-
òîðîìó ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî çíà-
÷åíèå n äà¸ò îïàñíóþ ïîçèöèþ. 

Ïðåæäå âñåãî îáðàòèì âíèìàíèå 
íà òî, ÷òî êîëè÷åñòâî ïðåäìåòîâ â 
òðåòüåì ðÿäó ðàâíî îáùåìó ÷èñëó 
ïðåäìåòîâ â äâóõ ïåðâûõ ðÿäàõ  

(3n  n  2n). 
Äàëåå, äâîè÷íàÿ çàïèñü äåñÿòè÷-

íûõ ÷èñåë n è 2n îòëè÷àåòñÿ íàëè-
÷èåì äîïîëíèòåëüíîãî íóëÿ ñïðàâà â 
÷èñëå 2n: 

à) 
 

  1 0 0 1 0 1 0 

2  1 0 0 1 0 1 0 0 
 
á) 
 

  1 1 0 1 1 0 0 

2  1 1 0 1 1 0 0 0 

Åñëè âî âñåõ ðàçðÿäàõ âñå åäè-
íèöû â äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n íå 
ñîâïàäàþò ñ åäèíèöàìè â äâîè÷íîé 
çàïèñè ÷èñëà 2n, êàê ýòî èìååò ìå-
ñòî â ïðèìåðå à), òî äâîè÷íàÿ ñóììà 
÷èñåë n è 2n ïîëó÷èòñÿ áåç ïåðåíîñà 
åäèíèö «â óìå» èç ðàçðÿäà â ðàçðÿä. 
Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî åäèíèö â îò-
äåëüíûõ ðàçðÿäàõ íå ìîæåò áûòü 
áîëüøå 1. Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå 
äâîè÷íûå öèôðû ÷èñëà 3n áóäóò ñîâ-
ïàäàòü                             ñ                      ê îëè÷åñòâîì åäèíèö          â        òîì       èëè 
èíîì ðàçðÿäå (óáåäèòåñü â ýòîì ñàìî-
ñòîÿòåëüíî!). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âî 
âñåõ ðàçðÿäàõ êîëè÷åñòâî åäèíèö áó-
äåò ðàâíî ëèáî 2, ëèáî 0, òî åñòü ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ïîçèöèÿ  îïàñíàÿ. 

Åñëè æå â äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñ-
ëà n èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà ïàðà ðÿ-
äîì ñòîÿùèõ åäèíèö, òî òîãäà ïðè 
ñëîæåíèè ÷èñåë n è 2n áóäåò èìåòü 
ìåñòî ïåðåíîñ åäèíèö «â óìå»: 

  10110

 101100
1000001

 

À ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóììà ÷èñåë n è 
2n â äâîè÷íîì âèäå áóäåò îòëè÷àòüñÿ 
îò äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà 3n. Ýòî, â 
ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî êàê ìè-
íèìóì â îäíîì èç ðàçðÿäîâ êîëè÷å-
ñòâî åäèíèö áóäåò íå÷¸òíûì, òî åñòü 
ïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ áåçîïàñíîé. 

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñäå-
ëàòü âàæíûé âûâîä: ïîçèöèÿ  
(n, 2n, 3n) áóäåò îïàñíîé, åñëè â 
äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n íåò äâóõ 
ðÿäîì ñòîÿùèõ åäèíèö. Àíàëèç âà-
ðèàíòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ ïåðâûõ 
ñåìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è äðóãèõ, 
ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî ïðàâèëî ïîä-
òâåðæäàåòñÿ.  

Íî äàæå ñ èñïîëüçîâàíèåì òàêîãî 
ïðàâèëà ðåøåíèå çàäàíèÿ äëÿ n  127 
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî òðóäî¸ìêèì 
(ïîäñ÷èòûâàòü êîëè÷åñòâî åäèíèö â 
êàæäîì ðàçðÿäå ïðè ñëîæåíèè 127 
òðîåê ÷èñåë íåîáõîäèìîñòè íåò, íî 
ïðîàíàëèçèðîâàòü 127 çíà÷åíèé n 
ïðèä¸òñÿ). Ïîýòîìó ïîïðîáóåì ðàç-
ðàáîòàòü ìåòîäèêó ïîäñ÷¸òà èñêîìî-
ãî êîëè÷åñòâà â îáùåì âèäå. 
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Ðàññìîòðèì ÷èñëà n, êîòîðûå â 
äâîè÷íîì âèäå ÿâëÿþòñÿ k-çíà÷íûìè 
(ñîãëàñíî íàéäåííîìó ïðèçíàêó îïàñ-
íîñòè ïîçèöèè, âòîðîé ñëåâà öèôðîé 
íå ìîæåò áûòü åäèíèöà, òî åñòü èñ-
êîìûå ÷èñëà ñ îïàñíîé ïîçèöèåé 
èìåþò â äâîè÷íîé ñèñòåìå âèä 10???, 
ãäå «?»  1 èëè 0): 

 

1 0 ? ? ? ? 

k k 1 k 2 … 2 1 
 

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåì ñêàçàòü, 
÷òî êîëè÷åñòâî èñêîìûõ k-çíà÷íûõ 
äâîè÷íûõ ÷èñåë ðàâíî îáùåìó ÷èñëó 
çíà÷åíèé n ñ îïàñíîé ïîçèöèåé äëÿ 
1  (k  2)-çíà÷íûõ ÷èñåë è åù¸ îäíî: 

10…00 (k  1) íóëåé  .
Òàê êàê äëÿ k  1 (n  1) è k  2  
(n  2 è 3) èñêîìîå êîëè÷åñòâî  
ìû óæå íàøëè (ñì. òàáë. 3), òî ìîæåì 
«ïðîäîëæèòü» ðàñ÷¸òû, èñïîëüçóÿ 
ïîëó÷åííóþ òîëüêî ÷òî çàâèñèìîñòü 
(â òàáë. 4 îíà ïîêàçàíà ñòðåëêàìè). 

                                                             

                                                                             Òàáëèöà 3 
 

 Îáùåå êîëè÷åñòâî  
îïàñíûõ ïîçèöèé 

Äèàïàçîí  
çíà÷åíèé  

Îáùåå êîëè÷åñòâî 
îïàñíûõ ïîçèöèé 

1 1 1  1 1 

2 1 1  2 2 
            

Òàáëèöà 4
 

Êîëè÷åñòâî ðàçðÿäîâ 
 â äâîè÷íîé çàïèñè 

÷èñëà  

Îáùåå êîëè÷åñòâî  
îïàñíûõ ïîçèöèé 

Äèàïàçîí 
çíà÷åíèé  

Îáùåå êîëè÷åñòâî 
îïàñíûõ ïîçèöèé 

1 1 1–1 1 

2 (n  2÷3) 1 1–2 2 

3 (n  4÷7) 2 1–3 4 

4 (n  8÷15) 3 1–4 7 

5 (n  16÷31) 5 1–5 12 

6 (n  32÷63) 8 1–6 20 
 

Àíàëèç âòîðîãî ñòîëáöà òàáë. 4 
ïîêàçûâàåò, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî 
îïàñíûõ ïîçèöèé äëÿ âñåõ çíà÷åíèé 
n, êîòîðûå â äâîè÷íîì âèäå ÿâëÿþò-
ñÿ k-çíà÷íûìè (íàçîâ¸ì ýòî êîëè÷å-

ñòâî Nk), ðàâíî  
Nk  2  Nk  1! 

Âîò óæ, äåéñòâèòåëüíî, «øèðîêî 
ïðîñòèðàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôè-
áîíà÷÷è ðóêè ñâîè…»1 .  

 

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû 
 

1. Óñòàíîâèòå çàêîíîìåðíîñòü â 
çíà÷åíèÿõ â ïîñëåäíåì ñòîëáöå 

òàáë. 4. 
2. Ïîäñ÷èòàéòå îáùåå ÷èñëî 

îïàñíûõ ïîçèöèé âèäà (n, 2n, 3n) 
äëÿ âñåõ n èç èíòåðâàëà: 

1) 512  1023; 
2) 1  1023.  
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