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I. История изучения 

 теории многогранников 

Теория многогранников – один из 
древнейших разделов математики. Много,
гранники выделяются своими интересны,
ми свойствами, красивыми формами, име,
ют богатую и древнюю историю. Много,
гранники были известны в древнем Египте 
и Вавилоне ещё за 3000 лет до н. э. Ярким 
примером являются знаменитые египет,
ские пирамиды и самая известная из них – 
пирамида Хеопса. 

Изучением многогранников начали за,
ниматься ещё в VI – V веках до н. э. в Древ,

ней Греции, в так называемых философских 
школах. Одной из таких школ была Пифаго,
рейская, основателем которой был знаме,
нитый Пифагор (ок. 570 – 500 до н. э.). 
Именно школе Пифагора приписывают от,
крытие существования пяти правильных 
выпуклых многогранников (рис 1.). Позже, 
другой древнегреческий философ Платон 
(427 –347 г.г. до н. э.) рассматривал эти пять 
правильных многогранников в своей космо,
логической теории. Согласно этой теории, 
элементы первоосновы бытия – огонь, земля, 
воздух, вода – имели форму правильных мно,
гогранников, соответственно правильного 
тетраэдра, куба, октаэдра и икосаэдра. 

Рис. 1 

Теорема Эйлера и её приложения
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Правильный додекаэдр был моделью всей 
Вселенной. С тех пор правильные многогран,
ники стали называться платоновыми телами. 

Изучением многогранников занимался 
Архимед (ок. 287 – 212 до н. э.). В своей ра,
боте «О многогранниках» он подробно опи,
сывает многогранники, гранями которых яв,
ляются правильные, но не одноимённые мно,
гоугольники, а в каждой вершине, как и у 
правильных многогранников, сходится одно и 
то же число рёбер. Это так называемые полу,
правильные многогранники, получившие 
название архимедовых тел. Великие худож,
ники Альбрехт Дюрер (1471 – 1528) и Лео#
нардо да Винчи (1452 – 1519) занимались 
изучением многогранников, изображали их 
на своих полотнах. Например, на знаменитой 
гравюре А. Дюрера «Меланхолия» среди ат,
рибутов геометрии и зодчества на переднем 
плане изображён додекаэдр. Леонардо да 
Винчи проиллюстрировал изображениями 
правильных и полуправильных многогранни,
ков книгу своего друга монаха Луки Пачоли, 
которая называется «О божественной про,
порции» (1509). 

Теория многогранников получила раз,
витие в трудах Леонарда Эйлера (1707 – 
1783), которые оказали решающее влияние 
на многие разделы математики. 

Восемнадцатый век в области математи,
ки – это век Эйлера. Нет, пожалуй, ни одной 
значительной области математики, в кото,
рой не оставил бы свой след один из вели,
чайших математиков, гений XVIII века Лео,
нард Эйлер. Эйлер не был русским по рож,
дению, однако мы с полным правом называ,
ем этого величайшего математика нашим 
отечественным учёным: более 30 лет он жил 
и работал в России. Он был приглашён в Пе,
тербургскую Академию в возрасте 20 лет, где 
нашёл все необходимые условия для боль,
шой научной деятельности и широкие воз,
можности для публикации своих трудов. 

Ставшая знаменитой его теорема о числе 
граней, вершин и рёбер выпуклого много,
гранника была доказана им в 1752 году. С 
теоремы Эйлера начинается развитие совре,
менной научной теории многогранников.  

II. Выпуклые многогранники

Среди плоских и пространственных фи,
гур выделяют выпуклые фигуры. Это такие 
фигуры, которые вместе с любыми двумя 
своими точками целиком содержат и соеди,
няющий их отрезок. Так, на рисунке 2 среди 
плоских фигур выпуклыми являются фигу,
ры а и в, фигуры б, г, д – невыпуклые. 

Рис. 2  

Многогранник называется выпуклым, 

если он является выпуклой фигурой, то 
есть вместе с любыми двумя своими точ,
ками целиком содержит и соединяющий их 
отрезок.  

Для многогранников справедливо дру,
гое – эквивалентное определение: много,
гранник называется выпуклым, если он 
весь лежит по одну сторону от плоскости 
любой его грани. 

Задача. Укажите, какие из много#
гранников на рисунке 3 являются вы#
пуклыми, а какие – невыпуклыми.  

Рис. 3 

Математика2 © Журнал «Потенциал»



Решение. Многогранник в) невыпук,
лый, так как не содержит, например, отре,
зок АВ. Многогранник г) невыпуклый, так 
как не содержит, например, отрезок СD. По 
эквивалентному определению выпуклыми 
многогранниками являются а, б, д. 

Выпуклые многогранники обладают 
необычными свойствами, самое яркое из 
которых формулируется в теореме Эйлера.  

III. Теорема Эйлера и её доказа$
тельство 

Попробуем установить зависимость 
между числом вершин, рёбер и граней в 
некоторых известных нам выпуклых мно,
гогранниках.  

Рассмотрим, например, модели тре,
угольной, четырёхугольной, пятиугольной 
пирамид (рис. 4), подсчитаем в них число 
граней, вершин и рёбер. 

Рис. 4 

Сведём наши наблюдения в таблицу: 

Можно заметить, что сумма числа гра,
ней и числа вершин не просто больше 
числа рёбер, а больше на одинаковое во 
всех случаях число – на два. Если обозна,
чим В – число вершин, Р – число рёбер, Г – 
число граней, то для всех трёх рассмот,
ренных фигур справедливо равенство 

Г + В = Р + 2, то есть: 
«Сумма числа граней и вершин пира,

миды равна числу её рёбер, увеличенному 
на два».  

Рассмотрим другие известные нам 
многогранники: у куба число граней Г = 6, 
число вершин В = 8, число рёбер Р = 12 и 

Г + В = Р + 2; у треугольной призмы: Г = 5, 
В = 6, Р = 9 и Г + В = Р + 2. 

Оказывается, это соотношение спра,
ведливо для произвольного выпуклого 
многогранника, только его записывают в 
виде В – Р + Г=2. 

Это свойство было доказано Леонар#
дом Эйлером и получило название теоре,
мы Эйлера.  

Теорема Эйлера. Для любого выпук#
лого многогранника справедливо соот#
ношение В – Р + Г = 2, где В – число вер#
шин, Р – число рёбер, Г – число граней 
данного многогранника. 

Существует множество различных дока,
зательств теоремы Эйлера. Рассмотрим са,
мый распространённый способ доказатель,
ства, берущий своё начало в работе самого 
Эйлера и развитый в работе французского 
математика Огюста Коши (1789 – 1857) «Ис,
следование о многогранниках» (1811).  

 Доказательство. Рассмотрим какой–
нибудь многогранник М, у которого В вер,
шин, Р рёбер, Г граней (рис. 5 а). 

Рис. 5 

Число 
Вид пирамиды 

Граней Вершин Рёбер 

Треугольная 
Четырёхуголь,
ная 
Пятиугольная 

4 

5 
6 

4 

5 
6 

6 

8 
10 
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Вырежем одну из граней этого много,
гранника (В

1
С

1
D

1
МРN). Представим себе, что 

оставшаяся часть поверхности сделана из 
эластичного материала (например, рези,
ны) и растянем её на плоскость так, чтобы 
сохранилось число её рёбер, вершин и 
граней. Тогда на плоскости получится сет,
ка (рис. 5 б). Обозначим число вершин сет,
ки буквой в, число областей (граней) – г, 

число отрезков между вершинами – р. 

Очевидно, что в = В, р = Р, а число граней 
на единицу меньше, то есть г = Г – 1. 

Докажем, что при некоторых преобра,
зованиях сетки число в – р + г (*) не меня,
ется. Рассмотрим следующие преобразова,
ния. 

1. Проведём диагональ в некотором
многоугольнике сетки, например, DС

1
 

(рис. 5 б). Соотношение (*) не изменится. 
Действительно, число вершин сетки не 
изменится, число граней увеличится на 1 и 
число рёбер увеличится на 1, то есть 
в – (р + 1) + (г + 1) = в – р + г. Поэтому про,
ведём диагонали так, что сетка разбивает,
ся на треугольники (рис. 5 в). 

2. Присоединим к сетке ещё один тре,
угольник, например, треугольник В

1
С

1
F к 

отрезку В
1
С

1
) (рис. 5 г). В этом случае чис,

ло в увеличится на 1, число г увеличится 
на 1, а число р увеличится на 2. Тогда 
(в + 1) – (р + 2) + (г + 1) = в – р + г, то 
есть выражение (*) не изменится. 

3. Построим новый треугольник при
входящем угле, например, треугольник 
MPN (рис. 5 г). Число в не изменится, чис,
ло г увеличится на 1, число р увеличится 
на 1 и, значит, выражение (*) не изменится 
и в этом случае. 

4. Число в – р + г не изменится и при
обратной операции – последовательном 
уничтожении пограничных треугольни,
ков. Например, последовательно ликвиди,
руем треугольники, помеченные номерами 
с 1 по 11 (рис. 5). Остаётся единственный 
треугольник с номером 12, у которого 
в = 3, г = 1, р = 3. Следовательно, имеем: 
в – р + г = 1. 

После этого свернём сетку в первона,
чальную поверхность и добавим к ней уда,
лённую грань. Так как в – р + г = 1, то  

В – Р + (Г – 1) = 1.  

Окончательно, имеем: В – Р + Г = 2.  

Задача. Гранями выпуклого много#
гранника являются только четырёх#
угольники. Сколько у него вершин и гра#
ней, если он имеет: 1) 12 рёбер; 2) 15 
рёбер? Ответьте на те же вопросы, 
если его гранями являются только 
треугольники. 

Решение. Обозначим число сторон в 
каждой грани через а. По условию а = 4. Так 
как каждое ребро принадлежит двум гра,

ням, то 2Р Г а= ⋅ , откуда 
2Р

Г
а

= . По теореме 

Эйлера можно выразить количество вершин: 
2,

2
2 .

В Р Г

Р
В Р

а

− + =

= + −

Тогда: 1) при P = 12, а = 4 имеем 
2 12

2 12 8.
4

В
⋅

= + − =  

То есть Г = 6; В = 8; Р = 12. 

2) а при Р = 15, а = 4 имеем
2 15

2 12 6,5.
4

В
⋅

= + − =  

Такого многогранника не существует. 
Аналогично проводится решение, если 

гранями выпуклого многогранника явля,
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ются треугольники. В этом случае полу,
чатся следующие ответы: 

1) Г = 8; В = 6; Р = 12.

2) Г = 10; В = 7; Р = 15.

Следующие задачи предлагается ре,
шить самостоятельно. 

Задача. Из каждой вершины выпук#
лого многогранника выходят три реб#
ра. Сколько он имеет вершин и граней, 
если Р = 12? Ответьте на этот же во#
прос при условии, что из каждой вер#
шины выходят четыре ребра. 

 Задача. Дан выпуклый многогран#
ник, все грани которого имеют 5, 6, 7 
рёбер и в каждой вершине сходятся три 
ребра. Докажите, что число пяти#
угольных граней на 12 больше числа 
семиугольных. 

Теорему Эйлера в истории математики 
называют первой теоремой топологии – 
раздела геометрии, который изучает свой,
ства фигур, не меняющихся при непре,
рывных деформациях, допускающих лю,
бые растяжения и сжатия, но без разрывов 
или дополнительных склеек.  

Такие свойства фигур называют топо,
логическими. Именно таким свойством 
многогранников является теорема Эйлера. 
Многогранник можно как угодно дефор,
мировать, при этом рёбра и грани могут 
искривляться, однако их число, а следова,
тельно, и соотношение Эйлера не меняются. 

Леонард Эйлер доказал свою теорему 
для выпуклых многогранников. Позже бы,
ло замечено, что формула Эйлера верна не 
только для выпуклых многогранников, но 
и для некоторых невыпуклых, например, 
для призмы и пирамиды, изображённых 
соответственно на рисунках 6 а и 6 б. 

Рис. 6 

 Для случая а: Г = 6, В = 8, Р = 12. Таким 
образом, В – Р + Г = 2. 

Для случая б: Г = 6, В = 6, Р = 10, то есть 
В – Р + Г = 2. 

Величина В – Р + Г называется Эйлеро,
вой характеристикой многогранника. Мно,
гогранники, для которых В – Р + Г = 2, назы,
ваются чаще всего простыми многогранни,
ками или многогранниками нулевого рода. 
Если их поверхность сделать из резины и 
надуть, они «превратятся» в сферу. Более 
сложные многогранники (многогранники 
1–го, 2–го и т.д. рода) – многогранники со 
сквозными «дырами»: одной, двумя и т.д. 
Например, многогранник первого рода (то 
есть многогранник с одной «дырой») и вто,
рого рода (то есть многогранник с двумя 
«дырами») изображены соответственно на 
рисунках 7 а  и 7 б. 

Рис. 7 

Можно показать, что для многогранни,
ков 1–го рода величина В – Р + Г = 0, а для 
многогранников 2–го рода В – Р + Г = –2 

Верно утверждение, что увеличение 
рода многогранника на 1 влечёт уменьше,
ние эйлеровой характеристики на 2. То 
есть для произвольного многогранника 
рода р справедливо соотношение: 

В – Р + Г = 2 – 2р . 

IV. Правильные многогранники

Воспользуемся теоремой Эйлера для 
разрешения одного важного вопроса, а 
именно о возможности существования 
правильных многогранников. 

Определение. Выпуклый многогран,
ник называется правильным, если его 
грани являются правильными много,
угольниками с одним и тем же числом 
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сторон и в каждой вершине многогранни,
ка сходится одно и то же число рёбер. 

В планиметрии существует бесконеч,
но много видов правильных многоуголь,
ников. 

Относительно многогранников дело 
обстоит иначе; действительно, опираясь 
на теорему Эйлера, можно установить 
такой факт. 

Теорема. Существует не более пяти 
типов правильных многогранников. 

Доказательство. По определению 
правильного многогранника все его грани 
должны быть правильными, например, m – 
угольниками; в каждой его вершине схо,
дится одинаковое число рёбер, например, 
n. При этом 3m ≥  и 3n ≥ . 

Подсчитаем число рёбер по граням. 
Все грани – m–угольники, число граней 
равно Г, тогда ( m Г⋅ ) даёт удвоенное число 
рёбер, так как каждое ребро прилегает к 
двум многоугольникам. Итак, 

2Р m Г= ⋅     или     
2Р

Г
m

=  . (1)  

Подсчитаем число рёбер по вершинам. 
В каждой вершине сходятся n рёбер, число 
вершин равно В, тогда ( n В⋅ ) даёт удвоен,
ное число рёбер, так как каждое ребро со,
единяет две вершины. Получаем 

2Р n В= ⋅      или    
2Р

В
n

=  . (2)  

Согласно теореме Эйлера: В – Р + Г = 2. 
Подставляя сюда выражения (1) и (2), по,
лучаем: 

2 2
2

Р Р
Р

n m
− + =   или 

2 2
( 1 ) 2.Р
n m
− + ⋅ = (3) 

Так как Р > 0 , то 
2 2

1 0
n m
− + > . 

Таким образом, для определения чисел m, 

n, В, Г, Р имеем неравенство: 
2 2

1,
n m
+ >  3,m ≥  3.n ≥ (4) 

1. Возьмём m = 3 и n = 3 и подставим
эти значения в равенство (3): 

2 2
( 1) 2,
3 3

P+ − ⋅ =

1
2

3
Р⋅ = , 6Р =  . 

По формулам (1) и (2) имеем: Г = 4, 
В = 4. Получили многогранник, у которого 
четыре треугольные грани, четыре верши,
ны, шесть рёбер – это правильный тетра,
эдр (рис. 1 а). 

2. Пусть m = 4, n = 3, тогда, пользуясь
равенством (3), имеем: 

2 2
( 1 ) 2,
3 4

Р− + ⋅ =  
7

( 1) 2
6

Р− ⋅ = , 12Р = . 

Пользуясь равенствами (1) и (2), получаем: 
В = 8, Г = 6. Этот многогранник имеет шесть 
квадратных граней, восемь вершин с трёх,
гранными углами и двенадцать рёбер – это 
гексаэдр (рис. 1 б). 

3. Пусть m = 3, n = 4. Тем же путём по,
лучаем, что Р = 12, В = 6, Г = 8. Этот много,
гранник ограничен восемью треугольни,
ками, имеет шесть вершин с четырёхгран,
ными углами и двенадцать рёбер. Он назы,
вается октаэдр (рис. 1 в) . 

4. Пусть m = 4, n = 4. Но эти значения

не подходят, так как 
2 2

1
4 4
+ = . 

5. Пусть m = 5, n = 3, тогда из равенст,
ва (3) находим: 

2 2
( 1 ) 2,
5 3

30.

Р

Р

− + ⋅ =

=

Из равенств (1) и (2) получаем: В = 20, 

Г = 12. Этот многогранник имеет 12 пяти,
угольных граней, 20 вершин с трёхгран,
ными углами, 30 рёбер. Это додекаэдр 
(рис. 1 д). 

6. Пусть m = 3, n = 5, тогда Р = 30, В = 12,

Г = 20. Многогранник имеет двадцать тре,
угольных граней, 12 вершин с пятигранны,
ми углами при них, 30 рёбер. Это икосаэдр 
(рис. 1 г) . 

7. Если m = 3, n = 6 или n = 3, m = 6, то
2 2 2 2

1
3 6m n

+ = + =  и, значит, эти значе,

ния не годятся. 
8. Не годятся сочетания: m = 4, n = 5

или m = 5, n = 4, так как  
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2 2 2 2 9
1.

5 4 10m n
+ = + = <  

Если дальше увеличивать числа m и n, 

сумма 
2 2

m n
+  будет только уменьшаться. 

Поэтому дальнейшие «пробы» смысла не 
имеют. 

Таким образом, могут существовать 
всего 5 видов правильных многогранни,
ков. Результат наших исследований можно 
изобразить следующей таблицей. 

Название  
многогранника 

m n В Г Р 

Правильный 
тетраэдр 
Гексаэдр (куб) 
Октаэдр 
Додекаэдр 
Икосаэдр 

3 
4 
3 
5 
3 

3 
3 
4 
3 
5 

4 
8 
6 

20 
12 

4 
6 
8 

12 
20 

6 
12 
12 
30 
30 

Почему именно такие названия полу,
чили правильные многогранники? 

Это связано с числом их граней. Так, 
тетраэдр имеет четыре грани, в переводе с 
греческого «тетра» – четыре, «эдрон» – 
грань, вот и получается четырёхгранник – 
тетраэдр. Гексаэдр (или другое название – 
куб) имеет шесть граней, «гекса» – шесть; 
октаэдр – восьмигранник, «окто» – восемь; 
додекаэдр – двенадцатигранник, «доде,
ка» – двенадцать; икосаэдр – имеет два,
дцать граней, «икоси» – двадцать. 

Правильным многогранникам посвяще,
на последняя, XIII книга «Начал» Евклида. 

V. Приложения теоремы Эйлера 

к решению задач 

 «Задача о трёх домиках и трёх ко$

лодцах»  

При доказательстве теоремы Эйлера 
поверхность многогранника «растягива,

ют» на плоскости. При 
этом грани и рёбра 
многогранника дефор,
мируются, но их число, 
а следовательно, и со,
отношение Эйлера не 

меняются. На плоскости при этом образу,
ется сетка, состоящая из точек и отрезков 
или дуг, которые их соединяют. Такое 
множество точек и отрезков (или дуг) на,
зывается плоским графом. Точки называ,
ются вершинами графа, а отрезки (или 
дуги) – рёбрами графа. Граф называется 
замкнутым, если нет ни одной вершины, из 
которой выходит только одна линия. Так 
граф на рис.8 – незамкнутый, а граф на 
рис.5 б – замкнутый. В последнее время 
графы и связанные с ними методы иссле,
дования органически пронизывают на 
разных уровнях едва ли не всю современ,
ную математику. Примерами графов могут 
служить схемы метрополитена, схемы авто,
мобильных и железных дорог, планы вы,
ставок и т.д. Для плоских замкнутых графов 
очевидно справедлива формула Эйлера 
В – Р + Г = 2. 

Исторически сложилось так, что тео,
рия графов зародилась в ходе решения 
головоломок двести с лишним лет назад. 
Одной из таких головоломок была задача о 
трёх домиках и трёх колодцах. 

Задача. Три соседа имеют три об#
щих колодца. Можно ли провести непе#
ресекающиеся дорожки от каждого до#
ма к каждому колодцу? 

Решение. Предположим, что это сделать 
можно. Изобразим дома буквами D 1 ,  D 2 , D 3 , 

а колодцы – буквами К 1 , К 2 , К 3  (рис. 9). 

Рис. 9 
   Рис. 8 
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Каждый домик соединим с каждым колод,
цем так, чтобы девять получившихся ли,
ний попарно не пересекались. Всякие две 
точки, изображающие дома или колодцы, 
будут соединены отрезками, которые, в 
силу теоремы Эйлера, разделят ограни,
ченную ими часть плоскости на  
9 – 6 + 2 = 5 областей. Каждая из пяти 
областей ограничена четырьмя отрезками, 
так как, по условию, ни одна из дорожек не 
должна непосредственно соединять два 
дома  или два  колодца.  Поэтому число ли, 

ний, ограничивающих эти пять областей, 

должно быть не меньше 
5 4

10
2

⋅

= , а 

по условию их число равно 9. Получаем 
противоречие с условием. Следовательно, 
нельзя провести непересекающиеся дорож,
ки от каждого дома к каждому колодцу. 

В приведённой литературе можно найти 
и другие доказательства теоремы Эйлера, и 
её обобщения на многогранники р–го ро,
да, и приложение теоремы Эйлера к теории 
графов. 
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Мотор для наномобиля

Со здав са мый ма лень кий в ми ре ав -
то мо биль, учё ные из уни вер си те та Ра -
и са на до сти гну том не ос та но ви лись и
при де ла ли на но ма ши не мо тор.

Мо ди фи ци ро ван ный на но мо биль
ос на щён ро то ром, ко то рый при по па -
да нии на не го све та на чи на ет вра щать -
ся и при во дить ма ши ну в дви же ние.

Мо тор и мо ле ку ляр ная ра ма бы ли раз -
ра бо та ны Бе ном Фе рин гой из Гро нин -
ген ско го уни вер си те та в Ни дер лан дах,
а за тем адап ти ро ва ны под на но мо биль.

На но мо биль со сто ит из жёст ко го
шас си и че ты рёх сво бод но в ра ща ю щих -
ся ал ки но вых осей. Ко ле са из фул ле ре -
на,60, ис поль зо вав ши е ся в пре ды ду -
щей мо де ли ма ши ны, силь но вза имо -
дей ство ва ли с ро то ром, по это му их по -
ме ня ли на сфе ри че с кие мо ле ку лы 
р,кар бо ра на.

Сей час мо тор уже ус та нов лен и на -
стро ен, и учё ные про во дят ис пы та ния
ав то мо би ля на ров ной по верх но с ти.
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