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Принцип математической 
индукции 

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ñîäåðæàòñÿ ðàçëè÷íûå çàäà÷è, îñíîâíûì 
èíñòðóìåíòîì ðåøåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï (ìåòîä) ìàòåìà-
òè÷åñêîé èíäóêöèè, êîòîðûé â øèðîêîì åãî ïîíèìàíèè ñîñòîèò â 
ïåðåõîäå îò ÷àñòíûõ íàáëþäåíèé ê óíèâåðñàëüíîé, îáùåé çàêîíî-
ìåðíîñòè èëè îáùåé ôîðìóëèðîâêå. Â òàêîì òîëêîâàíèè äàííûé 
ìåòîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí èç îñíîâíûõ ïðè¸ìîâ ïðîâåäåíèÿ 
èññëåäîâàíèé â ëþáîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé åñòåñòâåííî-íàó÷íîé 
äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà.  

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìåòîä  ìà-
òåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè çà÷àñòóþ 
ïðèìåíÿåòñÿ òîãäà, êîãäà íóæíî äî-
êàçàòü íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå äëÿ 
âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. 

Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü 
ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè â 
ñòðîãîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìå, ðàñ-
ñìîòðèì çàäà÷ó. 

Çàäà÷à 1. Â ñâîåé ñòàòüå «Êàê ÿ 
ñòàë ìàòåìàòèêîì» À.Í. Êîëìîãîðîâ 
ïèøåò: «Ðàäîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî 
«îòêðûòèÿ» ÿ ïîçíàë ðàíî, ïîäìåòèâ 
â âîçðàñòå ïÿòè-øåñòè ëåò çàêîíî-
ìåðíîñòü 

21 1 ,
21 3 2 ,

21 3 5 3 ,
21 3 5 7 4  è òàê äàëåå.

…Â   øêîëå   èçäàâàëñÿ   æóðíàë

«Âåñåííèå ëàñòî÷êè». Â íåì ìî¸ îò-
êðûòèå áûëî îïóáëèêîâàíî…». 

Êàêîå èìåííî äîêàçàòåëüñòâî 
áûëî ïðèâåäåíî â ýòîì æóðíàëå, ìû  
íå çíàåì, íî íà÷àëîñü âñ¸ ñ ÷àñòíûõ 
íàáëþäåíèé. Ñàìà ãèïîòåçà, êîòîðàÿ 
íàâåðíÿêà âîçíèêëà ïîñëå îáíàðó-
æåíèÿ ýòèõ ÷àñòíûõ ðàâåíñòâ, ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî ôîðìóëà 

21 3 5 ... 2 1n n

âåðíà ïðè ëþáîì çàäàííîì ÷èñëå

1, 2, 3, ...n
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ãèïîòå-

çû äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü äâà ôàêòà. 
Ïåðâûé ôàêò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, 

÷òî äëÿ 1n  (è äàæå äëÿ 2, 3,  4)n
íóæíîå óòâåðæäåíèå âåðíî. Âòîðîé – 

â òîì, ÷òî ìîæíî îñóùåñòâèòü òàê 
íàçûâàåìûé øàã èíäóêöèè, êîòîðûé 
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïðåäïîëîæèì, 

÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè ,n k  òî
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åñòü ÷òî 21 3 5 ... (2 1) ,k k  è

ïðîâåðèì, ÷òî òîãäà îíî âåðíî è äëÿ 

1.n k  Èìååì:

1 3 5 ... 2 1 2 1k k

1 3 5 ... 2 1 2 1k k

22 2 1 1 .k k k

Çíà÷èò, äîêàçûâàåìîå óòâåð-
æäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé .n  

Ðåøåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è 
ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà, 
èëè ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé 
èíäóêöèè. 

Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé 
èíäóêöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþ-
ùåì. 

Óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ 
âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî ,n  åñëè:  

1) îíî ñïðàâåäëèâî äëÿ 1n  è
2) èç ñïðàâåäëèâîñòè óòâåð-

æäåíèÿ äëÿ êàêîãî-ëèáî ïðîèç-

âîëüíîãî íàòóðàëüíîãî n k  ñëå-
äóåò åãî ñïðàâåäëèâîñòü ïðè 

1.n k
Â ïðèâåä¸ííîé âûøå ôîðìå äâóõ 

øàãîâ ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè âïåðâûå ïîÿâèëñÿ â 1654 ãîäó 
â ðàáîòå Áëåçà Ïàñêàëÿ «Òðàêòàò îá 
àðèôìåòè÷åñêîì òðåóãîëüíèêå», â 
êîòîðîé èíäóêöèåé äîêàçûâàåòñÿ 
ïðîñòîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà 
ñî÷åòàíèé (áèíîìèàëüíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ). Ä. Ïîéà â êíèãå [1] öèòè-
ðóåò Á. Ïàñêàëÿ ñ íåáîëüøèìè èç-
ìåíåíèÿìè. 

Òåðìèí èíäóêöèÿ ïðîèñõîäèò 
îò ëàòèíñêîãî ñëîâà inductio (íàâå-
äåíèå), êîòîðîå îçíà÷àåò  ïåðåõîä îò 
åäèíè÷íîãî çíàíèÿ îá îòäåëüíûõ 
ïðåäìåòàõ äàííîãî êëàññà ê îáùåìó 
âûâîäó îáî âñåõ ïðåäìåòàõ äàííîãî 
êëàññà, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåò-
ñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ ïî-
çíàíèÿ.   

Ïåðâûé øàã íàçûâàþò  áàçèñîì,
èëè áàçîé èíäóêöèè, âòîðîé – èí-

äóêòèâíûì ïåðåõîäîì, èëè øà-
ãîì èíäóêöèè. Âòîðîé øàã íàèáî-

ëåå âàæåí. Îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ 
ïðåäïîëîæåíèå (óòâåðæäåíèå âåðíî 

ïðè )n k  è äîêàçàòåëüñòâî (óòâåð-

æäåíèå âåðíî ïðè 1).n k  Ñàì ïà-

ðàìåòð n  íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì 

èíäóêöèè. 
Íà ïðàêòèêå èíîãäà óòâåðæäå-

íèÿ ñïðàâåäëèâû íå äëÿ âñåõ íàòó-
ðàëüíûõ n, à íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî 

0 .n n  Ïîýòîìó ïåðâûé øàã ïðîâå-

ðÿåòñÿ äëÿ 0 .n n
Ðåøèì ñëåäóþùèå çàäà÷è, èñ-

ïîëüçóÿ ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé 
èíäóêöèè. 

Çàäà÷à 2. Ðàññìîòðèì âñåâîç-
ìîæíûå îáûêíîâåííûå äðîáè ñ ÷èñ-
ëèòåëåì 1 è ëþáûì (öåëûì ïîëîæè-
òåëüíûì) çíàìåíàòåëåì: 

1 1 1 1
, , , ,...

2 3 4 5
 

Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî 3n
ìîæíî ïðåäñòàâèòü åäèíèöó â âèäå 
ñóììû n  ðàçëè÷íûõ äðîáåé òàêîãî 

âèäà. 
Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì ñíà÷àëà äàí-

íîå óòâåðæäåíèå ïðè 3,n  èìååì:

1 1 1
1 .

2 3 6
 

Ñëåäîâàòåëüíî, áàçîâîå óòâåð-
æäåíèå âûïîëíåíî. 
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî èíòå-
ðåñóþùåå íàñ óòâåðæäåíèå âåðíî 

äëÿ k  äðîáåé, è äîêàæåì, ÷òî îíî 

âåðíî è äëÿ ( 1)k  äðîáåé. Äðóãèìè

ñëîâàìè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñò-
âóåò ïðåäñòàâëåíèå 

1 1 1
1 ... ,

a b m
 

â êîòîðîì k ñëàãàåìûõ è âñå çíàìå-
íàòåëè  ðàçíûå. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà 
ìîæíî ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå åäè-

íèöû â âèäå ñóììû èç ( 1)k  äðîáåé

íóæíîãî âèäà.   
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äðîáè óáû-

âàþò, òî åñòü çíàìåíàòåëè (â ïðåä-

ñòàâëåíèè åäèíèöû ñóììîé k  ñëà-

ãàåìûõ) âîçðàñòàþò ñëåâà íàïðàâî 
òàê, ÷òî m  – íàèáîëüøèé èç çíàìå-

íàòåëåé. Ìû ïîëó÷èì íóæíîå íàì 

ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñóììû ( 1)k
äðîáåé, åñëè ðàçîáü¸ì îäíó äðîáü, 
íàïðèìåð, ïîñëåäíþþ íà äâå. Ýòî 
ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê  

1 1 1
,

1 1m m m m
 

è ïîýòîìó 

1 1 1
.

1 1m m m m
 

Êðîìå òîãî, âñå äðîáè îñòàëèñü 
ðàçëè÷íûìè, òàê êàê m  áûëî íàè-

áîëüøèì çíàìåíàòåëåì, à 

1 и 1 .m m m m m

Òàêèì îáðàçîì, íàìè óñòàíîâ-
ëåíî: 

1) ïðè 3n  äàííîå óòâåðæäåíèå

âåðíî; 
2) åñëè èíòåðåñóþùåå íàñ óò-

âåðæäåíèå âåðíî äëÿ k  ñëàãàåìûõ, 

òî îíî âåðíî è äëÿ ( 1)k  ñëàãàåìûõ.

Íà ýòîì îñíîâàíèè ìû ìîæåì 
çàêëþ÷èòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå 
óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, íà÷èíàÿ ñ òð¸õ. Áî-
ëåå òîãî, èç ïðèâåä¸ííîãî äîêàçà-
òåëüñòâà ñëåäóåò è àëãîðèòì îòû-
ñêàíèÿ íóæíîãî ðàçáèåíèÿ åäèíèöû. 
(Êàêîé ýòî àëãîðèòì? Ïðåäñòàâüòå 

ñàìîñòîÿòåëüíî ÷èñëî 1 â âèäå ñóì-
ìû  ÷åòûð¸õ, ïÿòè, ñåìè ñëàãàåìûõ.) 

Çàäà÷à 3. (Íåðàâåíñòâî Áåðíóë-

ëè). Äîêàæèòå, ÷òî ïðè 1x  è ïðè

öåëîì 2n  ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñò-

âî 1 1 ,nx nx  ïðè÷¸ì çíàê ðà-

âåíñòâà èìååò ìåñòî òîëüêî ïðè 

0.x
Ðåøåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì 

ïðîâîäèòü ïî èíäóêöèè. 

1. Áàçà èíäóêöèè. Óáåäèìñÿ â

ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà ïðè 

2.n  Äåéñòâèòåëüíî,

2 21 1 2 1 2 ,x x x x

ïðè÷¸ì çíàê ðàâåíñòâà èìååò ìåñòî  

òîëüêî ïðè 0.x
2. Øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî äëÿ íîìåðà n k  óòâåð-

æäåíèå ñïðàâåäëèâî, òî åñòü 

(1 ) 1 ,kx kx  2,k  ïðè÷¸ì çíàê

ðàâåíñòâà èìååò ìåñòî òîëüêî ïðè 

0.x
Äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî è ïðè 

1.n k  Äëÿ ýòîãî óìíîæèì îáå

÷àñòè ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà íà 

ïîëîæèòåëüíîå âûðàæåíèå 1 .x

Òîãäà  

1

2

1 1 1 1 ,

1 1 1

1 1 ,

k

k

x x kx x

x k x

kx k x

ïðè÷¸ì çíàê ðàâåíñòâà èìååò ìåñòî 

òîëüêî ïðè 0.x
Èòàê, íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà 

ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ìîæíî 
óòâåðæäàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî Áåð-

íóëëè ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî 2n .

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, â ôîðìóëè-
ðîâêå êîòîðîé ñíà÷àëà íóæíî ââåñòè 
äâà íàòóðàëüíûõ ïàðàìåòðà, à çàòåì 
ïðîâåñòè èíäóêöèþ ïî èõ ñóììå.  

Çàäà÷à 4. (Ä. Óñïåíñêèé). Äëÿ 

ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ,ABC  ó êîòî-

ðîãî óãëû ,CAB CBA  ñî-

èçìåðèìû, èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà 
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,
AC

AB
.

BC

BA
 

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ óãëû  è

 ñîèçìåðèìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óêà-

çàííûå óãëû èìåþò îáùóþ ìåðó ,
äëÿ êîòîðîé ,p  q   (áåç îã-

ðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, 
÷òî ,  p q  – íàòóðàëüíûå âçàèìíî

ïðîñòûå ÷èñëà). 
Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìà-

òè÷åñêîé èíäóêöèè è ïðîâåä¸ì å¸ ïî 
ñóììå  .n p q

1. Áàçà èíäóêöèè. Ïðè n p q

2  èìååì 1p  è .1q  Òîãäà òðå-

óãîëüíèê ABC  – ðàâíîáåäðåííûé è 

íóæíûå íåðàâåíñòâà î÷åâèäíû: îíè 
ñëåäóþò èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà.   

2. Øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì

òåïåðü, ÷òî íóæíûå íåðàâåíñòâà óñòà-

íîâëåíû äëÿ 2, 3, ... , 1,p q k  2.k
Äîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâà ñïðàâåä-

ëèâû è äëÿ .p q k

Ïóñòü ABC  –  äàííûé òðåóãîëü- 

íèê, ó êîòîðîãî 2.p q k  Òîãäà

ñòîðîíû иAC BC  íå ìîãóò áûòü 

ðàâíûìè.  

Ïóñòü .AC BC  Ïîñòðîèì òåïåðü

(ðèñ. 1) ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê 

;ADC  èìååì: 

и 2ACAC DC AD AB BD.  (1)

Ðèñ. 1 

Ðàññìîòðèì òåïåðü òðåóãîëü-

íèê ,BDC  óãëû êîòîðîãî òàêæå ñî-

èçìåðèìû: 

, .DCB q p BDC p  

( BDC p  ïî ïîñòðîåíèþ, à

180 ( )

180 ((180 ) )

180 180 ( ) .

DCB DBC BDC

CBA BDC

q p q p

�

� �

� �

Äëÿ òðåóãîëüíèêà BDC  âûïîë-

íåíî èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå 

(òàê êàê q p p q p q k  ïðè

íàòóðàëüíûõ p  è ),q  è ïîýòîìó 

,
q p

BD CD
q

èëè .
q p

BD AC
q

 (2) 

Ñêëàäûâàÿ (1) è (2),  ïîëó÷àåì: 

2 ,
q p

AC BD AC AB BD
q

 

è ïîýòîìó 

.
AC q

AB p q

Èç òîãî æå òðåóãîëüíèêà BDC  

ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè çà-
êëþ÷àåì, ÷òî  

( )

CB p p

CD q p p q
, èëè .

CB p

CA q
 

Ó÷èòûâàÿ ïðåäûäóùåå íåðàâåí-
ñòâî, çàêëþ÷àåì, ÷òî 

.
BC AC BC q p p

AB AB AC p q q p q
  

Òàêèì îáðàçîì, èíäóêòèâíûé 
ïåðåõîä ïîëó÷åí è ñïðàâåäëèâîñòü 
óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è ñëåäóåò èç 
ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. 
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Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå çàäà-
÷è îñòà¸òñÿ â ñèëå è â òîì ñëó÷àå, 

êîãäà óãëû è  íå ÿâëÿþòñÿ ñî-

èçìåðèìûìè. Êîíå÷íî, â ýòîì ñëó÷àå 
ðåøåíèå çàäà÷è ñòàíîâèòñÿ áîëåå 
òðóäíûì. 

Èíîãäà ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü 
çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ðåêóððåíò-

íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Ðå-
êóððåíòíûìè íàçûâàþòñÿ òà-

êèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷ëåíû 
êîòîðûõ çàäàþòñÿ èíäóêòèâíî, òî 
åñòü ÷åðåç ïðåäûäóùèå. Ïðè ðå-
øåíèè çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ òàêè-
ìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, ÷àñòî 
èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ âàðèà-
öèÿ ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé 
èíäóêöèè.  

Óòâåðæäåíèå ( )P n , ãäå n  – 

íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, 
âåðíî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ 

n m  ( ),m N  åñëè âûïîëíåíû

äâà óñëîâèÿ: 
1) ( )P n  ñïðàâåäëèâî ïðè n m

è 1;n m
2) äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî

k m  èç ñïðàâåäëèâîñòè ( )P k  è

( 1)P k  ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü

( 2)P k .

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì 
ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. 

Çàäà÷à 5. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè 

1 2,x  2 3x  è äëÿ âñÿêîãî íàòó-

ðàëüíîãî  3n   èìååò ìåñòî ñîîò-

íîøåíèå 

1 23 2 ,n n nx x x

òî 
12 1, 1, 2, 3, ...n

nx n
Ðåøåíèå. Èòàê, â äàííîé çàäà÷å 

ðåêóððåíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }nx
åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ 
çàäàíèåì ïåðâûõ äâóõ å¸ ÷ëåíîâ.  

Áàçà èíäóêöèè. Îíà ñîñòîèò èç 
ïðîâåðêè äâóõ óòâåðæäåíèé: ïðè   

1 и 2.n n  Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óò-

âåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî ïî óñëîâèþ. 

Øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, 

÷òî  äëÿ  n k   è  1,n k  1k  óò- 

âåðæäåíèå óñòàíîâëåíî, òî åñòü 
12 1k

kx , 1 2 1,k
kx

è äîêàæåì åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ 

2.n k
Èìååì: 

2 1
1 1

3 2

3(2 1) 2(2 1) 2 1,

k k k

k k k

x x x

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 
Çàäà÷à 6.  Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå 

n  ïðÿìûõ ( 2),n  íèêàêèå äâå èç

êîòîðûõ íå ïàðàëëåëüíû è íèêàêèå 
òðè íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷-

êå, ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî â 
( 1)

2

n n

òî÷êàõ. 

Ðåøåíèå.  

Áàçà èíäóêöèè. Ó äâóõ íåïà-
ðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ òî÷êà ïåðåñå-
÷åíèÿ îäíà, è óòâåðæäåíèå âåðíî.  

Øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, 
÷òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è âåðíî äëÿ 

íåêîòîðîãî ÷èñëà n k  ïðÿìûõ, òî

åñòü ÷òî ëþáûå k  ïðÿìûõ, íèêàêèå 

äâå èç êîòîðûõ íå ïàðàëëåëüíû è 
íèêàêèå òðè íå ïåðåñåêàþòñÿ â îä-
íîé òî÷êå, ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî â 

( 1)

2

k k
 òî÷êàõ. È äîêàæåì åãî äëÿ 

÷èñëà 1n k  ïðÿìûõ. Ïî ïðåäïî-

ëîæåíèþ èíäóêöèè 1-ÿ, 2-ÿ,…, k-ÿ 

ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â 
( 1)

2

k k
 òî÷-

êàõ. ( 1)Gяk  ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåòñÿ ñ

êàæäîé èç ýòèõ k ïðÿìûõ ðîâíî â 
îäíîé òî÷êå. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷å-

ñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ 1k
ïðÿìûõ åñòü  

2( 1) ( 1)
,

2 2 2

k k k k k k
k  

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 
Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷å-

ñêîé èíäóêöèè, óòâåðæäåíèå çàäà÷è 
âåðíî äëÿ ëþáîãî êîëè÷åñòâà n  
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ïðÿìûõ ( 2),n  óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèþ çàäà÷è. 

Çàäà÷à 7. n ïðÿìûõ äåëÿò ïëîñ-
êîñòü íà ÷àñòè. Äîêàçàòü, ÷òî ìîæíî 
ðàñêðàñèòü ýòè ÷àñòè â áåëûé è 
æ¸ëòûé öâåòà òàê, ÷òîáû ñîñåäíèå 
÷àñòè, èìåþùèå îáùèé îòðåçîê ãðà-
íèöû, áûëè ðàçíîãî öâåòà (êàê íà 

ðèñ. 2 ïðè 4).n

Ðèñ. 2. Äâóõöâåòíàÿ ðàñêðàñêà 

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóê-
öèåé ïî ÷èñëó ïðÿìûõ. Èòàê, ïóñòü 
n – ÷èñëî ïðÿìûõ, äåëÿùèõ íàøó 

ïëîñêîñòü íà ÷àñòè, 1.n
Áàçà èíäóêöèè. Åñëè ïðÿìàÿ 

îäíà ( 1),n  òî îíà äåëèò ïëîñêîñòü

íà äâå ïîëóïëîñêîñòè, îäíó èç êîòî-
ðûõ ìîæíî ðàñêðàñèòü â áåëûé 
öâåò, à âòîðóþ â æ¸ëòûé, è óòâåð-
æäåíèå çàäà÷è âåðíî. 

Øàã èíäóêöèè. ×òîáû äîêà-
çàòåëüñòâî èíäóêòèâíîãî ïåðåõîäà 
áûëî áîëåå ïîíÿòíî, ðàññìîòðèì 
ïðîöåññ äîáàâëåíèÿ îäíîé íîâîé 
ïðÿìîé è ðàñêðàñêè. Åñëè ïðîâå-

ä¸ì âòîðóþ ïðÿìóþ ( 2),n  òî ïî-

ëó÷èì ÷åòûðå ÷àñòè, êîòîðûå 
ìîæíî ðàñêðàñèòü íóæíûì îáðà-
çîì, ïîêðàñèâ ïðîòèâîïîëîæíûå 
óãëû â îäèí öâåò. Ïîñìîòðèì, ÷òî 
ïðîèçîéä¸ò, åñëè ìû ïðîâåä¸ì 
òðåòüþ ïðÿìóþ. Îíà ïîäåëèò íå-
êîòîðûå «ñòàðûå» ÷àñòè, ïðè ýòîì 
ïîÿâÿòñÿ íîâûå ó÷àñòêè ãðàíèöû, 
ïî îáå ñòîðîíû êîòîðûõ öâåò îäèí  

è òîò æå, íàïðèìåð òàê (ðèñ. 3).  
Ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñ 

îäíîé ñòîðîíû îò íîâîé ïðÿìîé ïî-
ìåíÿåì öâåòà – áåëûé ñäåëàåì æ¸ë- 

 

Ðèñ. 3. Íîâàÿ ïðÿìàÿ 

òûì è íàîáîðîò; ïðè ýòîì òå ÷àñòè, 
êîòîðûå ëåæàò ïî äðóãóþ ñòîðîíó 
îò ýòîé ïðÿìîé, íå ïåðåêðàøèâàåì 
(ðèñ. 4).  

Òîãäà ýòà íîâàÿ ðàñêðàñêà áó-
äåò óäîâëåòâîðÿòü íóæíûì òðåáî-
âàíèÿì: ñ îäíîé ñòîðîíû ïðÿìîé 
îíà òàêîé óæå áûëà (íî ñ äðóãèìè 
öâåòàìè), à ñ äðóãîé ñòîðîíû îíà 
è áûëà íóæíîé. Äëÿ òîãî ÷òîáû 
÷àñòè, èìåþùèå îáùóþ ãðàíèöó, 
ïðèíàäëåæàùóþ ïðîâåä¸ííîé ïðÿ-
ìîé, áûëè îêðàøåíû â ðàçíûå 
öâåòà, ìû è ïåðåêðàøèâàëè ÷àñòè 
òîëüêî ñ îäíîé ñòîðîíû îò ýòîé 
ïðîâåä¸ííîé ïðÿìîé. 

Ðèñ. 4. Èçìåíåíèå öâåòà 

Äîêàæåì òåïåðü èíäóêòèâíûé 
ïåðåõîä.  Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ 

íåêîòîðîãî n k  óòâåðæäåíèå çà-

äà÷è ñïðàâåäëèâî, òî åñòü âñå ÷àñ-
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òè ïëîñêîñòè, íà êîòîðûå îíà äå-
ëèòñÿ ýòèìè k ïðÿìûìè, ìîæíî 
ðàñêðàñèòü â áåëûé è æ¸ëòûé 
öâåòà òàê, ÷òîáû ñîñåäíèå ÷àñòè 
áûëè ðàçíîãî öâåòà. Äîêàæåì, ÷òî 
òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ðàñêðàñêà 

è äëÿ 1n k  ïðÿìûõ. Ïîñòóïèì

àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ïåðåõîäà îò 
äâóõ ïðÿìûõ ê òð¸ì. Ïðîâåä¸ì íà 
ïëîñêîñòè k ïðÿìûõ. Òîãäà, ïî 
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ïîëó-
÷åííóþ «êàðòó» ìîæíî ðàñêðàñèòü 

íóæíûì îáðàçîì. Ïðîâåä¸ì òåïåðü 

( 1)Gюk  ïðÿìóþ è ñ îäíîé ñòîðî-

íû îò íå¸ ïîìåíÿåì öâåòà íà ïðî-
òèâîïîëîæíûå. Òàêèì îáðàçîì, 

òåïåðü ( 1)Gяk  ïðÿìàÿ âñþäó ðàç-

äåëÿåò ó÷àñòêè ðàçíîãî öâåòà, ïðè 
ýòîì «ñòàðûå» ÷àñòè, êàê ìû óæå 
âèäåëè, îñòàþòñÿ ïðàâèëüíî ðàñ-
êðàøåííûìè. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó 
ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, çàäà÷à 
ðåøåíà.  

Упражнения 

1. Äîêàæèòå, ÷òî

à) 2 2 2 2
1 1 2 3 ...S n n

1 2 1
,

6

n n n
 

á) 
3 3 3 3

2 1 2 3 ...S n n

21 2 3 ... .n

2. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Áåð-
íóëëè äëÿ n ïåðåìåííûõ: 

1 2

1 2

1 1 ... 1

1 ... ,
n

n

x x x

x x x

ãäå 1 2, , ... , nx x x
 

– ÷èñëà îäíîãî è

òîãî æå çíàêà è âñå áîëüøå –1. 

Óêàçàíèå. Ñì.  ðåøåíèå çàäà÷è 3 

èç îñíîâíîãî òåêñòà ñòàòüè. 
3. Íà ñêîëüêî ÷àñòåé ðàçáèâàþò

ïëîñêîñòü n  ïðÿìûõ, êàæäûå äâå 

èç êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ è  íèêàêèå 

òðè íå èìåþò îáùåé òî÷êè? 

Óêàçàíèå. Åñëè k n  – ÷èñëî

÷àñòåé äëÿ n  ïðÿìûõ, òî, äîáàâèâ 

åù¸  îäíó 1n -þ ïðÿìóþ íà «êàð- 

òèíêó» ðàçáèåíèÿ n  ïðÿìûìè, çà-

ìåòèì, ÷òî ýòà íîâàÿ ïðÿìàÿ äîëæíà 
ïåðåñåêàòü  âñå n  ïðÿìûõ.  Òåì  ñà-

ìûì, îíà ñàìà ðàçîáü¸òñÿ ýòèìè 

òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ íà ( 1)n  ÷àñ-

òåé è ïîýòîìó äîáàâëÿåò ê «ñòàðîìó 

÷èñëó ÷àñòåé» ( 1)n  «íîâûõ ÷àñ-

òåé».  Äðóãèìè  ñëîâàìè, 

1 1.k n k n n

Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷å-
ñêîé èíäóêöèè, òåïåðü íåòðóäíî ïî-
êàçàòü, ÷òî 

2 2
( ) , 1, 2, 3, ...

2

n n
k n n

Ëèòåðàòóðà

1. Ïîéà Ä. Ìàòåìàòèêà è ïðàâäîïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ. – Ì.: Íàóêà, 1975.

Математика

Юмор     Юмор     Юмор      Юмор     Юмор    Юмор Юмор     Юмор     Юмор      Юмор     Юмор    Юмор 

Прекрасное отсутствие прогресса

После осмотра знаменитым английским писателем Д.Б. Шоу
выставки часов её устроители спросили его:

− Какое впечатление  выставка произвела на Вас?
−Не вижу никакого прогресса! Современные часы идут ничуть не

быстрее, чем хронометры в годы моей юности.


