
2222 Математика

Пиголкина Татьяна Сергеевна 
Доцент МФТИ,  

заслуженный работник высшей школы,
заслуженный преподаватель МФТИ. 

Золотой треугольник 
В статье рассматриваются золотое сечение, золотой треугольник, 

правильный пятиугольник, пентаграмма, а также взаимосвязи межH

ду ними. 

Решение одной олимпиадной задачи 

На одной из олимпиад мехмата 

МГУ предлагалась следующая задача. 

Задача. В равнобедренном треH

угольнике АВС биссектриса АD 

равна основанию АС. Найти плоH

щадь треугольника АВС, если 

АС=2. 

Решение. Обозначим через 2  

равные углы при основании АС, тогда 

ВАD = САD =  (рис. 1). По услоH

вию АD=АС, треугольник САD равH

нобедренный и АDС=2 . С одной

стороны, сумма углов треугольника 

САD равна , а с другой стороны, она 

же равна 2 2 5 , откуда слеH

дует, что 
5

(или 36 ). Угол АВС

также равен /5 , так как 

– – –4 .В А С  

Рис. 1 

Высота ВН, проведённая к основаH

нию, является медианой, АН=СН. Из 

прямоугольного треугольника СВН 

следует соотношение tg 2 ,ВН СН  

тогда при АС=2 имеем 

1

2

1
tg 2 tg 2 .

2 2

ABCS AC BH

AC
AC

А Н С

D

B

2α
α
α



2323Математика

Градусная мера угла 
2

2
5

 равH

на 72 . Осталось вычислить tg72 . Но 

мы просто откроем предыдущую стаH

тью В. Б. Дроздова и выпишем ответ: 

5 2 5 .ABCS

Эта задача вполне по силам хоH

рошо владеющему тригонометрией 

учащемуся, он вычислит tg 72 . Для 

участника математического кружка 

или ученика математической школы 

задачу можно назвать лёгкой, поH

скольку рассмотренный треугольник 

относится к замечательным треH

угольникам, с которыми они, конечно, 

встречались. 

Золотое сечение 

Присмотримся внимательнее к 

равнобедренному треугольнику, в 

котором биссектрисы углов при осноH

вании равны основанию. Угол при 

вершине В равен ,
5

углы при основаH

нии равны 
2

5
(это 36  и 72   углы,

кратные 9 ). Положим АС=a, АВ=b 

(рис. 2). Треугольник АDВ также равH

нобедренный, АD=BD, значит, 

AC=AD=BD=a, и тогда CD = b a.

Рис. 2 

По свойству биссектрисы треугольника  

2 2
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Биссектриса угла при основании 

разделила отрезок ВС в отношении, 

которое у Евклида называлось «делениH

ем отрезка в среднем и крайнем отноH

шении» и соответствовало пропорции  

(: .): –b a a b a  

Позже такое деление отрезка стали 

называть «золотым» или «золотым сеH

чением». Число 
5 1

,
2

определяющее 

отношение ,
b

a
 равное отношению его 

частей ,
a

b a
 иррациональное. Его чаH

сто обозначают для краткости буквой ,  

1,61803  .  

Отметим также, что обратное отH

ношение 
1 5 1

2

a

b
 отличается от 

значения   только на единицу:  

1
0,61803... .

Это сразу видно из самого уравнения 

для :  

2 2 1
1 0 1 1.

Итак, «золотой» треугольник 

это равнобедренный треугольник, в 

котором отношение боковой стороны 

к основанию равно . Можно его 

определить и как равнобедренный 

треугольник с углом при вершине 
5

или как равнобедренный треугольH

ник, в котором биссектриса угла при 

основании равна основанию.  
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В «золотом» треугольнике легко 

находятся не тангенсы, а косинусы 

углов 
5

и 
2

5
 (т. е. углов 36  и 72 ): из

равнобедренного треугольника ADB 

следует, что 

/2 5 1
cos ,

5 2 4

b b

a a
а из треугольника АВС имеем 

2 /2 5 1
cos .

5 2 4

a a

b b
 

Вычислим также значение tg 72 , 

т. е. 
2

tg ,
5

 используя более простые 

соображения. Из прямоугольного 

треугольника СВН (рис. 1) выражаем  

2
2

2
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tg 2 tg
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Построение «золотого треугольника» 

Опишем построение «золотого» 

треугольника с помощью циркуля и 

линейки, используя алгебраический 

метод построения (см. [1]).  

По данному отрезку а строим отH

резок 1 5 ,х а  затем  (как среднее

геометрическое) отрезок 

2 5 5,x a a a

далее отрезок 3 5x a a  и, наконец,

делением пополам получаем отрезок, 

равный боковой стороне:  

5 1
.

2
b a

По основанию и боковой стороне 

строим «золотой» треугольник. 

Построение правильного пятиугольника 

Рассмотрим правильный nHугольH

ник (все его стороны равны между 

собой и все его углы равны друг друH

гу). Около правильного nHугольника 

можно описать окружность (рис. 3). 

Обозначим через nа  сторону nH

угольника, через n  центральный

угол, опирающийся на сторону,  а 

угол самого nHугольника обозначим 

через .n

Очевидно, что 

2
, 2 .

2 2

n
n n n

n

При n=5 имеем 5 5
2 3

, ,
5 5

 а 

любой вписанный угол, опирающийся 

на дугу, стягиваемую стороной а5,

равен .
5

 

Рис. 3 

Правильный пятиугольник опреH

деляет пентаграмму  пятиконечную

звезду, вписанную в правильный пяH
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тиугольник так, что диагонали пятиH

угольника и образуют звезду. В праH

вильном пятиугольнике отношение 

длины диагонали к длине стороны равH

но числу , которое определяет золотое 

сечение. Значение «золотого сечения» в 

геометрии и всей мировой культуре 

огромно, а символическое толкование 

пентаграммы разнообразно у разных 

народов и в разных верованиях. ИстоH

рия «золотого сечения» увлекательна, 

интересна и познавательна.  

В нашем журнале мы рассматриH

ваем математическую сторону объекH

тов (см. [2]). В указанной статье описыH

валось построение правильного пятиH

угольника (и пентаграммы) по заданH

ному радиусу описанной окружности. 

Мы приведём построение правильного 

пятиугольника по заданной стороне а.  

Построение.  
1. Строим по отрезку а «золоH

той» треугольник 1 2 4,А А А как описаH

но выше (рис. 4).  

       Рис. 4 

2. Находим центр описанной окружH

ности и проводим эту окружность.  

3. С центром в точке 4А  проводим

дуги радиуса а, на окружности полуH

чаем точки 3А  и 5.А   

4. Соединяем точки 2,А 3А  и точH

ки 1,А 5.А

Доказательство. Хорда а стягиваH

ет внешнюю для пятиугольника дугу 

,
5

вписанные углы 5 2 4А А А  и 3 1 4А А А

опираются на такие же дуги, они 

равны .
5

 Углы при основании «золоH

того» треугольника равны 
2

5
, поH

этому лучи 1 3А А  и 2 5А А   биссекH

трисы этих углов,  

2 1 3 5 2 1 ,
5

А А А А А А  

откуда и следует, что 

1 5 2 3  ,А А А А а

пятиугольник правильный. 

Площадь S правильного пятиH

угольника равна сумме площадей  пяти 

треугольников с вершинами в центре 

описанной окружности радиуса R: 

21 2
5 sin .

2 5
S R  

Из равенства 

2sin
5

a
R  следует

2

2

2

2
sin cos

5 55 5 .
2 4

4sin sin
5 5

a
S a

Зная cos ,
5

 находим sin
5

 и после 

преобразованной получаем 

1 2 3 4 5

2

25 10 5 .
4

A A A A A
a
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