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Замечательная комбинация  
правильных многоугольников 

Исследовательские задачи в школах почти не используются. 

А между тем они очень полезны и вполне доступны для работы со 

школьниками. 

В книге [1] представлены интересные геометрические задачи, коK

торые были известны более двухсот лет назад. Однако до сих пор 

находятся всё новые обобщения этих задач и следствия из них.  

Статья посвящена циклу теорем, связанных с комбинациями праK

вильных многоугольников. В качестве самостоятельной исследоваK

тельской работы школьникам предлагается следующая серия задач. 

Задача 1. [1] Если на каждой стоK

роне произвольного треугольника 

построить по равностороннему треK

угольнику, то треугольник с вершиK

нами в центрах равносторонних треK

угольников тоже равносторонний 

(рис. 1). 

Задача 2. [1] Центры квадратов, 

построенных на сторонах параллелоK

грамма, лежат в вершинах квадрата 

(рис. 2). 

Задача 3. Пусть на сторонах паK

раллелограмма внешним (рис. 3) или 

внутренним (рис. 4) образом построеK

ны квадраты. Тогда середины 
Рис. 1 
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Рис. 2 

Рис. 3 

Рис. 4 

отрезков, соединяющих соседние 

вершины квадратов, лежат в вершиK

нах квадрата. 

Доказательство данной теоремы 

можно провести различными спосоK

бами. Эти методы доступны любому 

девятикласснику и могут быть исK

пользованы на уроках геометрии как 

один из достойных примеров примеK

нения известных подходов при решеK

нии новой задачи. 

Доказательство. На сторонах паK

раллелограмма ABCD извне построK

им  квадраты  BEFC,   CKPD,  DNMA,  

ATQB. Отметим точки O1, O2, O3, O4 

середины соответствующих отрезков 

QE, FK, PN и MT (рис. 5). 

Рис. 5 

При повороте вокруг точки B на угол 

90° против часовой стрелки вектор BC

переходит в вектор BE , а BQ  в .BA

Поэтому вектор CQ  переходит в вектор

EA , значит, CQ EA CQ EA

CQ EA ) и ( ;CQ EA ) = 90
o
. 

Пусть H1  точка пересечения диаK

гоналей квадрата BEFC, тогда H1  сеK

редина EC и BF. Аналогично точка H2 

середина DK и CP, точка H3  середина

NA и MD, точка  H4  середина QA и TB. 
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Так как О1H1  средняя линия

QEC, то  O1H1 = CQ и O1H1||CQ.

Так как O1H4  средняя линия

AQE, то O1H4 = EA и O1H4||EA. Таким 

образом, O1H1=O1H4 и O1H1 О1H4.

Аналогично H1O2  средняя линия

BFK, поэтому H1О2 = BK и  H1О2||BK. 

Так как QBE=180° ABC=

= 180  (180° BCD) = BCD,

то QBC= BCK, следовательно, 

BQC= BCK  (по двум сторонам и углу

между ними); из равенства треугольK

ников следует  CQ=BK. В четырёхK

угольнике QCKB противолежащие 

стороны попарно равны, значит, он явK

ляется параллелограммом по признаку 

(вместо по признаку параллелограмма 

является параллелограммом). Отсюда 

CQ||BK. Тогда O1H
1
= H1О2 и O1H1|| H1О2. 

Так как O1H1 и H1О2  имеют общую 

точку, то они лежат на одной прямой. 

Аналогично O1O4=2O1H4 
и точки 

O1, O4, H4  лежат на одной прямой. 

Так как O1H1= O1H4, то O1O4 = 

= O1O2 и O1O4 O1O2.

Аналогичные утверждения докаK

зываются и для остальных сторон чеK

тырехугольника, значит, О1О2О3О4 

квадрат. Теорема доказана. 

Читатель может самостоятельно 

провести доказательство данной теоK 

ремы координатным методом при 

введении прямоугольной системы 

координат так, чтобы её начало совK

падало с точкой A, а ось Ox проходиK

ла через прямую AD (рис. 6). 

Рис. 6 

Задача 4.  [2] Пусть на сторонах 

выпуклого четырёхугольника вне его 

построены квадраты. Тогда расстояK

ния между центрами квадратов, поK

строенных на противоположных стоK

ронах, равны. 

Задача 5. На сторонах произK

вольного четырёхугольника (выK

пуклого (рис. 7) или с самопересечеK

нием (рис. 8)) построим квадраты. 

Если середины отрезков, соединяK

ющих соседние вершины квадратов, 

соединить через одну, то полученK

ные отрезки будут равны и перпенK

дикулярны. 

Рис. 7     Рис. 8 
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Доказательство. Введём обознаK

чения: ; BA a ; AD b ; DC c .CB d

Тогда 0;a b c d  .a b c d  

Обозначим буквой R поворот на 

угол 90
0
 по часовой стрелке. Заметим, 

что  

2 ,R x x

3R x Rx

для любого вектора .x  Тогда 
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Итак, ,OM R NP  откуда OM=NP и 

( ; )OM NP =90
0
 .

Теорема доказана.  

Читатель может самостоятельно 

попробовать решить данную задачу, 

если квадраты построены на стороK

нах четырёхугольника внутренним 

образом. 

Эти задачи уникальны и после 

своего более чем двухвекового сущеK

ствования получают дальнейшее 

неожиданное продолжение. ИсследоK

вательская работа  продолжается! 
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