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Î ðàçíîîáðàçèè ìåòîäîâ 

ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ìîäóëÿìè  

è ïàðàìåòðîì 
Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ Ñ5 òðåíè-

ðîâî÷íûõ âàðèàíòîâ ÅÃÝ-2010, ïðèâåä¸ííûõ â áðîøþðàõ [1]–[3]. 

Ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è îòíîñÿòñÿ ê òåìàì, òðàäèöèîííî ñ÷èòàþ-
ùèìñÿ òðóäíûìè – çàäà÷àì, ñîäåðæàùèì âûðàæåíèÿ, çàâèñÿùèå 

îò ïàðàìåòðà è ñòîÿùèì ïîä çíàêîì ìîäóëÿ.  

Ðåøåíèå çàäà÷, êîòîðûå ñîäåð-
æàò íåñêîëüêî ìîäóëåé ñ ïàðàìåò-
ðîì, ïðè ïîìîùè ðàñêðûòèÿ ìîäó-
ëåé íà èíòåðâàëàõ ïðåäñòàâëÿåò 
ñîáîé, êàê ïðàâèëî, âåñüìà òðóäî¸ì-
êèé ïðîöåññ. Ïîýòîìó âàæíî ïðåä-
ëîæèòü ðàçíîîáðàçíûå ìåòîäû ðå-
øåíèÿ çàäà÷, ïîçâîëÿþùèå óïðî-
ñòèòü ïðîöåññ ðåøåíèÿ è òåì ñàìûì 
ñóùåñòâåííî ñýêîíîìèòü âðåìÿ. Îñî-
áåííî ýòî âàæíî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ 
ãðóïïû Ñ ïðè ñäà÷å Åäèíîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî ýêçàìåíà. Âûáîð íàè-
áîëåå ýôôåêòèâíîãî ñ ýòîé òî÷êè 

çðåíèÿ ìåòîäà ðåøåíèÿ  çàâèñèò îò 
ïðåäëàãàåìîé çàäà÷è, îò êà÷åñòâà 
ïîäãîòîâêè ó÷àùåãîñÿ è, êîíå÷íî, îò 
çíàíèÿ ñàìèõ ìåòîäîâ. Ñòàòüÿ íîñèò 
ìåòîäè÷åñêèé õàðàêòåð. Íèæå ðàñ-
ñìîòðåíû çàäà÷è, ïðåäëîæåííûå â 
[1]–[3]. Ïðè èõ ðåøåíèè áóäóò èñ-

ïîëüçîâàíû ðåøåíèÿ äâóõ íåðà-
âåíñòâ, ñîäåðæàùèõ ôóíêöèþ ïîä 
çíàêîì ìîäóëÿ, à èìåííî: íåðàâåí-

ñòâî âèäà f x g x è íåðàâåíñòâî

âèäà .f x g x  Çàìåòèì, ÷òî âìå-

ñòî çíàêîâ ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà ìî-
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ãóò ñòîÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå çíàêè 
íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ. Íåðàâåíñòâà, 
ñîäåðæàùèå âûðàæåíèå, ñòîÿùåå 
ïîä çíàêîì ìîäóëÿ, ìîæíî çàìåíèòü 
â çàâèñèìîñòè îò èõ âèäà ëèáî íà 
ñèñòåìó, ëèáî íà ñîâîêóïíîñòü íåðà-
âåíñòâ:  
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Çàäà÷à 1 ([1]). Íàéäèòå âñå çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç 

êîòîðûõ óðàâíåíèå 3 2x x a x

7 2x  èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.

Ðåøåíèå. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, 
ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñêðûòèÿ 
ìîäóëåé òðóäî¸ìîê è òðåáóåò ñîñòàâ-
ëåíèÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ ëîãè÷åñêèõ 
êîíñòðóêöèé. Îäíàêî â ïðîñòåéøèõ 
ñëó÷àÿõ, êîãäà ïîä çíàêàìè ìîäóëÿ 
ñòîÿò ëèíåéíûå äâó÷ëåíû, ðåàëèçàöèÿ 
ýòîãî ìåòîäà ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî 
óïðîùåíà ïîñòðîåíèåì ãðàôèêîâ. 

Äåéñòâèòåëüíî, ãðàôèêîì ôóíêöèè 

1 1 2 2

0 0

...

n n

y k x p k x p

k x p k x p

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ, 
ñîñòîÿùàÿ èç îòðåçêîâ ïðÿìûõ è 
äâóõ ëó÷åé, êîòîðóþ áóäåì íàçû-
âàòü ëîìàíîé. Ïðè ýòîì, èñïîëü-

çóÿ ñâîéñòâî ,a a  ìîæíî ïåðå-

ïèñàòü ôóíêöèþ òàêèì îáðàçîì, 
÷òîáû âñå êîýôôèöèåíòû

1 2, ,..., nk k k  áûëè ïîëîæèòåëüíû. 

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëîìàíîé äîñòàòî÷íî 
çíàòü å¸ çíà÷åíèÿ â «âåðøèíàõ», ò. å. 
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å¸ ïîâåäåíèå ëåâåå ìåíüøåé èç ýòèõ 
òî÷åê, à òàêæå ïðàâåå áîëüøåé èç 
íèõ [4]. 

Çàïèøåì óðàâíåíèå â âèäå 

3 2 7 2 0.x x x a x  Ïðè ëþ-

áîì âàðèàíòå ðàñêðûòèÿ ìîäóëåé è 
ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ãðà-
ôèêîì ôóíêöèè, ñòîÿùåé â ëåâîé 
÷àñòè óðàâíåíèÿ, íà ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ïðîìåæóòêàõ áóäåò íåêîòîðàÿ 

ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ âèäà .y kx p
Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàôèêîì ôóíêöèè 
íà âñåé ÷èñëîâîé îñè áóäåò ëîìàíàÿ. 
Òî÷êè èçëîìà ôóíêöèè, êðîìå 

2,x  çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà a. Çà-

ìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò k ëþáîãî 
çâåíà ëîìàíîé, èç êîòîðûõ ñîñòîèò 

ãðàôèê ôóíêöèè ïðè ; 2 ,x

ïîä÷èíÿåòñÿ îöåíêå: 3 2 1 7k
10 3 0.  Ïîýòîìó íà ýòîì ïðîìå-

æóòêå ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò. Íà ïðî-

ìåæóòêå 2 ;  ôóíêöèÿ óáûâà-

åò, òàê êàê 3 2 1 7 4 3 0.k
Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå 2x

ôóíêöèÿ èìååò ìàêñèìóì. Äëÿ òîãî 
÷òîáû óðàâíåíèå èìåëî ðåøåíèå, 
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû 
çíà÷åíèå ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå áû-
ëî íå ìåíüøå íóëÿ. Èñêîìûå çíà÷å-
íèÿ ïàðàìåòðà áóäóò, òàêèì îáðàçîì, 
çàäàâàòüñÿ íåðàâåíñòâàìè, êîòîðûå â 

ñèëó ôîðìóëû 2( )H  ïðèìóò âèä:

6 4 2 0 2 4 6a a

2 4 6, 2 10,

4 2 6 2 2.

a a

a a
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Âòîðîå íåðàâåíñòâî ñîâîêóïíî-
ñòè íå èìååò ðåøåíèé, ïîýòîìó èñ-
êîìûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ÿâëÿþò-
ñÿ ðåøåíèåì ïåðâîãî íåðàâåíñòâà 

ñîâîêóïíîñòè 2 10.a

Îòâåò: ; 12 8 ; .∪

Çàäà÷à 2 ([1]). Íàéòè âñå çíà÷å-
íèÿ ïàðàìåòðà a  òàêèå, ÷òî äëÿ ëþ-

áîãî x  âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî  

1 2 3 2 .x x a x

Ðåøåíèå 1. Ïåðåïèøåì íåðàâåí-

ñòâî â âèäå 1 2 3 2 0x x a x

è   ââåä¸ì   ôóíêöèþ  ( ) 1f x x
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2 3 2 .x a x

Ðåøåíèå çàäà÷è îñíîâàíî íà àë-
ãîðèòìå íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî è 
íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé ôóíêöèè, 
íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [à; b], à 
èìåííî: åñëè ôóíêöèÿ äèôôåðåíöè-
ðóåìà íà èíòåðâàëå (à; b) çà èñêëþ-
÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, òî 
îíà ïðèíèìàåò ñâîè íàèáîëüøåå è 
íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ëèáî â êðèòè-
÷åñêèõ òî÷êàõ âíóòðè èíòåðâàëà, 
ëèáî íà êîíöàõ îòðåçêà. 

Êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè â ðàññìàò-
ðèâàåìûõ íèæå çàäà÷àõ áóäóò ëèáî 
òî÷êè èçëîìà ãðàôèêà ôóíêöèè (â íèõ 
ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò, 
êàê íàïðèìåð, â òî÷êå 0 ó ôóíêöèè 

),y x  ëèáî ñòàöèîíàðíûå òî÷êè (â

íèõ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ).  
Êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ôóíêöèè 

( )f x  ÿâëÿþòñÿ , 1x a x  (îíè

ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè èçëîìà ãðàôèêà 

ôóíêöèè). Íà èíòåðâàëå 0; ,x  ãäå

0 min 1; ,x a  ôóíêöèÿ f x

1 2 2 3 2 2 4x x a x x a

óáûâàåò, à íà èíòåðâàëå 1; ,x

ãäå 1 max{ 1; },x a  ôóíêöèÿ f x

1 2 2 3 2 5 2 2x x a x x a âîç-

ðàñòàåò. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ 

íåïðåðûâíàÿ. Íà îòðåçêå 0 1;x x  îíà

ëèíåéíàÿ, ïîýòîìó ñâî¸ íàèìåíüøåå 
çíà÷åíèå îíà áóäåò ïðèíèìàòü íà 
îäíîì èç åãî êîíöîâ. Çàìåòèì, ÷òî 
êîíöû îòðåçêà ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷å-
ñêèìè òî÷êàìè äàííîé ôóíêöèè. 
Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ðàññìàòðèâàå-
ìîé íàìè ôóíêöèè áóäåò áîëüøå 0, 

åñëè ÷èñëà ,f a  1f  îäíîâðå-

ìåííî áóäóò áîëüøå 0.  
Íàéä¸ì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ,a  

ïðè êîòîðûõ ýòè óñëîâèÿ óäîâëå-
òâîðÿþòñÿ:  

( 1) 0, 2 1 5 0,

( ) 0 1 2 3 0

f a

f a a a

⎧⎧ ⎪

⎨ ⎨
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3,5,

1,5,
1,5.

4,

2/3
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a
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Â ñëó÷àå áîëüøåãî êîëè÷åñòâà ñëà-
ãàåìûõ â íåðàâåíñòâå êðèòè÷åñêèå 
òî÷êè áóäóò ðàñïîëîæåíû âíóòðè 
ñîîòâåòñòâóþùåãî îòðåçêà. Òîãäà 
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè áó-
äåò äîñòèãàòüñÿ ëèáî â êðèòè÷åñêèõ 

òî÷êàõ âíóòðè îòðåçêà 0 1; ,x x  ëèáî

íà åãî êîíöàõ. 

Îòâåò: ( ; 1,5).
Ðåøåíèå 2. Ïåðåïèøåì èñõîäíîå 

íåðàâåíñòâî â âèäå: 

2 3 2 1 .x a x x

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè: 1( )y x

2 x a  è 2( ) 3 2 1 .y x x x  Ìû

äîëæíû íàéòè òàêèå çíà÷åíèÿ ïà-
ðàìåòðà ,a  ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñò-

âî 1( )y x 2( )y x  ñïðàâåäëèâî äëÿ

âñåõ  .x R   Ðàñêðûâàÿ  ìîäóëü  ïî

îïðåäåëåíèþ, ôóíêöèþ 2( )y x  ïðåä-

ñòàâèì â âèäå 

2
4 , 1,

( )
2 3 , 1.

x x
y x

x x
⎧

⎨

⎩

Ïîñòðîèì òåïåðü ãðàôèê ôóíê-

öèè 1( ) 2y x x a  ïðè êàêîì-ëèáî

çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ,a  íàïðèìåð, 

ïðè 5a  (ðèñ. 1). Òî÷êà èçëîìà

ãðàôèêà ôóíêöèè èìååò êîîðäèíàòû 

(5; 0),  à â îáùåì ñëó÷àå ( ; 0).a  Ãðà-

ôèêè ôóíêöèé èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1. 

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî 1 2( ) ( ),y x y x

åñëè ëåâàÿ âåòâü ôóíêöèè 1( )y x

ëåæèò ïðàâåå òî÷êè èçëîìà ( 1; 5)

ãðàôèêà ôóíêöèè 2( ).y x  Ïîäñòàâëÿÿ

êîîðäèíàòû ( 1; 5)  â óðàâíåíèå

( ) 2 2y x x a  (ëåâàÿ âåòâü ôóíêöèè

1( )),y x  íàõîäèì, ÷òî 1,5.a  Ïðè

ýòîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ãðàôèê 

ôóíêöèè 1( )y x  ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷-
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êó èçëîìà ãðàôèêà ôóíêöèè 2( ).y x

Çíà÷èò, ïðè 1,5a  ìû èìååì
1 2( ) ( )y x y x  äëÿ ëþáîãî .x R

Îòâåò: ( ; 1,5).

y2 ( )x
� �1y x

� �� �� 	

 �

3

2
a

� �� �5a
� �1y x

3

2
5

y

x

Ðèñ. 1 

Ðåøåíèå 3. Èñïîëüçóÿ  ôîðìóëó 

2( )H  äâà ðàçà, ïîëó÷èì:

1 2 3 2

1 2 2 3 2 ,

1 2 2 3 2 ,

1 2 2 3 2 ,

1 2 2 3 2

x x a x

x x a x

x x a x

x x a x

x x a x

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

2 2
,5 2 2 , 5

3 4 2 , 4 2
,

32 2 ,
2 2 ,4 2

4 2 .

a
xx a

x a a
x

x a
x ax a
x a

⎡

⎢⎡

⎢⎢

⎢⎢

⎢⎢

⎢⎢

⎢⎣

⎢
⎣

Ñîâîêóïíîñòü íåðàâåíñòâ áóäåò âû- 
ïîëíåíà äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ïåðåìåí-
íîé, åñëè îáúåäèíåíèå èõ ðåøåíèé äàñò 
âñ¸ ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. 

Îáúåäèíåíèå ðåøåíèé ïåðâûõ 
òð¸õ íåðàâåíñòâ åñòü èíòåðâàë âèäà 

0; ,a  ãäå

0
2 2 4 2

min ; ; 2 2 ,
5 3

a a
a a

⎧ ⎫

⎨ ⎬

⎩ ⎭

à ðåøåíèå ÷åòâ¸ðòîãî – èíòåðâàë 

; 4 2 .a  Ïîýòîìó îáúåäèíåíèå

ðåøåíèé ïåðâûõ òð¸õ è ÷åòâ¸ðòîãî íå-
ðàâåíñòâ áóäåò âñåì ìíîæåñòâîì äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, åñëè 4 2a  áóäåò

áîëüøå õîòÿ áû îäíîãî èç òð¸õ ÷èñåë: 

2 2 4 2
; ; 2 2 .

5 3

a a
a  Ïîýòîìó èñêî-

ìûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà áóäóò çàäà-
âàòüñÿ ñîâîêóïíîñòüþ íåðàâåíñòâ 

2 2
4 2 , 11

,5
4

4 2 3
4 2 , 4, .

3 2
32 2 4 2
2

a
a

a

a
a a a

a a a

⎡

⎡
⎢

⎢
⎢

⎢
⎢

⎢
⎢

⎢
⎢

⎢
⎢

⎣
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Îòâåò: ; 1,5 .

Çàäà÷à 3 ([1]). Íàéäèòå âñå òàêèå 
,a  ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè 

24 2 3f x x a x x  ìåíüøå 4. 

Ðåøåíèå 1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ 

24 2 3 .f x x a x x

Å¸ ãðàôèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäè-
íåíèå êóñêîâ ïàðàáîë, ñîñòûêîâàííûõ 
äðóã ñ äðóãîì â òî÷êàõ èçëîìà, à èìåí-

íî: ; 3; 1.x a  Ïîýòîìó êðèòè÷åñêè-

y
2 ( )x

� �1y x

� �� �� 	

 �

3

2
a

� �� �5a
� �1y x

3

2
5

y

x
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ìè òî÷êàìè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ;x a

3; 1x x  è, ìîæåò áûòü, ñòàöèî-

íàðíûå òî÷êè êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé 

2

2

6 4 3 ,

2 4 3 ,

y x x a

y x x a

â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèé 
ðàâíà íóëþ. Íî â äàííîì ñëó÷àå îíè 

ñîâïàäàþò ñ òî÷êàìè 3, 1.x x  Ò. ê.

1x  – àáñöèññà âåðøèíû ïàðàáîëû,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíê-

öèè 2
( ) 2 4 3,f x x x a  òî íà èí-

òåðâàëå 0; ,x ãäå 0x

min 3 ; ,a  ýòà ôóíêöèÿ óáûâàåò.

Àíàëîãè÷íî, íà èíòåðâàëå 1; ,x

ãäå 1 max 1; ,x a  ôóíêöèÿ ( )f x

2 6 4 3x x a  âîçðàñòàåò.

Ñîãëàñíî àëãîðèòìó íàèìåíüøåå 
çíà÷åíèå ôóíêöèè áóäåò ìåíüøå 4, 
åñëè õîòÿ áû îäíî èç å¸ çíà÷åíèé â òî÷-

êàõ , 3 , 1f a f f  áóäåò ìåíüøå 4.

Ïîëó÷èì ñîâîêóïíîñòü íåðàâåíñòâ: 

2 22 3 4, 4 2 3 4,

4 3 4, 1 3 1,

1 1 14 1 4

a a a a

a a

aa

⎡
⎡

⎢
⎢

⎢
⎢

⎢
⎢

⎢
⎣

⎣

2

2

2 7 0,

2 1 0,

4 2,

0 2

a a

a a

a

a

⎡⎧
⎪
⎢
⎨

⎢
⎪⎩
⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢⎣

4 1,

1 2.

a

a
⎡

⎢

⎣

Îòâåò: ( 4; 1) ( 1; 2).∪

Ðåøåíèå 2. Ïåðåôðàçèðóåì óñ-
ëîâèå çàäà÷è: íàéòè âñå òàêèå a, 
ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò õîòÿ áû 
îäíî ðåøåíèå íåðàâåíñòâà 

24 2 3f x x a x x <4 

Î÷åâèäíî, ýòà ôîðìóëèðîâêà ýê-
âèâàëåíòíà èñõîäíîé. 

Ðàññìîòðèì    ôóíêöèè    1( )y x

4 x a  è 2
2( ) 4 2 3 .y x x x  Íå-

îáõîäèìî íàéòè òàêèå çíà÷åíèÿ ïà-
ðàìåòðà ,a  ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñò-

âî 1 2( ) ( )y x y x  âûïîëíÿëîñü õîòÿ áû

ïðè îäíîì çíà÷åíèè .x   

Ôóíêöèÿ 2
2( ) 4 2 3y x x x  íå  

çàâèñèò îò ïàðàìåòðà à, è å¸ ãðà-
ôèê íåòðóäíî èçîáðàçèòü (ðèñ. 2). 
Íà ðèñ. 2 òàêæå èçîáðàæåíû íåêî-
òîðûå îñîáåííî âàæíûå ïîëîæåíèÿ 

ãðàôèêà ôóíêöèè 1 .y x  Ïðè x

Ðèñ. 2 
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1 2 2;  1;  1 2 2  çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè  2( ) 0.y x

Ôóíêöèè 1y x  è 2y x  òàêîâû,

÷òî ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà 

a  ãðàôèê ôóíêöèè 1( )y x  êàñàåòñÿ

ãðàôèêà ôóíêöèè 2( )y x  ïðè íåêîòîðîì

( ; 3].x  Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèé

ðàâåíñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèé è èõ ïðî-
èçâîäíûõ â òî÷êå êàñàíèÿ ïîëó÷èì: 

2 4,4( ) 2 7,
3.4 2 2

ax a x x
xx

⎧ ⎧⎪

⎨ ⎨

⎩⎪⎩

Åñëè ðàññìîòðåòü òîëüêî êâàäðàòíîå 
óðàâíåíèå ñèñòåìû, òî ìîæíî çàìå-

òèòü, ÷òî ïðè 4a  åãî äèñêðèìèíàíò

ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàôèêè 

ôóíêöèé 1y x  è 2y x  ïðè 4a

ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå ( 3; 4).

Ïðè 4a  äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ

ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì. Ìû âè-

äèì, ÷òî ïðè ; 4a  è âñåõ

x R  ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

1 2( ) ( ).y x y x  Åñëè ( 4; 1),a  òî ñó-

ùåñòâóþò ,x  ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿÿ 

åòñÿ íåðàâåíñòâî 1 2( ) ( ).y x y x  Ïðè

1a  ìû èìååì 1 2( 1) ( 1).y y  Ïðè

1x  ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

1 2( ) ( ).y x y x

Åñëè ( 1; 2)a , òî òàêæå ñóùå-

ñòâóþò ,x  äëÿ êîòîðûõ 1 2( ) ( ).y x y x

Ïðè 2a  ãðàôèêè ôóíêöèé 1y x

è 2y x  èìåþò îáùóþ òî÷êó, â êîòî-

ðîé îíè êàñàþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî: 

2 2,4( ) 2 7,
1.4 2 2

ax a x x
xx

⎧ ⎧⎪

⎨ ⎨

⎩⎪⎩

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè 2a  èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî 1 2( ) ( ), .y x y x x R

Îòâåò: ( 4; 1) ( 1; 2).∪

Ðåøåíèå 3. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå 

ôóíêöèè 24 2 3f x x a x x

ìåíüøå 4, åñëè íåðàâåíñòâî  

24 2 3 4x a x x

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå. Ðàñ-
êðûâàÿ ìîäóëè è èñïîëüçóÿ ôîðìóëó 
(Í1), ïîëó÷èì: 

22

22
2

2 2

2 2

4 3 16,6 4 7 0,

4 1 8,2 4 7 0,
4 2 3 4

2 4 1 0, 4 1 ,

6 4 1 0 4 3 8.

a xx x a

a xx x a
x a x x

x x a a x

x x a a x

⎧⎧

⎪⎪

⎪⎪
⎪ ⎪

⎨ ⎨

⎪ ⎪

⎪ ⎪

⎪ ⎪⎩ ⎩

Ïîñòðîèì ÃÌÒ (ãåîìåòðè÷åñêîå ìå-
ñòî òî÷åê), îïðåäåëÿåìîå ñèñòåìîé 

íåðàâåíñòâ íà ïëîñêîñòè ; ,x y  ãäå

4 .y a  Ìíîæåñòâà òî÷åê, êîîðäèíà-

òû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå 
íåðàâåíñòâ, çàøòðèõîâàíû íà ðèñ. 3. 
Êðàñíûìè ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè 
èçîáðàæåíû ãðàôèêè êâàäðàòè÷íûõ 

ôóíêöèé 2( 1) ,y x  
2( 1) 8,y x

à ñèíèìè – êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé 

2( 3) 8,y x  
2( 1) 16.y x

Ïîñòðîèâ ÃÌÒ, íàéä¸ì âñå çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ïðè êàæäîì èç 

êîòîðûõ ïðÿìàÿ 4y a  èìååò ñ íèì

õîòÿ áû îäíó îáùóþ òî÷êó. Ïîëó-
÷èì, ÷òî  

16 4 4, 4 1,

4 4 8 1 2.

a a

a a
⎡ ⎡

⎢ ⎢

⎣ ⎣

Îòâåò: ( 4; 1) ( 1; 2).∪

Ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá ÿâëÿåòñÿ 
äîñòàòî÷íî ïðîñòûì è õîðîøî ñå-
áÿ ïîêàçàë ïðè ðåøåíèè ðàññìîò-
ðåííûõ âûøå çàäà÷. Îòëè÷èòåëü-
íîé èõ ÷åðòîé ÿâëÿëàñü âîçìîæ-
íîñòü âûäåëèòü ôóíêöèþ, íå ñî-
äåðæàùóþ  ïàðàìåòðà.  Ïðèâåä¸ì  
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Ðèñ. 3 

çàäà÷ó, ðåøåíèå êîòîðîé ñ ïîìî-
ùüþ ãðàôè÷åñêîãî ñïîñîáà çà-
òðóäíèòåëüíî. 

Çàäà÷à 4 ([2]). Íàéòè âñå òàêèå ,a  

÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè 

2( ) (1 ) ( 1) 1f x x a x a a x

ìåíüøå 2. 
Ðåøåíèå. Ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá 

ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è çàòðóäíèòå-
ëåí, òàê êàê ïàðàìåòð âõîäèò â îáà 
ñëàãàåìûõ ôóíêöèè. Çàìåòèì, ÷òî 

êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ 2y x

1 a x a  èìååò íóëè 1, .x x a

Ïðè 1a  ôóíêöèÿ 
2( ) ( 1) .f x x  Å¸

íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ðàâíî íóëþ è, 

çíà÷èò, ìåíüøå 2. Åñëè 1,a  òî

ãðàôèê ôóíêöèè ñîñòîèò èç êóñêîâ 
ïàðàáîë  

2 2 2 1 ,y x x a

2 2 1 ,y x ax

ñîñòûêîâàííûõ â òî÷êàõ  

1,x  1,x  x a .

Òàê êàê ôóíêöèÿ  

2( ) (1 ) ( 1) 1 ,f x x a x a a x

òî òî÷êè 1,x  1,x  ,x a  ( 1)a
ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè èçëîìà ãðàôèêà 
ôóíêöèè. Ïðîèçâîäíàÿ â òàêèõ òî÷-
êàõ íå ñóùåñòâóåò, è ïîýòîìó 

1,x  1,x  x a  – êðèòè÷åñêèå

òî÷êè ôóíêöèè.  

Íà èíòåðâàëå 0( ; ),x  ãäå

0 min{ 1; },x a  êâàäðàòè÷íàÿ ôóíê-

öèÿ 
2( ) 2 1f x x ax  óáûâàåò. Íà èí-

òåðâàëå 1( ; ),x  ãäå 1 max{1; },x a
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ôóíêöèÿ 
2( ) 2 2 1f x x x a  âîç-

ðàñòàåò.  
Êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ôóíêöèè 

ÿâëÿþòñÿ òî÷êè 1, 1,x x x a  –

òî÷êè èçëîìà ãðàôèêà ôóíêöèè è 
ñòàöèîíàðíûå òî÷êè êâàäðàòè÷íûõ 
ôóíêöèé 

2 2 2 1 ,y x x a

2 2 1 .y x ax

Ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè êâàäðà-
òè÷íûõ ôóíêöèé, â êîòîðûõ ïðîèçâîä-
íàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü, ÿâëÿþòñÿ 
âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàáîë: 

, 1.x a x  Ñîãëàñíî àëãîðèòìó íà-

õîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ íå-
ïðåðûâíîé ôóíêöèè íà îòðåçêå íåîá-
õîäèìî íàéòè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â 
êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ è íà åãî êîíöàõ, ò. 

å. , 1 , 1f a f f . Çàäà÷à áóäåò ðå-

øåíà, åñëè õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ÷èñåë 
áóäåò ìåíüøå 2. Ñëåäîâàòåëüíî, 

( 1) 2, 1 2,

(1) 2, 1 1, 2.

( ) 2 ( 1) 1 2

f a

f a a

f a a a

⎡ ⎡

⎢ ⎢

⎢ ⎢

⎢ ⎢
⎣⎣

Îòâåò: ( ; 2).
Çàäà÷à 5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ 

ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-

ðûõ óðàâíåíèå 

21 1 (1 2 )ax a x ax   (1) 

èìååò ÷åòûðå ðåøåíèÿ (óðàâíå-
íèå (1) ïðèâåäåíî â [3]). 

Ðåøåíèå 1. Ïàðàìåòð ñîäåðæèò-
ñÿ â óðàâíåíèè òàêèì îáðàçîì, ÷òî 
íà ïåðâûé âçãëÿä ïðèìåíèòü ãðàôè-
÷åñêèé ìåòîä çàòðóäíèòåëüíî. 

Åñëè 0,a  òî 0.x  Ïóñòü 0.a
Ïðîèçâåä¸ì çàìåíó ïåðåìåííîé 

t ax  â óðàâíåíèè (1) è çàïèøåì

åãî â âèäå: 
2 (2 1 1 ).t t a t t    (2) 

Çàìåòèì, ÷òî 0t  ïðè ëþáîì a  ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2) (ýòî 

îçíà÷àåò, ÷òî 0x  – ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ ïðè ëþáîì ).a  Åñëè ââåñòè 

äâå ôóíêöèè, à èìåííî: 
2

1( ) ,y t t t  2( ) (2 1 1 ),y t a t t

òî óðàâíåíèå (2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü 

ñëåäóþùèì îáðàçîì: 1 2( ) ( ).y t y t  Òàêèì

îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåí-
íîé ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå (2), â êîòî-

ðîì ôóíêöèè 1 2( ), ( )y t y t  ïðîñòûå è

1( )y t  íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà. Ïîýòîìó

åãî óäîáíî ðåøàòü ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì.  

Ïðè 1t  ôóíêöèÿ 2( )y t at  è

óðàâíåíèå (2) ñòàíåò ñëåäóþùèì:  

2 .t t at   (3) 

Åãî ðåøåíèÿìè áóäóò 1 0t  è

2 1 ( 2).t a a  Åñëè 1,a  òî 0t
áóäåò åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíå-

íèÿ (3). Ãðàôèêè ôóíêöèé 1 2( ), ( )y t y t

êàñàþòñÿ äðóã äðóãà ïðè 0.t  Åñëè

1,a  òî ãðàôèêè ôóíêöèé 1 2( ), ( )y t y t
ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî ïðè çíà÷åíèÿõ 

ïåðåìåííîé  1 0t  è 2 1 0.t a
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà 

(1; 2).a  Óðàâíåíèå (3) èìååò äâà

ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì 2 (0; 1).t

Ïðè 1t  ôóíêöèÿ 2( ) (3 2).y t a t
Îïðåäåëèì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ,a  

ïðè êîòîðîì ãðàôèêè ôóíêöèé 

1 2( ), ( )y t y t  êàñàþòñÿ äðóã äðóãà.

Ïðèðàâíèâàÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé 
è èõ ïðîèçâîäíûõ, ïîëó÷èì ñèñòåìó 
óðàâíåíèé 

2 (3 2),

2 1 3 .

t t a t

t a

⎧⎪

⎨

⎪⎩

Â ðåçóëüòàòå å¸ ðåøåíèÿ áóäåì 
èìåòü  

(7 2 10)/9 1, (2 10)/3 1.a t

Ïðè ( *; 2)a a  ïåðâîå óðàâíåíèå

ñèñòåìû èìååò äâà ðåøåíèÿ. 
Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíû ãðàôèêè 

ôóíêöèé 1 2( ), ( )y t y t  ïðè a

5/3 ((7 2 10)/9; 2).

Ïðè 2a  ìû èìååì 1 2(1) (1)y y
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2 è óðàâíåíèå (2) èìååò òîëüêî îäíî
ðåøåíèå, áîëüøåå åäèíèöû. Àíàëîãè÷-
íûé ðåçóëüòàò ìû èìååì òàêæå è ïðè 

2.a
Çàìå÷àíèå. Ïðè 1t  óðàâíåíèå

(2) ïðèìåò âèä: 

2 (1 3 ) 2 0.t a t a         (4)

Íàì íóæíî íàéòè òàêèå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êîòîðûõ óðàâíå-

íèå (4) èìååò äâà ðåøåíèÿ, áîëüøèõ 
åäèíèöû. Ñîãëàñíî îäíîé èç òåîðåì î 
ðàñïîëîæåíèè êîðíåé êâàäðàòíîãî 
òð¸õ÷ëåíà, ýòî èìååò ìåñòî òîãäà è  

òîëüêî òîãäà, êîãäà (ñì. [5], [6]): 

29 14 1 0,

(1 3 )/2 1,

(1) 0.

D a a

a

f

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

Îòêóäà ïîëó÷àåì 

7 2 10
2.

9
a  

Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà,  
êàê ìû çíàåì, óðàâíåíèå (3) òàêæå 
èìååò äâà ðåøåíèÿ. 

Îòâåò: (7 2 10)/9 2.a

y y� 1( )t

y y� 2( )t
� ��� �
� �

5

3
a

t

Ðèñ. 4 
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� ��� �
� �
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