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Çàäà÷à î êóáèêàõ,  

èëè Êîñòè Çèõåðìàíà 
Ýòîò ñþæåò íåîáû÷åí äëÿ øêîëüíîé ìàòåìàòèêè. Âî-ïåðâûõ, îí 

áûë èçó÷åí îêîëî 30 ëåò íàçàä, òîãäà êàê òðàäèöèîííîé øêîëüíîé 

ìàòåìàòèêå â îñíîâíîì 2 − 2,5 ñ ïîëîâèíîé òûñÿ÷è ëåò (Ïèôàãîð, 
Ôàëåñ, Åâêëèä) èëè õîòÿ áû 400 ëåò (Äåêàðò). Âî-âòîðûõ, ñþæåò 

ñâÿçûâàåò âîåäèíî ñîâñåì ðàçíûå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè − àëãåáðó è 
êîìáèíàòîðèêó. 

Óïðàæíåíèåì ìû áóäåì íàçû-
âàòü âîïðîñ, êîòîðûé íàäî ïðîäó-
ìàòü, ïðåæäå ÷åì ÷èòàòü äàëüøå. 

Çàäàíèåì − âîïðîñ «â ñòîðîíó», íàä 
êîòîðûì ìîæíî äóìàòü íåçàâèñèìî 
îò ðàçâèòèÿ ñþæåòà. 

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ èã-

ðàëüíóþ êîñòü. Ýòî êóáèê, íà øå-
ñòè ãðàíÿõ êîòîðîãî íàïèñàíû ÷èñëà 
îò 1 äî 6. Åñëè êóáèê «÷åñòíûé», òî 

êàæäîå ÷èñëî âûïàäàåò ñ ðàâíîé 
÷àñòîòîé. Íàì áóäåò óäîáíî ãîâî-
ðèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ÷èñåë 1, 2, 
3, 4, 5, 6 ðàâíî {1, 1, 1, 1, 1, 1}. 

Òåïåðü áóäåì ïîäáðàñûâàòü äâà 
êóáèêà è ñ÷èòàòü ñóììó ÷èñåë, âû-
ïàâøèõ íà êàæäîì èç íèõ. ×òî áó-
äåò âûïàäàòü ÷àùå? 

×òîáû ïîíÿòü ýòî, ñîñòàâèì òàá-
ëèöó: 

1 2 3 4 5 6 

1 2 3 4 5 6 7 

2 3 4 5 6 7 8 

3 4 5 6 7 8 9 

4 5 6 7 8 9 10 

5 6 7 8 9 10 11 

6 7 8 9 10 11 12 

Ñãèáíåâ Àëåêñåé Èâàíîâè÷
Êàíäèäàò  ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ó÷èòåëü 

ìàòåìàòèêè øêîëû-èíòåðíàòà 
«Èíòåëëåêòóàë»,  ã. Ìîñêâà.
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Çäåñü â «íóëåâûõ» ñòðîêå è 
ñòîëáöå íàïèñàíû ÷èñëà, âûïàäàþ-
ùèå íà êóáèêàõ, à íà ïåðåñå÷åíèè 

ñòðîê è ñòîëáöîâ − ñóììû ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ÷èñåë. Äëÿ óäîáñòâà îäè-
íàêîâûå ñóììû âûäåëåíû îäèíàêî-
âûì öâåòîì. Âèäíî, ÷òî ñóììû 2 è 
12 âñòðå÷àþòñÿ ïî îäíîìó ðàçó, 3 è 

11 − ïî äâà ðàçà, 4 è 10 − ïî òðè ðà-

çà, …, 7 − øåñòü ðàç. Äëÿ êðàòêîñòè 
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå 
ñóìì äëÿ äâóõ êóáèêîâ òàêîå: {1, 2, 
3, 4, 5, 6, 5, 4, 3, 2, 1}. ×àùå âñåãî 

âûïàäàåò ñóììà ñåìü, ðåæå âñåãî −
äâà è äâåíàäöàòü. 

Çàäà÷à (îñíîâíàÿ). à) Ñóùåñòâó-
þò ëè äâå êîñòè ñ äðóãèìè íàáîðàìè 
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íà ãðàíÿõ, äëÿ 
êîòîðûõ ðàñïðåäåëåíèå ñóìì òàêîå 
æå, êàê è äëÿ ïàðû ñòàíäàðòíûõ 

êîñòåé? á) Íàéäèòå âñå òàêèå ïàðû 
íåñòàíäàðòíûõ êîñòåé. 

Òåðïåëèâûé ÷èòàòåëü ìîæåò çà-
ïàñòèñü áóìàãîé è ïîïðîáîâàòü ñî-
ñòàâèòü òàáëèöó, â êîòîðîé ÷èñëà 
«íóëåâûõ» ñòðîêè è ñòîëáöà äðóãèå, 

à ñóììû − òàêèå æå è âñòðå÷àþòñÿ 
ñòîëüêî æå ðàç. Ïîäñêàæåì, ÷òî 
îäèí òàêîé íàáîð êîñòåé òî÷íî åñòü 
(ìû åãî ïðèâåä¸ì íèæå). Íî åñëè ìû 
åãî è íàéä¸ì «âðó÷íóþ», òî êàê ïðî-
âåðèòü, ÷òî íåò äðóãèõ íàáîðîâ? 
Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ óñòðîèòü ïîëíûé 
ïåðåáîð, íî ýòî çàäà÷à ñêîðåå äëÿ 
ïðîãðàììèñòà. 

Çàäàíèå 1. Ìîãóò ëè íåñòàíäàðò-
íûå êóáèêè áûòü îäèíàêîâûìè? 

Ïîëíîå èññëåäîâàíèå îñíîâíîé 
çàäà÷è òðåáóåò íîâîé èäåè. Êàê ýòî 
÷àñòî áûâàåò, èäåÿ ïðèõîäèò èç ñî-
âñåì äðóãîãî ðàçäåëà ìàòåìàòèêè. 

Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè 

Ïîíÿòèå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè 
ââåä¸ì íà ñîâñåì ïðîñòîì ïðèìåðå. 
Ðàññìîòðèì äâå ìîíåòû. Íà îäíîé 
ñòîðîíå êàæäîé ìîíåòû íàïèñàíî 1, 
íà äðóãîé 2. Ïîäáðàñûâàåì îáå ìî-
íåòû è ñêëàäûâàåì ÷èñëà, îêàçàâ-
øèåñÿ íà âåðõíèõ ãðàíÿõ. Äàæå áåç 
òàáëèöû ïîíÿòíî, ÷òî âîçìîæíû 
ñóììû 2, 3 è 4 ñ ðàñïðåäåëåíèåì 
{1, 2, 1}. (Ïðîâåðüòå!) 

Ïîñ÷èòàåì ïðîèçâåäåíèå ñëåäó-
þùèõ ìíîãî÷ëåíîâ (ñåé÷àñ íàì 
óäîáíî íå îïóñêàòü åäèíè÷íûå êî-
ýôôèöèåíòû è ñòåïåíè): 

1 2 1 2 1 1

1 2 2 1 2 2

2 3 4

(1 1 )(1 1 ) 1 1

(1 1 ) 1 1

1 2 1 .

x x x x x

x x x

x x x

+

+ + +

+ + = ⋅ ⋅ +

+ ⋅ + ⋅ + ⋅ =

= + +

Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû 
ìíîãî÷ëåíîâ ñîîòâåòñòâóþò ðàñïðå-
äåëåíèþ ñóìì, à ïîêàçàòåëè ñòåïå-

íåé − ñàìèì ñóììàì:  

(Êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ) x
ñóììà

.
Â ñàìîì äåëå, ïîêàçàòåëè ñòåïå-

íåé ñêëàäûâàþòñÿ, êàê è âåëè÷èíû, 
à êîýôôèöèåíòû ïåðåìíîæàþòñÿ è 

ñêëàäûâàþòñÿ, åñëè îíè ïðè îäèíà-
êîâûõ ñòåïåíÿõ, êàê è ðàñïðåäåëå-
íèå ñóìì. 

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâîäÿùåé 
ôóíêöèåé äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ 

{s1, s2, …, sn} âåëè÷èí (÷èñåë, ñóìì è 

ò. ä.) 1, 2, …, n íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí 
1 2

1 2 ... .

n

n
s x s x s x+ + +

Ìû ïîíÿëè, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ 
ôóíêöèÿ äëÿ ñóììû âåëè÷èí ðàâíà 
ïðîèçâåäåíèþ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíê-
öèé ýòèõ âåëè÷èí.  

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ îä-
íîé ñòàíäàðòíîé êîñòè åñòü 

2 3 4 5 6
( ) 1 1 1 1 1 1 .L x x x x x x x= + + + + +

À ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ 
ïàðû ñòàíäàðòíûõ êîñòåé åñòü 

( )
2

2 3 4 5 6
1 1 1 1 1 1 .x x x x x x+ + + + +

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû óæå çíàåì èç 
òàáëèöû, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà  

2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12

1 2 3 4 5 6

5 4 3 2 1 .

x x x x x x

x x x x x

+ + + + + +

+ + + + +

Ìàòåìàòèêà
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Óïðàæíåíèå 1. Âû÷èñëèòå
2

( ( ))L x âðó÷íóþ, ïðîñëåäèòå, êàê îá-

ðàçóþòñÿ êîýôôèöèåíòû è ñðàâíèòå 
ñ òåì, êàê îíè îáðàçîâûâàëèñü â 
òàáëèöå. 

Èòàê, âìåñòî ñîñòàâëåíèÿ òàáëè-
öû ìîæíî ïåðåìíîæàòü ìíîãî÷ëåíû! 

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå: ÷òîáû 
ìíîãî÷ëåí áûë ïðîèçâîäÿùåé ôóíê-
öèåé äëÿ êîñòè (ñ íàòóðàëüíûìè 
÷èñëàìè íà ãðàíÿõ), íåîáõîäèìî, 
÷òîáû à) ñóììà åãî êîýôôèöèåíòîâ 
ðàâíÿëàñü 6, á) ó ìíîãî÷ëåíà íå áû-
ëî ñâîáîäíîãî ÷ëåíà. 

Çàäàíèå 2. ßâëÿþòñÿ ëè óñëîâèÿ 
à) è á) âìåñòå äîñòàòî÷íûìè? 

Òåïåðü ìû ìîæåì äåéñòâîâàòü 
òàê: ïîïðîáóåì ðàçëîæèòü ïðîèçâî-
äÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ äâóõ ñòàí-
äàðòíûõ êîñòåé íà ìíîæèòåëè, êî-
òîðûå ÿâëÿëèñü áû ïðîèçâîäÿùèìè 

ôóíêöèÿìè äëÿ íåñòàíäàðòíûõ êî-
ñòåé. 

Ïðèñòóïèì ê âûïîëíåíèþ íàøå-
ãî ïëàíà.  

Ðàçëîæèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíê-
öèþ îäíîé ñòàíäàðòíîé êîñòè íà 
ìíîæèòåëè: 

( )

2 3 4 5 6

2 3 4 5

1 1 1 1 1 1

1

x x x x x x

x x x x x x

+ + + + + =

= + + + + + =

( )( )
2 3 2

1 1x x x x x x= + + + + + =

3 2

2 2

(1 )(1 )

(1 )(1 )(1 ).

x x x x

x x x x x x

= + + + =

= + − + + +

(Èñïîëüçîâàíà ãðóïïèðîâêà è 
ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ñóììû 
êóáîâ.) 

Òåïåðü íàäî ïîíÿòü, êàêèå ìíî-
ãî÷ëåíû ìîæíî ñîñòàâèòü èç ïîëó-
÷åííûõ ìíîæèòåëåé. 

Öåëûå ÷èñëà è ìíîãî÷ëåíû: àíàëîãèÿ 

Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à 1. Ðàç-
ëîæèòå ÷èñëî 30 íà äâà ìíîæèòåëÿ, 
îòëè÷íûõ îò 1,  âñåìè âîçìîæíûìè 
ñïîñîáàìè. 

Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì 30 íà ïðî-
ñòûå ìíîæèòåëè: 30 2 3 5= ⋅ ⋅ . 

Òåïåðü ëþáûå ìíîæèòåëè ÷èñëà 
30 ìîæíî ïîëó÷èòü, êîìáèíèðóÿ ýòè 

÷èñëà: 30 (2 3) 5,= ⋅ ⋅  30 2 (3 5),= ⋅ ⋅  

30 3 (2 5).= ⋅ ⋅

 

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòûå ÷èñëà −
ýòî «êèðïè÷èêè», èç êîòîðûõ ñòðî-
ÿòñÿ ñîñòàâíûå ÷èñëà. 

Ïîïðîáóåì ïåðåíåñòè ýòó èäåþ 
íà ìíîãî÷ëåíû. Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî-
÷ëåíû è öåëûå ÷èñëà «âåäóò ñåáÿ» 
î÷åíü ïîõîæå:  

Ïðè ñëîæåíèè èëè âû÷èòàíèè 
äâóõ öåëûõ ÷èñåë ïîëó÷àåòñÿ öåëîå 
÷èñëî 

Ïðè ñëîæåíèè èëè âû÷èòàíèè 
äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîëó÷àåòñÿ ìíîãî-
÷ëåí 

Ïðè óìíîæåíèè äâóõ öåëûõ ÷èñåë 
ïîëó÷àåòñÿ öåëîå ÷èñëî 

Ïðè óìíîæåíèè äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ 
ïîëó÷àåòñÿ ìíîãî÷ëåí 

Ïðàâäà, ïðè äåëåíèè äâóõ öåëûõ 
÷èñåë ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ÍÅ öåëîå 
÷èñëî 

Ïðàâäà, ïðè äåëåíèè äâóõ ìíîãî-
÷ëåíîâ ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ÍÅ ìíîãî-
÷ëåí 

Îäíàêî ïðè äåëåíèè ñ îñòàòêîì 
öåëûõ ÷èñåë â íåïîëíîì ÷àñòíîì è 
îñòàòêå ïîëó÷àþòñÿ öåëûå ÷èñëà 

Îäíàêî ïðè äåëåíèè ñ îñòàòêîì 
ìíîãî÷ëåíîâ â íåïîëíîì ÷àñòíîì è 
îñòàòêå ïîëó÷àþòñÿ ìíîãî÷ëåíû 

(Ìàòåìàòèêè ãîâîðÿò, ÷òî è 
ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, è ìíîæå-
ñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñ îïåðàöèÿìè 
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ 

êîëüöàìè.) 
Òàê âîò, àíàëîãîì ïðîñòûõ ÷è-

ñåë ñëóæàò íåïðèâîäèìûå ìíî-
ãî÷ëåíû: 

Ìàòåìàòèêà
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Ïðîñòûå ÷èñëà Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû 
Íå ðàñêëàäûâàþòñÿ â ïðîèçâåäå-

íèå äâóõ ÷èñåë, áîëüøèõ 1. 
Íå ðàñêëàäûâàþòñÿ â ïðîèçâå-

äåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 
âûøå íóëåâîé. 

Óïðàæíåíèå 3. Ïðèâîäèìû èëè 

íåò ìíîãî÷ëåíû: 2 2
, 1, 1?x x x+ −  

Îêàçûâàåòñÿ, íåïðèâîäèìû-
ìè1 ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ìíîãî÷ëå-
íû íóëåâîé ñòåïåíè, ïåðâîé 
ñòåïåíè, è òå ìíîãî÷ëåíû âòî-
ðîé ñòåïåíè, ó êîòîðûõ íåò 
êîðíåé.  

Ïåðâûå äâà êëàññà î÷åâèäíû, 
òðåòèé ìåíåå î÷åâèäåí. È ñîâñåì 

íåîæèäàííî, ÷òî âñå ìíîãî÷ëåíû 
òðåòüåé è áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé 
ðàñêëàäûâàþòñÿ íà ìíîæèòåëè 
íåíóëåâîé ñòåïåíè ñ äåéñòâèòåëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè. (Îò÷àñòè 
ýòîò âîïðîñ áóäåò îáúÿñí¸í â äîïîë-
íåíèè.) 

Çàäàíèå 3. Ïðèâåäèòå (ðàçëî-
æèòå íà ìíîæèòåëè) ìíîãî÷ëåíû  

4 2
2 1,x x+ +

4
4x + . 

Ðåøåíèå îñíîâíîé çàäà÷è 

Âåðí¸ìñÿ ê íàøåé ïðîèçâîäÿùåé 
ôóíêöèè, çàïèøåì å¸ ñðàçó äëÿ 
äâóõ ñòàíäàðòíûõ êîñòåé:  

2 2 2 2 2 2
(1 ) (1 ) (1 )x x x x x x+ − + + + . 

Óïðàæíåíèå 4. Ïðîâåðüòå, ÷òî 

âñå ñîñòàâëÿþùèå å¸ ìíîæèòåëè − 
íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû. 

Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå ìíîãî÷ëåíû, 
íà êîòîðûå ìû ìîæåì ðàçëîæèòü 
ýòó ôóíêöèþ, ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäå-
íèÿìè ôóíêöèé  

( ) ,f x x= ( ) 1 ,g x x= +  

2
( ) 1 ,h x x x= − +  2

( ) 1k x x x= + +

(êàê âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å ñ 
÷èñëàìè). Èòàê, êàæäûé èç ÷åòûð¸õ 
ýòèõ ñîìíîæèòåëåé ìû ìîæåì ëèáî 
ïîìåñòèòü â ïåðâîé ñòåïåíè â îáå 
êîíñòðóèðóåìûå ôóíêöèè, ëèáî âî 
âòîðîé ñòåïåíè òîëüêî â îäíó èç 
íèõ. Îäíàêî åñëè ìû õîòèì ïðè ýòîì 
ïîëó÷èòü íå ïðîñòî ìíîãî÷ëåí, à 
ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ íå-
ñòàíäàðòíîãî êóáèêà, òî íàäî ñîáëþ-
ñòè òðåáîâàíèÿ óïðàæíåíèÿ 2. 

Óòâåðæäåíèå (á) äëÿ íàñ îçíà÷à-

åò, ÷òî ( )f x x=  ïðèñóòñòâóåò â îáî-

èõ ìíîãî÷ëåíàõ. 

À ÷òî îçíà÷àåò (à)? 
Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à 2. Ñóì-

ìà êîýôôèöèåíòîâ îäíîãî ìíîãî÷ëå-
íà ðàâíà 2, à ñóììà êîýôôèöèåíòîâ 
äðóãîãî ðàâíà 3. Äîêàæèòå, ÷òî ñóì-
ìà êîýôôèöèåíòîâ ïðîèçâåäåíèÿ 
ìíîãî÷ëåíîâ ðàâíà 6. 

Ðåøåíèå 1, òåõíè÷åñêîå. Ïðîâå-
ä¸ì ñíà÷àëà äîêàçàòåëüñòâî äëÿ 
ìíîãî÷ëåíîâ ìàëûõ ñòåïåíåé. Ïåðå-
ìíîæèì èõ:  

( ) ( )

( )

2

0 1 2 0 1

0 0 0 1 1 0

2 3

2 0 1 1 2 1

( )

.

a a x a x b b x

a b a b a b x

a b a b x a b x

+ + + =

= + + +

+ + +

Âûïèøåì ñóììó êîýôôèöèåíòîâ 
è ïðåîáðàçóåì å¸:  

( ) ( )

0 0 0 1 1 0 2 0 1 1 2 1

0 1 2 0 1 2 3 6.

a b a b a b a b a b a b

a a a b b

+ + + + + =

= + + + = ⋅ =

Îáîáùèòå ñàìè äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ 
ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè. 

Ðåøåíèå 2, èäåéíîå. Íàéä¸ì 
çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïðè 1.x =  Ó 
ïåðâîãî ìíîãî÷ëåíà ýòî áóäåò 2, à ó 
âòîðîãî 3. Çíà÷èò, ïðîèçâåäåíèå ïðè 

1x =  èìååò çíà÷åíèå 6. Òî åñòü 
ñóììà åãî êîýôôèöèåíòîâ ðàâíà 6. 

1 Èìååòñÿ â âèäó − ìíîãî÷ëåíû ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòî-

ðûå íå ðàçëàãàþòñÿ íà ìíîãî÷ëåíû ìåíüøåé ñòåïåíè ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè 
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Èòàê, ìû ïîíÿëè, ÷òî ïðè ïå-
ðåìíîæåíèè ìíîãî÷ëåíîâ ñóììû 
èõ êîýôôèöèåíòîâ òàêæå ïåðå-

ìíîæàþòñÿ, à åù¸ − ÷òî ñóììó 
êîýôôèöèåíòîâ óäîáíî íàõî-
äèòü êàê çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà 
ïðè 1.x =  

Çàäàíèå 4. Çíàêîïåðåìåííàÿ
ñóììà êîýôôèöèåíòîâ îäíîãî ìíîãî-
÷ëåíà ðàâíà 5, à äðóãîãî 7. Íàéòè 
çíàêîïåðåìåííóþ ñóììó êîýôôèöè-
åíòîâ ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ìíîãî÷ëå-

íîâ. (Çíàêîïåðåìåííîé ñóììîé 
÷èñåë a, b, c, d íàçûâàåòñÿ 

.a b c d− + −  Ïðè ýòîì ñâîáîäíûé 

÷ëåí áåð¸ì ñî çíàêîì +.) 
Ïîñêîëüêó 

(1) 1,f =  (1) 2,g =  (1) 1,h =  (1) 3,k =

à íàì íóæíî ïîëó÷èòü â êàæäîì èç 
êîíñòðóèðóåìûõ ïðîèçâåäåíèé 6, òî 

ÿñíî, ÷òî ( )g x  è ( )k x  äîëæíû ñî-

äåðæàòüñÿ â îáîèõ ïðîèçâåäåíèÿõ, 

êàê è ( )f x . Òî åñòü âñÿ ñâîáîäà âû-

áîðà ñîñðåäîòî÷èëàñü â ôóíêöèè 

( ),h x  è ó íàñ åñòü äâà âàðèàíòà: 

à) ëèáî äâå îäèíàêîâûå ïðîèçâî-

äÿùèå ôóíêöèè: ( ) ( ) ( ) ( )f x g x h x k x  è 

( ) ( ) ( ) ( ),f x g x h x k x  

á) ëèáî äâå ðàçíûå: ( ) ( ) ( )f x g x k x  

è 2
( ) ( ) ( ) ( )f x g x h x k x . 

Ïåðâûé ñëó÷àé − ýòî äâå ñòàí-
äàðòíûå êîñòè 

2 2
(1 )(1 )(1 )x x x x x x+ − + + +  è 

2 2
(1 )(1 )(1 ),x x x x x x+ − + + +  

âòîðîé − ýòî 
2

(1 )(1 )x x x x+ + +  è 

2 2 2
(1 )(1 )(1 )x x x x x x+ + + − + . 

Ðàñêðûâ ñêîáêè, íåòðóäíî ïî-
ñ÷èòàòü (ïðîâåðüòå!), ÷òî ýòèì 
ôóíêöèÿì ñîîòâåòñòâóþò êîñòè ñ 
òàêîé òàáëèöåé: 

1 2 2 3 3 4 

1 2 3 3 4 4 5 

3 4 5 5 6 6 7 

4 5 6 6 7 7 8 

5 6 7 7 8 8 9 

6 7 8 8 9 9 10 

8 9 10 10 11 11 12 

Öâåòîì âûäåëåíû îäèíàêîâûå 
ñóììû, ÷òîáû óäîáíî áûëî ïðîâå-
ðèòü êîëè÷åñòâî âûïàäåíèé êàæäîé 
ñóììû. Äðóãèõ âàðèàíòîâ íåò. 

Èññëåäîâàòåëüñêîå çàäàíèå 1. 

à) Íàéäèòå òðè êîñòè ñ íàòóðàëü-
íûìè ÷èñëàìè íà ãðàíÿõ, äëÿ êîòî-
ðûõ ðàñïðåäåëåíèå ñóìì òàêîå æå, 
êàê ó òð¸õ ñòàíäàðòíûõ. á) Íàéäèòå 

âñå òàêèå òðîéêè êîñòåé. 

Èññëåäîâàòåëüñêîå çàäàíèå 2. 

Åñòü âñåãî ïÿòü òèïîâ ïðàâèëüíûõ 
ìíîãîãðàííèêîâ. Íàïèøåì íà ãðàíÿõ 

ïðàâèëüíîãî n-ãðàííèêà íàòóðàëü-
íûå ÷èñëà îò 1 äî n è íàçîâ¸ì åãî 
ñòàíäàðòíûì. Ïåðå÷èñëèòå âñå ïàðû 
íåñòàíäàðòíûõ à) òåòðàýäðîâ 

( 4),n =  á) îêòàýäðîâ ( 8n = ), â*) äî-

äåêàýäðîâ ( 12n = ), ã*) èêîñàýäðîâ 
( 20)n =  ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñóìì òà-

êèì æå, êàê ó ïàðû ñòàíäàðòíûõ. 
Îòâåò äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ: ó òåò-

ðàýäðîâ åñòü îäíà íåñòàíäàðòíàÿ 

ïàðà, ó îêòàýäðîâ − òðè, ó äîäåêà-

ýäðîâ è èêîñàýäðîâ − ïî ñåìü. Ïðè 
ýòîì ó òð¸õ ïîñëåäíèõ ñóùåñòâóþò 
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íåòðèâèàëüíûå «òðîéêè» íåñòàí-
äàðòíûõ êîñòåé (äàþùèå òàêîå æå 
ðàñïðåäåëåíèå ñóìì, êàê òðîéêè 
ñòàíäàðòíûõ)! 

Èíòåðåñíî òàêæå ïîèñêàòü íàáî-
ðû êîñòåé ðàçíûõ «ãðàííîñòåé», êî-
òîðûå âìåñòå äàþò îäèíàêîâûå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ. 

Ïðè áîëüøèõ n ìîãóò âîçíèê-
íóòü ñëîæíîñòè ñ ðàçëîæåíèåì ïðî-
èçâîäÿùåé ôóíêöèè. Â äîïîëíåíèè 
èçëîæåí ìåòîä ðàçëîæåíèÿ. 

Íàïîñëåäîê çàìåòèì, ÷òî ïðîèç-

âîäÿùèå ôóíêöèè − íå ïðîñòî òðþê 
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î êóáèêàõ. Ýòî 
ìîùíûé ñîâðåìåííûé ìåòîä ðåøå-
íèÿ öåëîãî êëàññà çàäà÷. 

Íåñòàíäàðòíûå êóáèêè áûëè îò-
êðûòû Êîëîíåëîì Äæîðäæåì Çè-
õåðìàíîì (îòñþäà è íàçâàíèå «êîñòè 
Çèõåðìàíà»). Ïåðâîå ñîîáùåíèå î 

íèõ îïóáëèêîâàë â 1978 ãîäó Ìàð-

òèí Ãàðäíåð − íåäàâíî ñêîí÷àâøèé-
ñÿ çíàìåíèòûé ïîïóëÿðèçàòîð ìà-
òåìàòèêè. 

Àâòîð áëàãîäàðåí çà îáñóæäåíèå 
çàäà÷è Tommy Chiang (Hong Kong), 
À. Âîðîíöîâó, Ä. Êàëèíîâó è 
Å. Êðûëîâó. 

Äîïîëíåíèå äëÿ òåõ, êòî çíàêîì ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè

Âçãëÿíåì íà íàøó çàäà÷ó ñ åù¸ 
îäíîé ñòîðîíû. Äëÿ ýòîãî ïîíàäî-
áèòñÿ çíàêîìñòâî ñ êîìïëåêñíûìè 

÷èñëàìè, à èìåííî − óìåíèå èçâëå-
êàòü êîìïëåêñíûé êîðåíü ñòåïåíè 
n èç 1,  ïîíÿòèå î ãåîìåòðè÷åñêîì 
ïðåäñòàâëåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë 
è óìåíèå êîìïëåêñíûå ÷èñëà ïå-
ðåìíîæàòü. Íàäî òàêæå ïîìíèòü, 

÷òî åñëè ÷èñëî 0z  ÿâëÿåòñÿ êîðíåì 

ìíîãî÷ëåíà P(z), òî 0( )z z−  ÿâëÿåòñÿ 

ìíîæèòåëåì ( ).P z  

Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí 
2 3 4 5 6

( )L x x x x x x x= + + + + + , 

ÿâëÿþùèéñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöè-
åé äëÿ îäíîé ñòàíäàðòíîé êîñòè, 
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå  

6
1

( )
1

x
L x x

x

−

=

−

. 

(Ýòî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà  

( )
1 2

1

( 1) ... 1

1,

n n

n

x x x x x

x

−

+

− + + + + + =

= −

êîòîðîå ìîæíî ïðîâåðèòü ïðîñòûì 
ïåðåìíîæåíèåì ñêîáîê.)  

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ êîìïëåêñ-

íîãî àðãóìåíòà ( )L z . ×òîáû ðàçëî-

æèòü ( )L z  íà ìíîæèòåëè, íàéä¸ì 

êîìïëåêñíûå êîðíè óðàâíåíèÿ 

6
1 0.z − =  Ýòî ÷èñëà 1, 3

i

e

π

, 

2

3
i

e

π

, 
3

3 1

i

e

π

= − , 

4 2

3 3
i i

e e

π π

−

= , 

5

3 3
i i

e e

π π

−

= . 
Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îíè ðàñ-
ïîëîæåíû â øåñòè âåðøèíàõ ïðà-
âèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà, âïèñàííî-
ãî â åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü ñ öåí-
òðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò (ñì. ðèñ. 1).  

Ðèñ. 1 

-1

-i

0 1

i

:
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Ïîýòîìó  

3 3

2 2

3 3

( ) ( 1)( )( )

( )( ).

i i

i i

L z z z z e z e

z e z e

π π

π π

−

−

= + + + ×

× + +

(Êîðåíü 1z =  èñ÷åçàåò ïðè äå-
ëåíèè íà 1.)z −  

Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûå íàì çíà-
êîìû (êñòàòè, òåïåðü ïîíÿòíî, îòêó-
äà ìíîæèòåëü 1x +  â ïðîèçâîäÿùåé 
ôóíêöèè). À ãäå æå ñïðÿòàíû 
îñòàëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ìíîæè-
òåëè? Íàäî ïåðåìíîæèòü ïàðû ñî-
ñåäíèõ ñêîáîê: 

23 3 3 3

2 2

( )( ) ( )

1 2cos 1 1,
3

i i i i

z e z e z e e z

z z z z

π π π π

π

− −

+ + = + + +

+ = + + = + +

 (1) 

2 2 2 2

23 3 3 3

2 2

( )( ) ( )

2
1 2cos 1 1.

3

i i i i

z e z e z e e z

z z z z

π π π π

π

− −

+ + = + + +

+ = + + = − +

 

(2) 

Óïðàæíåíèå 5. Äîêàæèòå, ÷òî 
åñëè ñêîáêè ãðóïïèðîâàòü è ïåðå-
ìíîæàòü ïî-äðóãîìó, òî íå ïîëó÷àò-
ñÿ ìíîãî÷ëåíû ñ äåéñòâèòåëüíûìè 
êîýôôèöèåíòàìè. 

Òåïåðü ïðîÿñíÿåòñÿ ïðèðîäà íå-
ïðèâîäèìûõ äåéñòâèòåëüíûõ ìíîãî-
÷ëåíîâ. Ìíîãî÷ëåí íà êîìïëåêñíîé 
ïëîñêîñòè âñåãäà ðàñêëàäûâàåòñÿ íà 
ëèíåéíûå ìíîæèòåëè (ýòî ñëåäñòâèå 
îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû íà êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè).  

1) Åñëè ó ìíîãî÷ëåíà êîðåíü 0z

ðàñïîëîæåí íà âåùåñòâåííîé 
îñè, òî ìû ïîëó÷àåì íåïðèâîäèìûé 

ìíîæèòåëü 0 .z z−

2) Åñëè æå êîðåíü êîìïëåêñ-

íûé: 1 ,z a ib= +  ãäå 0b ≠ , òî åñòü è 

êîìïëåêñíûé êîðåíü, åìó ñîïðÿæ¸í-

íûé: 2 .z a ib= −  (Äîêàæèòå ýòî. 

Íàïîìèíàåì, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíà äåé-
ñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû!) Òîãäà 
ïðîèçâåäåíèå  

( ) ( )
2 2 2

1 2 2z z z z z az a b− − = − + +

ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñ äåéñòâè-
òåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ïðè 
ýòîì íåïðèâîäèìûì (ïðîâåðüòå, ÷òî 
äèñêðèìèíàíò îòðèöàòåëüíûé). Äðó-
ãèõ ñëó÷àåâ íåò. 

Ñ ïîìîùüþ îïèñàííîé òåõíèêè 
ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ðåøèòü îáîáù¸í-

íóþ çàäà÷ó − äëÿ äâóõ ðóëåòîê ñ n 
ñåêòîðàìè. Ïóñòü íà ñòàíäàðòíîé 
ðóëåòêå íà n ðàâíûõ ñåêòîðàõ ðàñ-
ñòàâëåíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 
n. Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî âñå ÷èñëà
âûïàäàþò ðàâíîâåðîÿòíî, ò. å. ðàñ-
ïðåäåëåíèå âåëè÷èí äëÿ îäíîé ðó-
ëåòêè: {1, 1, …, 1}. 

Èññëåäîâàòåëüñêîå çàäàíèå 3. 

Ïåðå÷èñëèòü ïàðû íåñòàíäàðòíûõ 
ðóëåòîê ñ n ñåêòîðàìè ñ íàòóðàëü-
íûìè ÷èñëàìè, äëÿ êîòîðûõ ðàñïðå-
äåëåíèå ñóìì òàêîå æå, êàê äëÿ ïà-
ðû ñòàíäàðòíûõ ðóëåòîê. 

Ïëàí äåéñòâèé. Íåòðóäíî îáîá-
ùèòü ôîðìóëû (1), (2) äëÿ ñëó÷àÿ 
êîðíåé n-é ñòåïåíè èç 1 è ïîëó÷èòü 
ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ñòàí-
äàðòíîé ðóëåòêè ñ n ñåêòîðàìè. 
(Ñëó÷àè ÷¸òíîãî è íå÷¸òíîãî n óäîá-
íî ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî.) Òåì 
ñàìûì ìû ðåøèì âîïðîñ î ðàçëîæå-
íèè ôóíêöèè íà íåïðèâîäèìûå 
ìíîæèòåëè. Îäíàêî äàëüøå âñòàíåò 
âîïðîñ î íàòóðàëüíîñòè å¸ êîýôôè-
öèåíòîâ. Íàïðèìåð, ïðè 4n =  («èã-
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ðàëüíûå òåòðàýäðû») íåñòàíäàðòíàÿ 
ïàðà ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ. À âîò ïðè 

5n =  â íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëÿõ 
âîçíèêàþò èððàöèîíàëüíûå êîýô-
ôèöèåíòû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè 
êîìáèíèðîâàíèè ìíîæèòåëåé íàäî 
ïðîâåðÿòü, ïîëó÷àòñÿ ëè â èòîãå 
íàòóðàëüíûå êîýôôèöèåíòû. Êàê 
êàæåòñÿ, ýòà çàäà÷à íå èìååò îáùå-
ãî ðåøåíèÿ, íàäî ðàññìàòðèâàòü 
êàæäîå çíà÷åíèå n îòäåëüíî. Âîç-
ìîæíî, çäåñü ïîëåçíåå áóäóò ñàìè 
íàâûêè ðàáîòû ñ êîìïëåêñíûìè 
÷èñëàìè, ÷åì ðåçóëüòàò. 

Мудрые мысли   Мудрые мысли   Мудрые мысли 

Ìèð áóäóùåãî áóäåò ìèðîì âñ¸ áîëåå óïîðíîé áîðüáû çà óñòðàíåíèå 
áàðüåðîâ, îãðàíè÷èâàþùèõ íàø ðàçóì.

Ð. Âèíåð

Ãðàíèö íàó÷íîìó ïîçíàíèþ è ïðåäñêàçàíèþ ïðåäâèäåòü íåâîçìîæíî.
Ä.È. Ìåíäåëååâ

Ñìåëûå ìûñëè èãðàþò ðîëü ïåðåäîâûõ øàøåê â èãðå; îíè ãèáíóò, íî 
îáåñïå÷èâàþò ïîáåäó.

È. Ã¸òå

Åäèíñòâåííàÿ ñèëà, êîòîðóþ ìîæíî ïðèìåíÿòü âñåãäà  ýòî ñèëà 
ðàçóìà...

À.À. Ëþáèùåâ

Ìîÿ âåðà  ýòî âåðà â òî, ÷òî ñ÷àñòüå ÷åëîâå÷åñòâó äà¸ò ïðîãðåññ 
íàóêè.

È.Ï. Ïàâëîâ

Ëèøü òîò îáîãàùàåò ÷åëîâå÷åñòâî, êòî ïîìîãàåò åìó ïîçíàòü ñåáÿ, êòî 
óãëóáëÿåò åãî òâîð÷åñêîå ñàìîñîçíàíèå.

Ñ. Öâåéã

Åñëè ó âàñ åñòü ÿáëîêî è ó ìåíÿ åñòü ÿáëîêî, è åñëè ìû îáìåíÿåìñÿ 
èìè, òî ó âàñ è ó ìåíÿ îñòàíåòñÿ ïî îäíîìó ÿáëîêó. À åñëè ó âàñ åñòü 
èäåÿ è ó ìåíÿ åñòü èäåÿ, è ìû îáìåíÿåìñÿ èìè, òî ó êàæäîãî áóäåò ïî 

äâå èäåè.
Á. Øîó

×åëîâå÷åñòâî áûëî ñôîðìèðîâàíî íå èìïåðàòîðàìè, æðåöàìè, ïîë-
êîâîäöàìè, à òåìè, êòî ñîçäàë êîëåñî, ñàìîë¸ò, êòî íàø¸ë çëàêè, ïðîâî-

äíèêè, ðàäèîâîëíû.
Ä.À. Ãðàíèí


