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Çàäà÷à  
î êàñàþùèõñÿ îêðóæíîñòÿõ 

Â ñòàòüå â îáùåì âèäå ðàçáèðàåòñÿ ñëîæíàÿ è êðàñèâàÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à. Â õîäå ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷àñòíûå 
ñëó÷àè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ôèãóðèðó-
þùèõ â óñëîâèè çàäà÷è, à òàêæå äîêàçûâàþòñÿ è èñïîëüçóþòñÿ 
òåîðåìû Ïòîëåìåÿ è Ñòþàðòà. 

Â 2015 ãîäó íà ÅÃÝ ïðåäëàãàëàñü 
òàêàÿ çàäà÷à: 

Äâå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ âíóò-
ðåííèì îáðàçîì â òî÷êå A, ïðè÷¸ì 
ìåíüøàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð 
áîëüøåé. Õîðäà BC áîëüøåé îêðóæ-
íîñòè êàñàåòñÿ ìåíüøåé â òî÷êå P. 
Õîðäû AB è AC ïåðåñåêàþò ìåíü-
øóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ M è K 
ñîîòâåòñòâåííî. 

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå KM è 
BC ïàðàëëåëüíû. 

á) Ïóñòü L  òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ 
îòðåçêîâ KM è AP. Íàéäèòå AL, åñ-
ëè ðàäèóñ áîëüøåé îêðóæíîñòè ðà-
âåí 34, à BC  32. 

×åðò¸æ ïðèøëîñü äåëàòü îò ðó-
êè, òàê êàê íà ÅÃÝ ëèíåéêà îñòà¸òñÿ 
â îäèíî÷åñòâå áåç ñâîåãî ãåîìåòðè-
÷åñêîãî ñïóòíèêà  öèðêóëÿ. À îí 
âåñüìà íåîáõîäèì â ñëó÷àå êàñàþ-
ùèõñÿ îêðóæíîñòåé. 

Íà ýêçàìåíå óäàëîñü ðåøèòü 
òîëüêî ïóíêò à) çàäà÷è ñëåäóþùèì 
îáðàçîì. 

Ïóñòü 1A   ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ïðîäîëæåíèÿ ðàäèóñà OA  ñ áîëüøåé 
îêðóæíîñòüþ. Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëü-
íèêîâ 1ABA  è ÀÌÎ ïî äâóì óãëàì 

1( OAM A AB  è 1 )OMA A BA
ñëåäóåò, ÷òî  

1

1

2

AM AO

AB AA
, 

îòêóäà 
2

AB
AM . Èç ïîäîáèÿ òðå-

óãîëüíèêîâ 1ACA  è AKO  ïî äâóì 

óãëàì 1( OAK A AÑ  è OKA

1 )A CA  ñëåäóåò, ÷òî

1

1
,

2

AK AO

AC AA
 

îòêóäà  

.
2

AC
AK

Çíà÷èò, îòðåçîê MK  ÿâëÿåòñÿ 
ñðåäíåé ëèíèåé òðåóãîëüíèêà 

,ABC  ñëåäîâàòåëüíî, MK  ïàðàë-
ëåëüíî .BC  

Äåìèäîâà Àííà Àíäðååâíà
Ñòóäåíòêà ïåðâîãî êóðñà 
Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.
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Êðàñèâàÿ çàäà÷à îñòàëàñü â ïà-
ìÿòè è ïðîñòî òðåáîâàëà áûòü ðå-
ø¸ííîé äî êîíöà. È ýòî ïîëó÷èëîñü 
ñäåëàòü ïîñëå ýêçàìåíà ñ ïîìîùüþ 
õîðîøèõ è êðóïíûõ ÷åðòåæåé, âû-
ïîëíåííûõ öèðêóëåì è ëèíåéêîé. 

Çàäà÷ó áóäåì ðåøàòü â îáùåì 
âèäå. Ïóñòü OA R  (R   ðàäèóñ 
áîëüøåé îêðóæíîñòè),  

,BC a  ,AC b  .AB c
Îáîçíà÷èì èñêîìóþ âåëè÷èíó 

êàê .AL x  

1. ×àñòíûå ñëó÷àè

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì çàäà÷ó â 
äâóõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. 

Ïåðâûé ñëó÷àé: òî÷êà P  ñîâ-
ïàäàåò ñ òî÷êîé O   öåíòðîì áîëü-
øåé îêðóæíîñòè (ðèñ. 1). Î÷åâèäíî, 
÷òî òîãäà /2.õ R   

Âòîðîé ñëó÷àé: òî÷êà B  ñîâ-
ïàäàåò ñ òî÷êîé 1A  (ðèñ. 2). Èç ïðÿ-

ìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà 1Î ÐÂ  
ñëåäóåò, ÷òî 

( )1
13

sin .
2 2 3

R R
PBO   

Î÷åâèäíî, ÷òî âåëè÷èíà óãëà 1PO A

ðàâíà 
1

arcsin
2 3

. 

Ïðèìåíèì ê òðåóãîëüíèêó 1PO A
òåîðåìó êîñèíóñîâ: 

2 2
2

2 2

R R
AP

Ðèñ. 1 

1
 2 cos arcsin

2 2 2 3

R R

2 21 4
1 sin(arcsin ) ,

2 3 6

R R
 

îòêóäà ïîëó÷èì, ÷òî 

6

R
x . 

Ïî ñîîáðàæåíèÿì ñèììåòðèè 
ðàññìàòðèâàåì òîëüêî âåðõíþþ ïî-
ëîâèíó ìåíüøåé îêðóæíîñòè (òî÷êà 
P  ëåæèò íà íåé). Åñëè òî÷êà P  
ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ,A  òî èìååì âû-
ðîæäåííûé ñëó÷àé: 0.x  

Ïðè äâèæåíèè òî÷êè P  ïðîòèâ 
÷àñîâîé ñòðåëêè x  óâåëè÷èâàåòñÿ 
äî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî 

2

R
 (ðèñ. 1). 

Äëÿ äàëüíåéøåãî ðåøåíèÿ ïî-
òðåáóþòñÿ äâå âàæíûå òåîðåìû 
ïëàíèìåòðèè: òåîðåìà Ïòîëåìåÿ 
è òåîðåìà Ñòþàðòà. 

Ðèñ. 2 

2. Òåîðåìà Ïòîëåìåÿ

Êëàâäèé Ïòîëåìåé  äðåâíåãðå-
÷åñêèé àñòðîíîì, ìàòåìàòèê, ìåõà-
íèê, îïòèê, ãåîãðàô. 

Òåîðåìà Ïòîëåìåÿ: Ïðîèçâå-
äåíèå äèàãîíàëåé âïèñàííîãî ÷åòû-
ð¸õóãîëüíèêà ðàâíî ñóììå ïðîèçâå-

1A
LO1OP

A

B

C

K

M

A MO 1O A

P
C

L K

B1
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äåíèé åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí: 
.ef ac bd  

Ðèñ. 3 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ê 
òðåóãîëüíèêó ACD  (ðèñ. 3) òåîðåìó 
êîñèíóñîâ: 

2 2 2 2 cos( ).e c d cd ADC
Ó÷ò¸ì, ÷òî óãîë  

ABC  ADC
è  

cos ( )ABC

cos cos( ).ADC ADC

Òîãäà èç òðåóãîëüíèêà ABC  ïî òåî-
ðåìå êîñèíóñîâ èìååì: 

2 2 2 2 cos( )e a b ab ADC .
Èñêëþ÷èâ cos( )ADC  èç äâóõ 

ðàâåíñòâ äëÿ 2e  ïîëó÷èì: 
2

2 2 2 2

( ) ( )

( )( ).

e ab cd

abc abd cda cdb

ac bc ad bd ad bc

ac bd ad bc

 

Îòñþäà: 
2 ( )( )

.
ac bd ad bc

e
ab cd

 

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ 2f  èìååì:

2 ( )( )
.

ab cd ac bd
f

ad bc
 

Ïåðåìíîæàÿ ïî÷ëåííî ðàâåíñòâà 
äëÿ 2e  è 2f , ïîëó÷èì

2 2 ,ef ac bd
îòêóäà 

.ef ac bd  
Òåîðåìà äîêàçàíà. 

3. Òåîðåìà Ñòþàðòà

Òåîðåìà íàçâàíà ïî èìåíè àíã-
ëèéñêîãî ìàòåìàòèêà Ì. Ñòþàðòà, 
äîêàçàâøåãî è îïóáëèêîâàâøåãî å¸ â 
òðóäå «Íåêîòîðûå îáùèå òåîðåìû» 
(1746, Ýäèíáóðã). 

Òåîðåìà Ñòþàðòà: Åñëè òî÷êà 
D  ëåæèò íà ñòîðîíå BC  òðåóãîëü-
íèêà ABC  (ðèñ. 4), òî 

2 2
2 A

.
BD C DC AB

AD BD DC
BD DC

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà ðèñ. 4 ïðåä-
ñòàâëåí òðåóãîëüíèê ABC . Ïóñòü âû-
ñîòà òðåóãîëüíèêà ðàâíà ,h  D   òî÷-
êà, ëåæàùàÿ íà ñòîðîíå BC  òðå-
óãîëüíèêà ABC  è âûáðàííàÿ ïðîèç-
âîëüíûì îáðàçîì. Íàéä¸ì âûðàæåíèå 

äëÿ 2AD  ÷åðåç ,BD  C,D  AB  è .CA

Ðèñ. 4 

Îñíîâàíèå âûñîòû h  äåëèò îò-
ðåçîê BD  íà îòðåçêè x  è .y  Äëèíû 

ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, âûñîòû h  è 
îòðåçêîâ x  è y  ìîæíî ñâÿçàòü ñ 

,
B

C

D

a

b

c

d

e

f

A

DÂ Ñ

h

x y

A



2121Ìàòåìàòèêà

ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé: 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

,

,

,

.

x h AB

y h AD

y DC h CA

x y BD
Âû÷òåì ñíà÷àëà ïåðâîå óðàâíå-

íèå èç âòîðîãî, à çàòåì  âòîðîå 
óðàâíåíèå èç òðåòüåãî, ïîëó÷èì ñè-
ñòåìó èç òð¸õ óðàâíåíèé: 

2 2 2 2

2 2 2 2

,

,

.

y x AD AB

y DC y CA AD

x BD y

Òàê êàê ,y x BD  òî:
2 2

2 2

,

,

.

y x BD AD AB

DC y DC y CA AD

x BD y

Ïîäñòàâèâ x BD y  èç òðåòüå-
ãî óðàâíåíèÿ â ïåðâîå è âûïîëíèâ 

ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì: 
2 2

2 2

2 ,

2  C .

AD AB
y BD

BD

CA AD
y D

DC
Ïðèðàâíÿåì ïðàâûå ÷àñòè óðàâ-

íåíèé ñèñòåìû: 
2 2 2 2A

.
AD AB C AD

BD DC
BD DC

Çàïèøåì óðàâíåíèå â âèäå 
2 2 2 2 2 2

.
BD AD AB CA AD DC

BD DC
 

Ïðèâåä¸ì îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî 
óðàâíåíèÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ: 

2 2 2

2 2 2

C

.

BD D AD DC AB DC

CA BD AD BD DC BD

Âûðàçèì 2AD  èç ïîñëåäíåãî 
óðàâíåíèÿ: 

2 2
2 .

BD CA DC AB
AD BD DC

BD DC
Òåîðåìà äîêàçàíà. 

4. Îáùèé ñëó÷àé

Èç òåîðåìû Ôàëåñà ñðàçó ñëåäó-
åò, ÷òî .AL PL  

Ïî òåîðåìå î êàñàòåëüíîé è ñå-
êóùåé, ïðèìåí¸ííîé ê êàñàòåëüíîé 
BP è ñåêóùåé BA, à òàêæå ê êàñà-
òåëüíîé CP è ñåêóùåé CA, èìååì: 

2
2

2

c
BP è 

2
2C .

2

b
P  

Òàê êàê ,BP PC a  òî ëåãêî 

íàõîäèì, ÷òî 2.b c a
Ïî òåîðåìå Ñòþàðòà, ïðèìå-

í¸ííîé ê òðåóãîëüíèêó ABC è îò-
ðåçêó AP, èìååì: 

2 2
2 ,

BP b PC c
AP BP PC

a
 

îòêóäà ëåãêî ïîëó÷èì, ÷òî 28bc x .

Äàëåå îáùèé ñëó÷àé ðàçáèâàåòñÿ 
íà 2 âàðèàíòà: 

1. Òî÷êà B  ëåæèò âûøå òî÷êè 1.A
2. Òî÷êà B  ëåæèò íèæå òî÷êè 1.A
Âàðèàíò 1. Ïðèìåíÿÿ ê ÷åòû-

ð¸õóãîëüíèêó 1ACBA  (ðèñ. 5) òåîðå-
ìó Ïòîëåìåÿ è âîñïîëüçîâàâøèñü 
óðàâíåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè â 
ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïðèõîäèì ê 
ñèñòåìå óðàâíåíèé: 

2

2 2 2 2

2,

8 ,

2 4 4 .

b c a

bc x

Ra b R c c R b

Âîçâîäÿ ïåðâîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ 
ñèñòåìû â êâàäðàò, ïîëó÷èì:  

2 2 2

2

2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2

2 2 ,

8 ,

4 2 2 16 4 4 .

b c bc a

bc x

R b c b c bc R R b c b c R a
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Ðèñ. 5 

Îáîçíà÷èâ äëÿ êðàòêîñòè bc t  è 

èñêëþ÷èâ ñëàãàåìîå 2 2,b c  ïîëó÷èì: 
2 2

2

2 2 4 2 2

2
4

8 16 8 .

R a
t R

t

t R t R R a
Î÷åâèäíî, ÷òî  

2 2
22

4 0
R a

t R
t

. 

Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ðåøåíèå 
ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò, 
èñõîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðà-
æåíèé. Åñëè âîçâåñòè îáå ÷àñòè ïî-
ñëåäíåãî óðàâíåíèÿ â êâàäðàò, òî 
ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ 
ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå 

2 2 2 24 0t R t R a
ñ êîðíÿìè  

2 2 2
1 2 4t R R R a

è 2 2 2
2 2 4t R R R a .

Ñîîòâåòñòâåííî 

2
2 2

1
1

2 4

a
x R R R

è 
2

2 2
2

1

2 4

a
x R R R ,  

òàê êàê bc t  è 28bc x .
Ðåøåíèå 2x  íå óäîâëåòâîðÿåò 

óñëîâèþ çàäà÷è, òàê êàê 2 2

R
x , à 

ðåøåíèå 1x   óäîâëåòâîðÿåò, òàê

êàê 1 2

R
x . 

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè 
ýòîì 

2 2
2

1
1

2 2

2
4

3 4 2 0.

R a
t R

t

R R a R

Âàðèàíò 2. Ïðèìåíÿÿ ê ÷åòû-
ð¸õóãîëüíèêó 1ACA B  (ðèñ. 6) òåîðå-
ìó Ïòîëåìåÿ, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå 
óðàâíåíèé: 

2

2 2 2 2

2,

8 ,

2 4 4 .

b c a

bc x

Ra b R c c R b

Ðèñ. 5 

Ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû âî ìíî-
ãîì ïîõîæå íà òîëüêî ÷òî ïðèâåä¸í-
íîå â âàðèàíòå 1. Àíàëîãè÷íî ïîëî-
æèì bc t  è èñêëþ÷èì ñëàãàåìîå 

2 2 .b c  Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèå 

2 2
2

2 2 4 2 2

2
4

8 16 8 ,

R a
t R

t

t R t R R a
êîòîðîå ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò 
è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñâî-
äèòñÿ ê óæå ðåø¸ííîìó êâàäðàòíî-
ìó óðàâíåíèþ  

C

B

P

L

M

1A
1OO

A

C

1
1OO

B

A A

M

P
L

K
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2 2 2 24 0.t R t R a

Êàê è â âàðèàíòå 1, ïîëó÷èì, ÷òî 
èñêîìûì ðåøåíèåì x  ÿâëÿåòñÿ 
òîëüêî 

2
2 21

.
2 4

a
x R R R

Õîòÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ 
ñëåäóåò èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðà-
æåíèé, ÷èòàòåëü ëåãêî ïðîâåðèò, ÷òî 

2 2
2

1
1

2 2

2
4

2 3 4 0.

R a
t R

t

R R R a

Ïîäñòàâëÿÿ äàííûå ÷èñëîâûå 
çíà÷åíèÿ, âû÷èñëèì, ÷òî 34.x

Ðåøåíèå è èññëåäîâàíèå â îá-
ùåì âèäå êðàñèâîé è ñëîæíîé ãåî-
ìåòðè÷åñêîé çàäà÷è óñïåøíî çà-
âåðøåíî. 

Ðîêîâàÿ îøèáêà

Êëàññíûé ðóêîâîäèòåëü ñîîáùèë îòöó ïî 
òåëåôîíó î ïëîõîì ïîâåäåíèè ñûíà. Òîò äîëãî 
áåñåäîâàë ñ ñûíîì è â êîíöå êîíöîâ ñïðîñèë:

 Òû ïîíÿë, ÷òî íåïðàâèëüíî â¸ë ñåáÿ?
 Äà, ÿ ñîâåðøèë îøèáêó.
×òîáû óäîñòîâåðèòüñÿ â îñîçíàíèè ñûíîì 

íåäîïóñòèìîñòè íàðóøåíèÿ øêîëüíîé 
äèñöèïëèíû, îòåö çàäàë åù¸ âîïðîñ:

 Êàêóþ æå?
 ß äàë òâîé íîìåð òåëåôîíà.

Ïðèçíàê «òðîå÷êè»

Ñòóäåíò âûòàñêèâàåò ýêçàìåíàöèîííûé áèëåò, ÷èòàåò åãî è êëàä¸ò íà ñòîë. 
Áåð¸ò äðóãîé áèëåò, ÷èòàåò åãî è ñíîâà âîçâðàùàåò íà ìåñòî. Çàòåì òðåòèé  ñ 
òåì æå ðåçóëüòàòîì. Ïîñëå ÷åãî ìîë÷à óõîäèò. Ýêçàìåíàòîðû õîòÿò ïîñòàâèòü 
åìó «äâîéêó», íî îäèí èç íèõ ãîâîðèò: 

 Ïî-ìîåìó, «òðîå÷êó» åìó ïîñòàâèòü ìîæíî.
Çà ÷òî æå?  íåäîóìåâàþò îñòàëüíûå.
 Îí âåäü ÷òî-òî èñêàë, çíà÷èò, ÷òî-òî çíàåò.

Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор 


