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Задача Вовы 
Введение 

Не всякая задача, постановка ко0
торой проста, легко решается. Иногда 
существует элементарное решение в 
виде формулы, которое можно выпи0
сать явно, но его аккуратное исследо0
вание довольно трудоёмко. 

Вот пример задачки, которую 
придумал один мой знакомый де0
вятиклассник. 

Дан остроугольный треугольник, 
и пусть отрезок MN  соединяет точку 
пересечения его высот с точкой пере0
сечения биссектрис. Возможно ли, 
что отрезок MN  окажется парал0
лельным одной из сторон треуголь0
ника? Если да, то при каких усло0
виях? Как его вычислить? 

При решении физических задач 
впереди всегда идёт эксперимент. 
Теперь и в математике есть возмож0
ность проводить эксперименты: по0

лучать решение при помощи компь0
ютера. Вот и мы сначала получили 
компьютерную картинку треуголь0
ника, в котором необходимый отрезок 
имеется, и даже убедились, что таких 
картинок можно нарисовать много. 

В этой заметке я собираюсь при0
вести подробное «алгебраическое» 
решение задачи. А кто0нибудь из вас, 
может быть, сам нарисует решение с 
помощью компьютера или даже при0
думает геометрическое решение. Бы0
ло бы также неплохо, если бы кто0то 
сам попытался придумывать задачки 
и сделал попытки их самостоятельно 
решать. 

Приступим. Но начнём, однако, с 
геометрического исследования зада0
чи для некоторых знакомых нам за0
мечательных   типов   треугольников. 

1. Простые случаи

Треугольник, как обычно, обозна0
чаем .ABC  Считаем, конечно, из0
вестным, что все биссектрисы тре0
угольника пересекаются в одной точ0
ке, так же, как и высоты. Точку пере0
сечения высот будем обозначать че0
рез ,M  точку пересечения биссек0

трис через .N  Скажем, что треуголь0
ник «хороший», если отрезок MN  
параллелен одной из его сторон, и 
«плохой» в другом случае. 

Прямые, содержащие стороны 
треугольника , , ,BC AC AB  а также 
искомый отрезок MN  обозначаем 
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,  , ,  a b c l  соответственно. Заметим, 

что «плохие» треугольники харак0
терны тем, что для них прямая l  пе0
ресекает каждую из прямых ,  , .a b c  

Рассмотрим случаи, когда тре0
угольник равносторонний, равно0
бедренный, прямоугольный или 
тупоугольный. 

1. Равносторонний треугольник
(рис. 1). В этом случае биссектрисы 
равны высотам, значит, интересую0
щий нас отрезок МN превращается в 
точку. Это особенный случай, о нём 
поговорим попозже. 

Рис. 1 

2. Пусть треугольник АВС рав0
нобедренный, но не равносторон0
ний: AC BC AB= ≠   (рис. 2). Высо0

та СР пересекает стороны  АС  и  ВС в  

Рис. 2 

точке С, а сторону АВ в её середине. В 
этом случае высота СР совпадает с 
биссектрисой угла С. Поэтому и 
точка пересечения биссектрис, и 
точка пересечения высот, и весь от0
резок МN лежат на СР. Следователь0
но, прямая  пересекает все стороны 
треугольника. Таким образом, равно0
бедренные треугольники «плохие». 

Рис. 3 

3. Пусть в прямоугольном тре0
угольнике ABC  угол C  прямой 
(рис. 3). В таком треугольнике катеты 
AC  и BC  суть высоты, а их точка 
пересечения C  совпадает с М. Зна0
чит, прямая ,l  содержащая отрезок 
МN, пересекает оба катета тре0
угольника. Теперь заметим, что 
точка пересечения биссектрис лю0
бого треугольника лежит внутри 
треугольника, и любая прямая, со0
держащая такую точку, пересекает 
границу треугольника в двух раз0
личных точках. Поэтому прямая l  
пересекает также и гипотенузу АВ. 
Значит, прямоугольные треуголь0
ники «плохие», отрезок МN не па0
раллелен ни одной из сторон. 

4. Наконец, тупоугольные тре0
угольники также «плохие». Сделаем 
чертёж (рис. 4). 

На чертеже длина АС меньше 
длины ВС, противоположный случай 
аналогичен, а случай равенства уже 
рассмотрен. 

В треугольнике АВС угол С ту0
пой,  поэтому  две   высоты   лежат  

Математика



Рис. 4 

вне треугольника. В точке М пересе0
каются прямые m и n, которые явля0
ются продолжениями высот, опу0
щенных из вершин А и В на прямые 

, a b  − продолжения сторон ВС  и АС. 
Точка N, как всегда, вместе с биссек0
трисами лежит внутри треугольника. 
Замечательно, что точки  М  и  N  
расположены теперь внутри проти0
воположных  вертикальных  углов,  
образованных прямыми a  и .b  

Поэтому прямая ,l  соединяющая 
точки  М  и  N, пересекает обе прямые  
a  и .b  То, что прямая l  пересекает и  
сторону    АВ,     обнаруживается    так  

же, как и в случае 3. Отсюда заклю0
чаем, что и тупоугольные треуголь0
ники «плохие». 

Возможно, такие выводы натолк0
нут некоторых на мысль, что вообще 
задача решений не имеет. Но наше 
рассуждение просто показывает, что 
условие остроугольности треуголь0
ника выдвинуто при постановке за0
дачи не зря: оно является необходи0
мым для того, чтобы была надежда на 
положительное решение. 

2. Вывод основного уравнения

Разобравшись с некоторыми слу0
чаями, мы вникли в проблему. Те0
перь с помощью компьютера нари0
суем «хороший» треугольник. Мы 
уже знаем, что он остроугольный и 
все стороны такого треугольника 
различны. 

На рис. 5 ВD и СР −  высоты, АF и 
ВG − биссектрисы. Отрезок МN со0
единяет точки пересечения высот и 
биссектрис. На рис. 5 он параллелен 
стороне : || .AB MN AB  

Задача состоит в том, чтобы найти 
условия, при которых свойство 

||MN AB  имеет место. Это условие 

можно выразить через связи между 
сторонами   треугольника,  или  через 

Рис. 5 

связи между его углами, или как0
нибудь иначе. В дальнейшем мы при0
мем за главные параметры треуголь0
ника половины величин углов А и В. 
Введя перпендикуляр NQ к стороне 
АВ, замечаем, что условие ||MN AB  
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выполняется тогда и только тогда, 
когда имеет место равенство  

.NQ MP=
Геометрического решения задачи 

не видно. Постараемся найти реше0
ние в алгебраической форме. Для уп0
рощения записи введём обозначения 
длин отрезков и величин углов тре0
угольника: 

,AP x= ,BQ y=  ,CP h=  

, ,MP u NQ v= =  
α β= =tg , tg .z w

(К сожалению, запись значений уг0
лов не совсем аккуратна, но соответ0
ствует школьному обыкновению не 
различать углы и их размеры.)  

Не ограничивая общности, мы 
можем принять длину отрезка АВ за 
единицу измерения. Тогда 

1 ,BP x= −  1 .AQ y= −
В наших обозначениях усло0

вие NQ MP=  выглядит как .u v=  

Мы будем искать соотношение 
между углами А и В, которое обеспе0
чивает равенство .u v=  Это соотно0
шение выразим через величины w и z.  

Так как в нашем треугольнике 
углы А и В острые, то 

0 1w< <    и   < <0 1.z
Такие w  и  z  будем называть 

«допустимыми». Через допусти0
мые w и z однозначно выражают0
ся величины углов А и В: 

2

2
tg2 tg ,

1

z
A

z
α = =

−

2

2
tg2 tg .

1

w
B

w
β = =

−
Найдём связь между величинами 

u, v   и  w, .z  Заметим, что следующие 
треугольники подобны:  

BMP∆ ∼ CAP∆  и ∆ ∆ .∼AMP BPC  
Поэтому верны соотношения 

1
tg2 tg

h x
A

x u
α −= = =   и 

tg2 tg .
1

h x
B

x u
β = = =

−
Складываем правые и левые части 
этих равенств  и  получаем 

1
tg2 tg2 .

u
α β= +

Вычисляем v, рассматривая тре0
угольники BQN  и :NQA  

ctg ,
y

v
β= 1

ctg .
y

v
α− =

Сложим правые и левые части этих 
равенств:  

1
ctg ctg .

v
α β= +  

Искомое условие u v=  теперь 
можно записать так:  

tg2 tg2 ctg ctg .α β α β+ = +  

Используя формулы 2 ,A α∠ =
2 ,B β∠ =  tg ,zα =  tg wβ =  и 

2

2
tg2 tg ,

1

z
A

z
α = =

−

2

2
tg2 tg ,

1

w
B

w
β = =

−
 

получаем 

2 2

2 2 1 1
.

1 1

w z

w zw z
+ = +

− −
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Преобразуем уравнение, отбра0
сывая неравные нулю множители и 
не забывая, что нас интересуют толь0
ко допустимые значения величин z  и 

,w  для которых справедливы нера0

венства 0 1w< <  и < <0 1.z  Мы полу0
чаем уравнение 

( ) ( )( )2 22 1 1 1 ,wz wz w z− = − −

которое можно назвать «основным».

3. Решение и исследование основного уравнения

Основное уравнение содержит 
две неизвестные величины w  и .z  
Решениями таких уравнений назы0
ваются пары чисел, превращающие 
уравнение в тождество при подста0
новке вместо неизвестных величин. 
Всевозможные пары допустимых 
значений ,w  ,z  которые удовлетво0
ряют основному уравнению 

( ) ( )( )2 22 1 1 1 ,wz wz w z− = − −

определяют углы всевозможных «хо0
роших» треугольников. Задав одну из 
величин ,w  ,z  можно искать другую 
из основного уравнения. 

В основное уравнение перемен0
ные z и w входят симметрично, но  
для определённости  будем считать w  
аргументом, или параметром, а z − 
неизвестной величиной. Запишем 
основное уравнение в форме 

( ) ( )2 2 23 1 2 1 0.z w zw w− − + − =

Сначала рассмотрим особый случай: 

( )23 1 0,w − =  т.е. 
1

.
3

w = ±

Допустимое 
1

3
w = . Уравнение 

( ) ( )− − + − =2 2 23 1 2 1 0z w zw w

превращается в 
2 1

1 ,
33

z = − откуда 

получаем допустимое 
1

.
3

z =

Далее по формулам 

2

2
tg2 tg ,

1

z
A

z
α = =

−

2

2
tg2 tg

1

w
B

w
β = =

−
находим 60 ,A∠ = �  60 .B∠ = �  Третий 
угол треугольника АВС, очевидно, 

также равен 60 ,�  т.е. треугольник 
равносторонний. С ним мы уже знако0
мы. В равностороннем треугольнике 
точки пересечения биссектрис и вы0
сот совпадают, отрезок МN превра0
щается в точку. Позднее мы погово0
рим о том, можно ли объявить такой 
треугольник «хорошим». 

А пока  забудем  о 
1

3
w =  и бу0

дем считать, что область допустимых 
значений w  состоит из двух интер0

валов: 
1

0 ,
3

w< <  
1

1.
3

w< <  

Решаем уравнение  

( ) ( )2 2 23 1 2 1 0:z w zw w− − + − =

( )( )2 2 2
2

1
3 1 1 .

3 1
z w w w w

w

⎛ ⎞= ± − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠−

Разделим знаки и упростим подко0
ренное выражение: 

( )4 2
2

1
3 3 1 ,

3 1
z w w w

w
= + − +

−
 

( )4 2
2

1
3 3 1 .

3 1
z w w w

w
= − − +

−
Займёмся исследованием двух по0
следних формул на множествах  

1
0 ,

3
w< <  

1
1.

3
w< <  

Ответим на вопросы: дают ли полу0
ченные нами формулы вещественные 
решения и всегда ли эти решения 
допустимы? Так как 
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4 2 4 2

2
2

1 1
3 3 1 3

4 4

1 1
3 0,

2 4

w w w w

w

⎛ ⎞− + = − + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= − + >⎜ ⎟
⎝ ⎠

то при всех значениях w  решения 
для 

( )4 2
2

1
3 3 1

3 1
z w w w

w
= + − +

−
 и 

( )4 2
2

1
3 3 1

3 1
z w w w

w
= − − +

−
существуют. 

Проверим, будут ли значения z  
допустимыми, т.е. удовлетворяют ли 
они неравенству < <0 1,z  если допус0
тимы значения ,w  т.е. если w  при0
надлежат множествам  

1
0 ,

3
w< <  

1
1.

3
w< <  

1) Рассмотрим формулу

( )4 2
2

1
3 3 1

3 1
z w w w

w
= + − +

−
. 

Проследим за знаком .z  Так как 
допустимые значения w  положи0
тельны, то числитель формулы по0
ложителен и знак z  совпадает со 

знаком знаменателя 23 1w − . Следо0

вательно, 0z <  при 
1

0 .
3

w< < По0

этому на интервале 
1

0
3

w< <    рас0

сматриваемая формула не даёт до0
пустимых  значений .z  

А на втором интервале < <1
1,

3
w  

оказывается, не выполняется второе 
требование допустимости ,z  которое, 
напомню, состоит в том, что <1.z  
Чтобы это обнаружить, применим так 
называемый метод доказательства 
«от противного». Допустим, что для 
некоторого w  из нашего интервала 
справедливо неравенство 

( )= + − + <
−

4 2
2
1

3 3 1 1.
3 1

z w w w
w

Выпишем цепочку следствий из этого 
предполагаемого неравенства: 

4 2 23 3 1 3 1,w w w w+ − + < −  

4 2 23 3 1 3 1.w w w w− + < − −
Так как обе части неравенства поло0
жительны, его можно возвести в 
квадрат. Получим: 

4 2

4 2 3 2

3 3 1

9 1 6 6 2 ,

w w

w w w w w

− + <

< + + − − +
4 3 26 6 2 2 0,w w w w− − + >  

( )( )23 1 1 0.w w w− − >  

Но последнее неравенство на рас0
сматриваемом интервале значений w  
невозможно! Значит, наше предпо0
ложение неверно, следовательно, 

1z ≥  и недопустимо при каждом w  

из интервала 
1

1
3

w< < . 

Таким образом, формула 

( )4 2
2

1
3 3 1

3 1
z w w w

w
= + − +

−

на всём множестве 
1

0 ,
3

w< <  

1
1

3
w< <  не даёт допустимых реше0

ний и должна быть отброшена. Заме0
тим, что выписывая цепочку следст0
вий, мы не искали всех решений не0
равенства  

( )4 2
2

1
3 3 1 1,

3 1
z w w w

w
= + − + <

−
 

нашей целью было только обнару0
жить в нём противоречие. 

2) Исследуем формулу

( )4 2
2

1
3 3 1

3 1
z w w w

w
= − − +

−
. 

Теперь нам будет удобно преобразо0
вать её правую часть. Для этого вре0
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менно обозначим дискриминант 
4 23 3 1w w− +  буквой D. Заметим, что  

( )( )

( )( )
2 2 4

2 2

4 3 1

3 1 1 .

w D w D

w D w w

w w

− + =

= − = − − =

= − −

 

Поэтому исследуемую формулу, 
умножив и разделив её правую часть 

на + ,w D  можно записать в виде 
21

.
w

z
w D

−=
+

Становится очевидным неравен0
ство 0z >  при всех допустимых .w  
Убедимся, что при таких w  выпол0
нено и второе требование допустимо0
сти <: 1.z z  Для этого снова приме0

ним «метод доказательства от про0
тивного», воспользовавшись полу0
ченным нами удобным выражением 
для .z  Предположим, что хотя бы для 
одного допустимого w  

−= ≥
−

21
1.

w
z

w D
Выписываем цепочку следствий, 
аналогичную   приведённой   выше: 

2 4 21 3 3 1,w w w w− ≥ + − +  

4 2 23 3 1 1 ,w w w w− + ≤ − −  

( )( )2 1 1 0.w w w− − ≤

Мы пришли к противоречию с допус0
тимостью ,w  что и требовалось. 

Суммируя результаты проведённого 
исследования, делаем вывод, что иссле0
дуемая формула исчерпывает все допус0
тимые решения основного уравнения. 
Каждая пара допустимых величин ,w  
z  определяет пару углов А, В искомого 
«хорошего» треугольника. Таким обра0
зом, мы получаем всевозможные реше0
ния поставленной   в   начале   задачи. 

Иллюстрация общей картины на 
рис. 6 а, б, в.  

   а        б    в 

Рис. 6 

4. Некоторые замечания

1. Обратим внимание на то, что
основное уравнение  

( ) ( )( )2 22 1 1 1wz wz w z− = − −

накладывает ограничения только на 
углы искомого треугольника, и каж0
дое допустимое решение этого урав0
нения определяет сразу целое семей0
ство подобных между собой «хоро0
ших» треугольников. 

2. К описанному выше множеству
решений можно добавить и особую 

пару значений 
1

,
3

w =  
1

,
3

z =  от0

брошенную раньше. Почему? Потому 
что в геометрии «нулевой отрезок» 
удобно считать отрезком, у которого 
просто концы совпадают. Такой отре0
зок имеет длину, равную нулю, но не 
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имеет одного определённого направ0
ления. Нулевой отрезок можно счи0
тать параллельным любой прямой. 
Действительно, в этом случае через 
его «оба конца» можно провести пря0
мую в любом направлении. Таким 
образом, введение такого странного 
отрезка не приводит к противоречиям 
в рассуждениях. В нашем случае реше0

ние 
1

,
3

w =   
1

3
z =   соответствует   уг0

лам 60 ,A∠ = �  60B∠ = �  и  даёт в качест0
ве «хороших» все правильные треуголь0
ники.  В них  искомый  отрезок   МN   ока0
зывается   нулевым. 

3. В наших вычислениях мы ни0
как не использовали сведения о 
третьем угле треугольника, хотя, 
применив некоторые хитрые геомет0
рические соображения, ранее убеди0
лись, что в искомых «хороших» тре0
угольниках и этот угол острый. Исхо0
дя из основного уравнения, тот же 
результат легко получить и алгеб0
раически. 

Вернёмся к рисунку 5. Заметим, 
что угол С острый только тогда, когда 
вершина С лежит вне круга, построен0
ного на диаметре АВ (см. рис. 7). А это 

свойство угла С  выполнено вместе с 
неравенством 

( )> −2 1 ,h x x  или >
−

2
1.

(1 )

h

x x
 

(Пояснение мы на всякий случай 
приводим ниже, в замечании 4.) 

Рис. 7 

Выразим левую часть последнего 
неравенства через переменные w  и 
z с помощью формул 

1
tg 2 tg ,

h x
A

x u
α −= = =  

tg2 tg ,
1

h x
B

x u
β = = =

−
  

2

2
tg2 tg ,

1

z
A

z
α = =

−

2

2
tg2 tg :

1

w
B

w
β = =

−
 

( ) ( )( )
2

2 2

4
tg 2 tg2 .

1 1 1

h wz

x x w z
α β= ⋅ =

− − −

Теперь вспомним основное уравнение, 
связывающее  величины w  и  z  в  слу0
чае,  если  треугольник  «хороший»: 

( ) ( )( )− = − −2 22 1 1 1 .wz wz w z

Значит, в «хорошем» треугольнике 
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( ) ( )
2 4 2

2.
1 2 1 1

h wz

x x wz wz wz
= = >

− − −
 

Сравнив это неравенство с неравенством  

( )2 1 ,h x x> −  или 
( )

2
1,

1

h

x x
>

−
 

замечаем, что, действительно, в «хо0
рошем» треугольнике все углы ост0
рые. Таким образом, тупоугольных и 
прямоугольных «хороших» треуголь0
ников не бывает. 

Вывод о том, что равнобедрен0
ным, но не равносторонним, «хоро0
ший» треугольник быть не может, 
тоже легко получить из основного 
уравнения, положив в нём .w z=  

4. Пояснение неравенства

( ) ( )
> − >

−

2
2 1 , или 1.

1

h
h x x

x x

Рассмотрим  три  угла,  образованные 

хордами, которые опираются на диа0
метр, с вершинами внутри, на и вне 
окружности.  

Угол между двумя хордами изме0
ряется полусуммой дуг, если верши0
на угла лежит внутри круга, и полу0
разностью дуг, если вершина вне 
круга. Отсюда следует, что в первом 
случае угол тупой, во втором − ост0
рый. В пограничном случае, когда 
вершина угла на окружности, угол 
прямой. По свойству высоты прямо0
угольного треугольника в этом случае 

( )= −2 1 ,h x x  а по свойству   проекций

и наклонных для острого угла отсюда 

следует неравенство ( )2 1 ,h x x> −

или 
( )

2

1,
1

h

x x
>

−

 а для тупого − про0

тивоположное. 

5. Другой способ решения основного уравнения

При  исследовании  решений  ос0
новного уравнения  

( ) ( )( )2 22 1 1 1wz wz w z− = − −

мы приняли за независимую пере0
менную величину ,w  назвав её аргу0
ментом, или параметром. Параметр 
можно вводить в уравнение и иными 
способами. Метод введения парамет0
ра тесно связан с заменой перемен0
ных. Покажем это на примере основ0
ного уравнения. 

Сначала сделаем в рассматри0
ваемом уравнении замену перемен0
ных. Постараемся подобрать её так, 
чтобы преобразованное уравнение 
стало попроще. После некоторых по0
пыток показалась удобной такая за0

мена: 
1

,
3

t
zw

−=  
2 2 .z w τ+ =  Подста0

вим полученные формулы в основное 
уравнение, предварительно раскрыв 
в нём скобки. Получим 

2 2 2 22 3 1 0,wz w z w z− + + − =  

( ) ( ) τ τ
− − +− + − = ⇒ =

2 22 1 3 1 2
1 0 .

3 9 3

t t t
 

Теперь основное уравнение экви0
валентно двум соотношениям: 

1
,

3

t
zw

−=
2

2 2 2
.

3

t
z w

++ =

Подставив эти соотношения в 
уравнение, получим тождество при 
всех значениях ,t  но поскольку мы 
ищем не любые, а лишь допустимые 
решения, в новых соотношениях на 
параметр t  надо наложить ограниче0
ния. Неравенства 0 1,w< <  0 1z< <  и 

формула 
1

3

t
zw

−= приводят к огра0

ничению 2 1.t− < <  Вычислим квадрат 
произведения  zw: 

( )22
2 2 11

.
3 9

tt
z w

−−⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

Из формул 
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2
2 2 2

3

t
z w

++ =  и 
( )−

=
2

2 2 1
,

9

t
z w  

ввиду обратной теоремы Виета, 

следует, что величины 2z  и 2w
являются парой решений квадрат0
ного уравнения 

( ) ( )2
2 2 1

3 2 0.
3

t
X t X

−
− + + =

Поэтому 

{ } ( )2 2 2 41
;  2 8 .

6
z w X t t t= = + ± +

И тут возникает новое ограниче0

ние на параметр + ≥4: 8 0,t t t  так как 

нас интересуют вещественные зна0
чения w  и .z Указанное неравенство 
возможно в трёх случаях: 

1) 0;t =

2) + ≥ >3 8 0, 0;t t

3) + ≤ <3 8 0, 0.t t

В первом случае 
1

.
3

z w= =  Это, 

очевидно, особое решение, оно соот0
ветствует правильному треугольни0
ку. Ввиду условия 2 1t− < <  третий 
случай отпадает, а второй приводит к 
ограничению < <0 1.t  

Рассмотрим уравнение 

( ) ( )2
2 2 1

3 2 0
3

t
X t X

−
− + + =  

и  его  решения  

{ } ( )= = + ± +2 2 2 41
;  2 8

6
z w X t t t

при < <0 1.t  Заметим, что если это 
ограничение выполнено, то оба реше0
ния положительны. Действительно, 
больший корень уравнения положи0
телен − это очевидно, а положительность 
второго следует из положительности сво0
бодного члена уравнения, который 
известным образом выражается 
через произведение корней. Так же 
просто проверить и неравенства 

( )2 41 1
2 8 ,

6 3
t t t+ + + >  

( )2 41 1
2 8 .

6 3
t t t+ − + <

Итак, все допустимые решения 

уравнения  ( ) ( )2
2 2 1

3 2 0
3

t
X t X

−
− + + =  

определяются формулами 

{ } ( )2 2 2 41
;  2 8

6
z w X t t t= = + ± +

при 0 1t< < . 
Для вычисления ,z  w  надо из0

влечь из правых частей положитель0
ные квадратные корни. 

Описание решений с помощью 
параметра t  имеет некоторые при0
влекательные стороны. Во0первых, 
углы А и В выступают теперь сим0
метрично, равноправно. Во0вторых, 
из уравнения  

{ } ( )2 2 2 41
;  2 8

6
z w X t t t= = + ± +

и  неравенств 

( )2 41 1
2 8 ,

6 3
t t t+ + + >  

( )2 41 1
2 8

6 3
t t t+ − + <

следует, что при возрастании t  от 
нуля до единицы меньший корень 

уравнения убывает от 
1

3
до нуля, 

больший возрастает от 
1

3
 до едини0

цы. Это определяет границы измене0
ния углов «хорошего» треугольника, 
прилежащих к стороне, параллель0
ной искомому отрезку: меньший убы0

вает от 60�  до нуля, больший возрас0

тает от 60�  до 90 ,�  когда параметр t
возрастает от 0 до 1. 

Можно выразить через параметр 
t  также третий угол «хорошего» тре0
угольника. Обозначим его 2γ  и 

вспомним обозначения 2 ,A α∠ =
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2 ,B β∠ =  tg ,zα =  tg wβ =  других 

параметров нашего треугольника. 
Очевидно, 

,
2

πγ α β= − −

( )
1 1 tg tg 1

tg .
tg tg tg

wz

z w

α βγ
α β α β

− ⋅ −= = =
+ + +

Используя формулы 

1
,

3

t
zw

−=  
++ =

2
2 2 2

,
3

t
z w  

получаем 

( )

( )
( )

( )
( )

2
2

2 2

2 3

2 3

1
tg

2

2 2
.

3 2 4 3 8

wz

z wz w

t t

t t t

γ
−

= =
+ +

+ +
= =

− + +

Теперь можно показать, что 

γ< <60 2 90 .� �  Для этого заменим па0
раметр t  временно на новый, кото0
рый обозначим через θ,  и введём 

функцию ( ) .f θ  Пусть

1
2 ,t

θ
+ =  ( ) ( )23 12 6 1 .f θ θ θ= − +  

Легко проверить, что при 0 1t< <  вы0
полнено неравенство 

1 1
,

3 2
θ< <

а формула 

( )

( )
( )

( )
( )

2
2

2 2

2 3

2 3

1
tg

2

2 2

3 2 4 3 8

wz

z wz w

t t

t t t

γ
−

= =
+ +

+ +
= =

− + +

превращается  в 

( ) ( )
2

2

1 1
tg .

3 12 6 1 f
γ

θθ θ
= =

− +
 

Функция ( )f θ  представляет собой

параболу с вершиной в точке 
1

,
4

θ =  а 

её ветви растут вверх. Действительно, 

( ) ( )
2

2 1 3
3 12 6 1 6 .

4 4
f θ θ θ θ⎛ ⎞= − + = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Поэтому на интервале
1 1

3 2
θ< <  функ0

ция θ( )f  возрастает, и справедливы 

неравенства   ( )1 1
1 3.

3 2
f f fθ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= < < =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Из формул 

( ) ( )
2

2

1 1
tg

3 12 6 1 f
γ

θθ θ
= =

− +
 и 

( )1 1
1 3

3 2
f f fθ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= < < =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

следует оценка величины третьего 
угла «хорошего» треугольника: 

21
tg 1,

3
γ< <  

1
tg 1,

3
γ< <

30 45 ,γ< <� �  60 2 90 ,Cγ< = ∠ <� �

и легко заметить, что при возраста0 
нии t  от 0 до 1 угол С возрастает. 

Общий вывод:  «хорошие»  тре0 
угольники − остроугольные, в них 

два угла всегда больше �60 ,  один 
меньше. Искомый отрезок парал0
лелен стороне, прилегающей к 
наименьшему из углов. 

Таким образом, мы постара0
лись дать  на вопрос Вовиной  за0
дачи довольно полный  ответ.  Как 
видим,  можно и простую  на  вид 
задачку превратить в «исследо0
вание»! 
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