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9Загадочный мирСквозь время

Задача ЕГЭ с параметром  
по силам… девятикласснику! 

Наша школа до 9 класса называется основной, 10 и 11 классы 

это старшая школа. Слово основная совсем неслучайное. Сейчас

мы хотим показать, что именно здесь закладываются будущие 

успехи на ЕГЭ. 

В новом пособии для подготовки 

к ЕГЭP2019 есть задачи с параметP

ром. Рассмотрим две из них.    

Задача 1. Найти все значения а, 

при каждом из которых система 

уравнений 

( 2)( 3 ) 0,ay ax y x a

xy a

имеет ровно шесть решений. 
Решение. Сделаем несколько 

наблюдений. Модуль всегда неотриP

цателен, поэтому систему следует 

изучать только для неотрицательP

ных значений параметра. ПроизвеP

дение равно нулю, когда хотя бы 

один сомножитель равен нулю (а 

остальные имеют смысл). СледоваP

тельно, при 0a  мы должны расP

смотреть совокупность двух систем:  

     

2 0,ay ax

xy a

3 0,

.

y x a

xy a

(1)

Далее естественно освободитьP

ся от знака модуля. Во второй 

строке таблицы 1 на следующей 

странице записаны четыре систеP

мы. Первая система уравнений из 

(1) заменяется совокупностью сиP

стем I и II, вторая система  систеP

мами III и IV. Так получаем набор 

(точнее говоря, совокупность) чеP

тырёх систем.  

Все системы IPIV  одного типа:

первое уравнение  линейное, втоP

рое содержит произведение xy. Из 
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первого уравнения системы I 

2ax
y

a
 при 0a . СледовательP

но, случай a=0 надо рассмотреть 

отдельно. При a=0 исходная систем 

принимает вид 
0,

0

y x

xy
 и имеет, 

как легко видеть, единственное 

решение (0;0). Отсюда следует, что 

для рассматриваемой задачи паP

раметр a положителен, a 0. 

Итак, доказано, что в таблице 1 

параметр a 0. 

Таблица 1 

I II III IV

2 0,ay ax

xy a

2 0,ay ax

xy a

3 0,y x a

xy a

3 0,y x a

xy a

2ax
x a

a
 

2ax
x a

a
( 3 )x x a a  ( 3 )x x a a  

2 22 0ax x a 2 22 0ax x a  2 3 0x ax a  2 3 0x ax a  
3

1 4 4D a > 0 3
2 4 4D a 2

3 9 4D a a  > 0 2
4 9 4D a a

Два корня       ? Два корня        ? 

В этой таблице четыре столбца.  

Каждый посвящён одной из четырёх 

систем. В третьей строке записаны соP

ответствующие им уравнения, в четP

вертой строке эти уравнения записаны 

в каноническом виде. Следующая же 

строка содержит четыре дискримиP

нанта. Дискриминант квадратного 

уравнения можно было бы назвать инP

дикатором: он говорит нам о количеP

стве корней квадратного уравнения. 

Дискриминанты D1 и D3  полоP

жительны при любом значении а> 0. 

Соответствующие уравнения имеют 

по два корня, системы I и III  по два

решения. Следовательно, системы I 

и III дают четыре решения исходной 

системы. 

Теперь, следует выяснить, при 

каких значениях параметра системы 

II и IV в совокупности имеют два реP

шения. Для этого надо следить за знаP

ками дискриминантов D2 и D4. РеP

зультат анализа представляет диаP

грамма на рис.1.  

Рис.1 

Уравнение II при а (0;1) имеет 

два корня, при a=1  один корень,

при остальных a корней нет. Это 

отражает зеленая линия. 

Уравнение IV при a=4/9 имеет 

один корень, при a > 4/9  два корня,

при (0;1)a   корней нет. Это отраP

жает синяя линия. 

Общее число корней этих уравP

нений равно двум, если  0;4/9a

или если (1; )a . В итоге для задаP

чи 1 получаем такой ответ: 

0;4/9 (1; ) .

0 9/4 1 a
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Будем бдительны! 

Для закрепления сказанного 

Задача 2. Найти все значения a, 

при каждом из которых система 

уравнений 

( 1)( ) 0,ay ax y x a

xy a

имеет ровно четыре решения. 
Решение. Если действовать так 

же, как и при решении задачи 1, 

то при a 0 придём к таблице 2. 

Таблица 2 

I II III IV

1 0,ay ax

xy a

1 0,ay ax

xy a

0,y x a

xy a

0,y x a

xy a

1ax
x a

a
 

1ax
x a

a
( )x x a a  ( )x x a a

2 2 0ax x a  2 2 0ax x a  2 0x ax a  2 0x ax a  
3

1 1 4D a > 0 3
2 1 4D a 2

3 4D a a  > 0 2
4 4D a a

Два корня       ? Два корня        ? 

Системы I и III  уже дают четыре 

решения этой задачи. Следовательно, 

достаточно выяснить, при каких знаP

чениях параметра системы II и  IV не 

имеют ни одного решения.        

Уравнение II при 3
1

0;
4

a

имеет два корня, при 3
1

4
a – один

корень, при остальных a корней нет. 

Уравнение IV при a=4 имеет 

один корень, при a > 4  два корня,

при (0;4)a   корней нет.

Количество корней уравнений II и 

IV представляет диаграмма на рис.2. 

Рис.2 

Ясно, что общее количество корP

ней этих уравнений равно нулю, если 

3
1

;4
4

a . Эти значения параметра и 

составляют ответ на вопрос задачи 2. 

Давайте, однако, рассмотрим 

нашу систему при значении 

3
1

1 ;4 .
4

a
0 3

4

1  a4
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Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор 

Секрет успеха

До наших дней дошёл слух о том, что Ньютона как-то спросили, трудно ли 

было ему открыть «его» законы и долго ли он трудился над их формулировкой. 

Учёный сказал:

– Открытые мной законы природы просты, установить их было легко и

сформулировал я их быстро. Но до этого очень долго думал.

Страшнее ограбления

Когда в кабинет редактора одной американской газеты – будущего зна-

менитого писателя Марка Твена – ворвался вооружённый бандит с криком «Ру-

ки вверх! Жизнь или кошелёк!», реакция владельца кабинета была такова, что 

«обезоружила» бандита. Марк Твен радостно воскликнул:

– Хорошо, что это вы! А я с ужасом подумал, что опять кто-то свои стихи

принёс.

Тогда система 

1 0,

1,

y x

xy

как мы ожидаем, должна иметь чеP

тыре решения. Система эта равноP

сильна совокупности двух систем: 

1 0,

1

y x

xy
    или   

1 0,

1

y x

xy
. 

Первая система требует решеP

ния уравнения ( 1) 1x x , или 

2 1 0x x . Но это уравнение не 

имеет корней…. Следовательно, при 

a=1 задача 2 никаких четырёх реP

шений не имеет. 

Итак, пока мы не получили верP

ного ответа для задачи 2. Где же доP 

пущена ошибка? Какое обстоятельP

ство мы не учли?  

Мы надеемся, что вы разберёP

тесь, в чем тут дело, и затем получиP

те правильный ответ к задаче 2. 

А заодно выясните, как следует доP

полнить решение задачи 1 так, чтоP

бы указанный выше ответ был полP

ностью обоснован. 
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