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Волшебные игральные кубики,
парадоксы соревнований  

и противоречивые голосования 
Представьте себе, что у меня есть 

три кубика. Обычные шестигранные 
кубики, на каждой грани которых 
написаны некоторые числа. Я предJ
лагаю своему партнёру выбрать люJ
бой из этих кубиков, который ему 
больше понравился, а сам беру себе 
другой кубик из двух оставшихся. 
Далее мы начинаем играть: каждый 
бросает свой кубик, и выигрывает 
тот, на чьём кубике выпадет большее 
число. Оказывается, что при очень 
большом числе бросаний в среднем я 
буду в выигрыше, то есть я буду чаJ
ще выигрывать у партнёра. Даже есJ
ли партнер поменяет кубик, наприJ
мер, возьмёт кубик, которым играл я, 
то он всё равно будет проигрывать, 
если я воспользуюсь правом выбрать 
себе кубик из двух оставшихся. 

Может ли такое быть? ОказываетJ
ся, может. Весь секрет в числах, котоJ
рые расставлены на гранях кубиков. 

Задача заключается в том, чтобы 
найти эти числа и расставить их на 
гранях трёх кубиков так, чтобы кубиJ
ки обладали описанным выше «волJ
шебным» свойством. 

Попробуем решить эту задачу. 
Сконструируем такие кубики. ОчеJ
видно, что указанные кубики облаJ
дают следующим свойством: для люJ
бого из них среди двух других найJ
дётся кубик «лучше» его. Именно поJ
этому я буду выигрывать у партнёра, 
потому что я выбираю кубик после 
него и выбираю кубик «лучший», чем 
выбрал он. 

Обозначим кубики А, В, С. Это 
значит, что, возможно, кубик А лучJ
ше кубика В, кубик В лучше кубика 
С, а кубик С лучше кубика А. То есть 
отношение «лучше» между кубиками 
не транзитивно. 

Упростим немного задачу: будем 
кубики считать не шестигранными, а 
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трёхгранными. Это легко реализоJ
вать, если мы будем на двух гранях 
каждого, например на противопоJ
ложных, писать одинаковые числа. 
Тогда каждый кубик будет характеJ
ризоваться тремя числами, каждое 
из которых написано на двух гранях 
кубика. 

Чтобы понять, что значит один 
кубик «лучше» другого, нужно поJ
нять, что значит одна тройка чисел 
«лучше» другой. Несомненно, тройка 
(5,6,7) лучше тройки (1,2,3), потому 
что кубик с числами (5,6,7) всегда буJ
дет выигрывать у кубика с числами 
(1,2,3). 

А как в общем случае определить, 
что одна тройка чисел лучше другой? 
Для нас важны не абсолютные значеJ
ния чисел, а их относительные значеJ
ния, важно больше одно число другоJ
го или меньше. Поэтому удобно расJ
сматривать изображения чисел на 
числовой оси и сравнивать, какая 
тройка точек на числовой оси лучше 
другой тройки точек. Например, на 
рис. 1 точки на числовой оси обознаJ
чены крестиками и ноликами.  

Рис. 1 

Числа, соответствующие точкам, 
расположенным левее, имеют меньJ
шие значения, чем те, что правее. На 
этом рисунке над и под точками наJ
писаны числа, которые имеют слеJ
дующий смысл: сколько точек из 
другой тройки находятся левее данJ
ной точки. Здесь левее каждой точки, 
обозначенной ноликом, имеются 3 
точки, обозначенные крестиками, поJ
этому над каждым ноликом стоит 
число 3. А левее каждого крестика 
нет ни одного нолика, поэтому под 
крестиками стоят нули. Справа от оси 

показано, что нолики выигрывают у 
крестиков со счетом 9:0. Это значит, 
что кубик с числами, соответствуюJ
щими ноликам, в 9 случаях выиграет 
у кубика с числами, соответствуюJ
щими крестикам, 9 раз, и наоборот, 
кубик с крестиками не выиграет ни 
разу. 

Интуитивно ясно, что для того 
чтобы 3 кубика были не в транзитивJ
ном  отношении, нельзя, чтобы выигJ
рыш одного кубика над другим был 
таким большим, как в рассмотренном 
случае.  Нужно постараться выигрыш 
сделать минимальным, например со 
счётом 5:4. 

Рассмотрим некоторые варианты 
возможного расположения двух 
троек точек на числовой оси с разJ
личными отношениями между точJ
ками из разных троек. 

На рис. 2  тройка точек, обознаJ
ченных крестиками, выигрывает у 
тройки точек, обозначенных ноликаJ
ми, со счётом 5:4. Это значит, что куJ
бик с числами, соответствующими 
крестикам, в 9 случаях будет выигJ
рывать у кубика с числами, соответJ
ствующими ноликам, в среднем 5 раз, 
а кубик с ноликами только 4. 

Рис. 2 

На рис. 3  тройка точек, обознаJ
ченных ноликами, выигрывает у 
тройки точек, обозначенных квадраJ
тиками, также со счётом 5:4. 

Рис. 3 

А на рис. 4 тройка точек, обознаJ
ченных квадратиками, выигрывает у 
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тройки точек, обозначенных крестиJ
ками, и тоже со счётом 5:4.   

Рис. 4 

Давайте теперь объединим нолиJ
ки, крестики и квадратики с рисунJ
ков 2, 3 и 4  так, чтобы сохранились 
их относительные расположения, 
указанные на этих рисунках. Тогда 
мы получим то, что видим на рис. 5. 

Рис. 5 

Действительно, если мы из рис. 5 
удалим квадратики, то получим расJ
положение нулей и крестиков такое 
же, как на рис 2. Аналогично удалеJ
нием крестиков или ноликов из рис. 5 
проверяется соответствие располоJ
жениям точек на рис. 3 и 4. 

Теперь остаётся только придать 
конкретные значения девяти точкам 
рис. 5. Например, просто присвоить 
им целые числа от 1 до 9, что показаJ
но на рис. 6. 

Рис. 6 

Таким образом, мы получили слеJ
дующие три тройки чисел: (1, 5, 9), 
(2, 6, 7) и (3, 4, 8). Первая тройка соотJ
ветствует ноликам, вторая крестиJ
кам, а третья квадратикам. Как было 
показано, вторая тройка лучше перJ
вой (рис. 2),  третья тройка лучше 
второй (рис. 4), а первая лучше 
третьей (рис. 3). 

Кубики с найденным решением 
изображены на рис. 7. 

Рис. 7 

Естественно, полученное решение 
не является единственным. 

Пронумеровав точки рис. 5 числаJ
ми от 10 до 18 и объединив с нумераJ
цией рис. 6, получим шестёрки, удовJ
летворяющие указанным требованиJ
ям: (1,5,9,10,14,18), (2,6,7,11,15,16) и 
(3,4,8,12,13,17). Здесь также вторая 
шестёрка лучше первой, третья лучJ
ше второй, а первая лучше третьей. 

Если разрешить повторять числа 
на гранях кубиков, то можно обойJ
тись всего четырьмя цифрами. Вот 
пример таких чудесных кубиков с 
числами на гранях 1, 2, 3 и 4: 

(1,1,1,2,4,4), 
(1,1,1,3,3,3), 
(1,2,2,2,2,2). 

Нетрудно проверить, что при 
равновероятном бросании кубиков в 
приведённом примере первый кубик 
выигрывает у второго со счётом 
15:12, второй у третьего – со счётом 

18:15, а третий у первого – со счётом 
15:13. 

В статье [1] приведено 43 возможJ
ных варианта волшебных кубиков с 
минимальным количеством чисел на 
гранях. 

Ситуация с «волшебными» кубиJ
ками выглядит парадоксальной. КаJ
залось бы, в соответствии со здравым 
смыслом, если А лучше Б, а Б лучше 
В, то и А должно быть лучше В. Это 
естественное свойство отношений и 
принято называть транзитивностью. 

Кажущаяся парадоксальность, 
которая возникает с «волшебными» 
кубиками, основана на нарушении 
транзитивности. Во всех приведёнJ
ных примерах нарушение транзиJ
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тивности является циклическим. ТаJ
кие парадоксы, основанные на наруJ
шении транзитивности, иногда появJ
ляются и  в других жизненных сиJ
туациях. 

Рассмотрим парадоксы, возниJ
кающие в командных соревнованиях 
для индивидуальных видов спорта, 
таких, например, как шахматы. БуJ
дем считать, что сила каждого игрока 
определяется некоторым числом, наJ
зываемым рейтингом. Для простоты 
будем считать, что команды состоят 
из «идеальных» игроков, то есть игJ
рок всегда побеждает игрока с меньJ
шим рейтингом и делает ничью с равJ
ным по силе. 

Есть два типа (способа) проведеJ
ния  командных соревнований: 

1) Каждый игрок  играет со всеми

игроками другой команды (всего N
2

партий, где N – количество игроков в 
команде). 

2) В каждой команде игроки упоJ
рядочиваются «по доскам» (обычно в 
порядке убывания рейтинга), и кажJ
дый игрок играет только одну партию 
с соответствующим партнером друJ

гой команды (всего N партий). 
Удивительно, но команда, проигJ

равшая в матче одного типа, может 
выиграть в матче другого типа. 

Пусть имеются  2 команды  А и В 
по 5 игроков в каждой и рейтинги игJ
роков этих команд будут следующие: 

A  (6 4 3 3 2), 
B  (5 4 4 3 1). 

Составим таблицу игр в соревноJ
ваниях этих команд по типу 1 : 

 5 4 4 3 1  

6 1 1 1 1 1 5 

4 0 1/2 1/2 1 1 3 

3 0 0 0 1/2 1 1
1
/

2

3 0 0 0 1/2 1 1
1
/

2

2 0 0 0 0 1 1 

В первом столбце таблицы – рейJ
тинги игроков команды А, в первой 
строке – команды В. Результаты матJ
ча  1Jго типа показаны в клетках пеJ
ресечения соответствующих строк и 
столбцов:  1 – выигрыш игрока коJ

манды А, 0 – проигрыш,  1/2 – ничья.  

Последний столбец – суммы очков 
игроков команды А для матча  1Jго 
типа.  Общая сумма очков команды 
A равна 12. Так как разыгрывалось 25 
очков (5х5), то у команды В получаетJ
ся 13 очков. Следовательно, команда 
А проигрывает команде В. 

Чтобы определить результат игр 
для матча 2Jго типа, достаточно расJ
смотреть только диагональ привеJ
дённой таблицы (всего 5 игр). Здесь 
мы видим, что в матче 2Jго типа у коJ
манды A 3 очка из 5 возможных, у 
команды В только 2 очка.  То есть в 
этом случае побеждает команда А. 
Тоже получаем парадоксальную сиJ
туацию. 

Обратим внимание, что между 
рейтингами игроков выполняется отJ
ношение транзитивности.  Так, наJ
пример, если X, Y и Z – рейтинги неJ
которых трёх игроков, то из того, что 
X>Y и Y>Z, следует  X>Z.  Но при 
сравнении сил разных команд транJ
зитивность может не соблюдаться. 

Рассмотрим пример из трёх коJ
манд А, В и С, с тремя игроками в 
каждой, со следующими рейтингами: 

A  (5 2 2), 
B  (4 4 1), 
C  (3 3 3). 

Сравнивая силы этих команд в 
матчах обоих типов, мы видим, что 
команды обыгрывают друг друга 
циклически: А сильнее В,  В сильнее 
С, а С сильнее А, что выглядит параJ
доксально. Действительно, в случае 

матча 1Jго типа имеем: A:B  5:4, 

B:C  C:A  6:3. А в случае матча 2Jго 

типа:  A:B  B:C  C:A  2:1. 
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А вот совсем парадоксальный 
пример, в котором цикличность отJ
ношения сил команд имеет противоJ
положные направления в зависимоJ
сти от типа матча. 

Рассмотрим 3 команды по 5 игроJ
ков в каждой со следующим распреJ
делением рейтингов: 

A  (11 9 6 3 1), 
B  (10 7 5 5 4), 
C   (8 7 7 5 2). 

В этом примере в соревнованиях 
1Jго типа A<B, B<C, C<A, а в соревJ
нованиях 2Jго типа A>B, B>C, C>A. 

Везде преимущество минимальное –  
1 очко. 

Аналогичные противоречия возJ
никают в задачах «Теории групповоJ
го выбора» или «Теории экспертных 
оценок» (есть такие теории, основанJ
ные на математических методах). Вот 
типичная задача: 

Имеется N альтернатив и M инJ
дивидуумов. Каждый индивидуум 
высказывает определённые предпочJ
тения относительно заданных альJ
тернатив. Какой должна быть процеJ
дура учёта этих предпочтений для 
выявления группового предпочтения 
этих альтернатив? Например, какую 
из рассматриваемых альтернатив 
можно считать наиболее предпочтиJ

тельной для всей группы из M индиJ
видуумов в целом? 

Сравнивая такую задачу с коJ
мандными соревнованиями, видно, 
что «игроками» здесь выступают альJ
тернативы, а результатами игр, или 
рейтингами игроков, – результаты 
голосования индивидуумов. 

Оказывается, что процедура выJ
явления групповых предпочтений 
между альтернативами, которая выJ
глядит совершенно естественной, 
может привести к нетранзитивности 
полученного отношения предпочтеJ
ния.  

 Чтобы обосновать предлагаемую 
процедуру группового выбора, приJ
ведём такой пример. 

Пусть имеется 35 индивидуумов и 
3 альтернативы (X, Y, Z), из которых 
нужно коллективно выбрать одну. 
Альтернативами могут быть кандиJ
даты на выборную должность. 

Пусть за X – 17 человек, за Y – 16, 

а за Z – только 2. Кажется очевидJ
ным, что победит X, а у Z никаких 
шансов. Но представим, что Z вовреJ
мя отказался от участия или, что часJ
то практикуется, был второй тур. ТоJ
гда возможна победа Y, если те, кто 
был за Z, проголосуют за Y. За X – 17, 

за Y –18. 
Теперь представим, что X и Y наJ

столько антагонистичны, что те, кто 
голосовал за X, предпочтут Z, но не 
Y, а те кто за Y, предпочтут Z, а не X. 
То есть, если перед голосованием умJ

рёт Y, то будет: за X – 17, за Z – 18, а 

если убьют X, то будет: за Y – 16, за 

Z – 19. В обоих случаях побеждает 
«безнадёжный» Z. 

Поэтому более правильно (спраJ
ведливо) рассматривать предпочтеJ
ния, упорядочивая для каждого инJ
дивидуума все имеющиеся альтернаJ
тивы. 

Но тогда рассмотрим следующую 
таблицу предпочтений (3 индивиJ
дуума (A, B, C) и 3 альтернативы 
(X, Y, Z)): 

A (X Y Z), 
B (Y Z X), 
C (Z X Y). 

Здесь для A X предпочтительнее 
Y и Z, а Y предпочтительнее X. ОбоJ
значим это так: X>Y>Z. Тогда для B 
Y>Z>X,  а для C Z>X>Y. 

Логично процедуру выявления 
группового предпочтения строить по 
принципу большинства индивидуJ
альных предпочтений, то есть по 
принципу: выигрывает та альтернаJ
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тива, за которую голосует большинJ
ство индивидуумов. 

Так, в рассматриваемой таблице 
предпочтений X>Y для двух индивиJ
дуумов против одного, следовательJ
но, естественно считать X>Y и для 
группового выбора, то есть считать, 
что для группы большинством X 
предпочтительнее Y. 

 Но тогда для группового выбора 
получаем: X>Y (A и C против B), 
Y>Z (A и B против C) и Z>X (B и C 
против A). Здесь налицо нарушение 
транзитивности. Это противоречит 
нашему интуитивному пониманию 
предпочтений. Мы не можем допусJ
тить нарушение транзитивности для 
индивидуальных предпочтений (если 
игру в шахматы я предпочитаю игре 
в шашки, а играть в шашки я люблю 
больше, чем играть в карты, то абсоJ
лютно ясно, что если мне предложат 
сыграть в шахматы или в карты, я 
выберу шахматы). 

Приведённый пример предпочJ
тений простой (три индивидуума и 
три альтернативы). Нетрудно поJ
строить более сложные примеры, с 

бóльшим числом индивидуумов и 
альтернатив, в которых также моJ
жет быть нарушена транзитивJ
ность в групповом выборе предпочJ
тений по принципу простого больJ
шинства. Процедуры группового 
выбора  могут быть основаны и на 
более интересных принципах, чем 
принцип простого большинства, но 
которые также в определённых 
случаях приводят к нетранзитивJ
ным результатам. Более абстрактJ
ный и основательный подход к изуJ
чению таких процедур был предJ
ложен К. Дж. Эрроу [3].  

Как было показано в начале стаJ
тьи, различные процедуры командJ
ных соревнований приводят к разJ
ным, даже противоположным реJ
зультатам, так и различные процеJ

дуры голосования могут приводить к 
разным результатам, чем и пользуJ
ются политики, во власти которых 
приспосабливать процедуры выборов 
под свои интересы. 

Вернёмся к нашему первому 
примеру голосования, рассмотрим 
соответствующую таблицу: 

17 (X Z Y), 

16 (Y Z X), 

2 (Z Y X) 

(первый столбец – количества индиJ
видуумов, имеющих соответствуюJ
щие одинаковые предпочтения). 

Здесь Z>X (18 против 17), Z>Y 
(19:16), Y>X (18:17), транзитивность 
есть. И коллективным предпочтением 
по принципу простого большинства 
будет: Z>Y>X. 

Но подсчёт очков можно построJ
ить с весами, например, за первый 
уровень предпочтения присваивать 3 
очка, за второй – 2 и за третий – 1 очJ

ко. Тогда у X  17  3  16  2  69 очJ

ков, у Y 16  3  2  2  17  69 очков, у 

Z 17  2  16  2  6  72 очка. ПобежJ
дает Z, но  X и Y одинаковы. 

Но если применить силовой приём 
(как это делают заинтересованные поJ
литики) и потребовать, чтобы за перJ
вое место присваивать 4 очка (оставив 
остальные прежними, в этом есть своя 
логика, и этого часто добиваются, надо 
только знать, когда это выгодно, а коJ
гда – нет), то расклад очков будет таJ

кой: у  X 4  17  16  2  86 очков, у 

Y 17  16  4  2  2  85 очков, а у 

Z  2  17  2  16  4  2  74 очка. СноJ
ва выигрывает X, а Z проигрывает с 
большим отрывом. Здесь коллективJ
ным предпочтением будет X>Y>Z, 
что диаметрально противоположно 
первому случаю.  

На основе подобных нарушений 
транзитивности в голосовании строJ
ится известный «Парадокс Эрроу» в 
теории группового выбора. Лауреат 
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Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор 

Незаменимость общения
       У двух живущих в соседних комнатах общежития друзей-студентов был один 

будильник, и его владелец будил соседа, когда тому было нужно. Но однажды 

они поссорились и перестали разговаривать, обмениваясь в случае острой 

необходимости записками. И как-то утром разбуженный звонком будильника, как 

обычно, в 7 часов утра студент видит записку: «Разбуди меня в 6 часов».

Необходима другая планета
        Пациенту, весившему более 100 кг, врач сказал, что со здоровьем у него скоро 

возникнет из-за этого большая проблема. Но тот уверенно возразил: «Недавно я 

узнал,  сообщил он,  что на Марсе я весил бы 40 кг. Значит проблема в том, что я 

живу не на той планете, которая нужна».

Проявление самокритичности
        Художник проснулся с мыслью, что Достоевский прав: красота спасёт мир. Но 

посмотрев на картину, которую накануне закончил, засомневался в этом.

Уважительная причина
        Старт ракеты не состоялся. Из центра управления запрос:

 Что случилось? Почему ракета не взлетела?

 Всё в полном порядке. Мы считали: 10, 9, 8, 7,…но потом сбились со счёта

Теорема
       Какую бы глупость вы ни придумали, найдётся человек, который эту глупость 

сделает. (Доказательство не требуется.)

Напутствие учащемуся
       Не жалуйся на обширность учебного материала и на быструю его забываемость. 

Учтите: образованность  это то, что остаётся после того, как вы забудете всё, чему 

вас учили.

Математика

Нобелевской премии Кеннет Джозеф 
Эрроу построил систему аксиом, инJ
туитивно справедливых для любых 

процедур группового выбора, которая 
неожиданно оказывается противореJ
чивой [3]. 
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