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Âíåâïèñàííûå îêðóæíîñòè  
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà 

 

Íà óðîêàõ ãåîìåòðèè ó÷àùèåñÿ çíàêîìÿòñÿ ñ îïèñàííûìè è 
âïèñàííûìè îêðóæíîñòÿìè òðåóãîëüíèêà. Î âíåâïèñàííûõ îêðóæ-
íîñòÿõ çíàåò èõ íåçíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü, ïðè÷ ì ëèøü íà óðîâíå 
îïðåäåëåíèÿ. Â äàííîé ñòàòüå ìû ðàññìîòðèì èñïîëüçîâàíèå 
ñâîéñòâ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ïðèìåíèòåëüíî ê ïðÿìîóãîëü-
íîìó òðåóãîëüíèêó, à òàêæå ïîëó÷èì ðÿä èíòåðåñíûõ ôîðìóë, 
ñïðàâåäëèâûõ â ïîñëåäíåì ñëó÷àå. Ïîëó÷åííûå çíàíèÿ áóäóò ïî-
ëåçíû ó÷àñòíèêàì ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä, à òàêæå øêîëüíèêàì, 
ñäàþùèì ÃÈÀ è ÅÃÝ.  

 

Îïðåäåëåíèå. Âíåâïèñàííîé îê-
ðóæíîñòüþ òðåóãîëüíèêà íàçûâà-
åòñÿ îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ îäíîé 
ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà è ïðîäîëæå-
íèé äâóõ äðóãèõ åãî ñòîðîí. 

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òðå-
óãîëüíèê ABC ñ ïðÿìûì óãëîì C 
( èñ. 1). Äëÿ íåãî ñóùåñòâóþò òðè 
âíåâïèñàííûå îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè 
â òî÷êàõ ,aO  bO  è cO  è ðàäèóñàìè 

,ar  br  è cr  ñîîòâåòñòâåííî.  
Îòìåòèì, ÷òî ïîëîæåíèå òî÷åê 
,aO  bO  è cO  äëÿ êàæäîãî òðåóãîëü-

íèêà îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Òàê, 
íàïðèìåð, òî÷êà aO  òî÷êà ïåðåñå-
÷åíèÿ áèññåêòðèñ óãëîâ, âíåøíèõ ê  

 

 

Ðèñ. 1 
 

óãëàì B è C. Îíà ðàâíîóäàëåíà íà 
ðàññòîÿíèå ar  îò âñåõ òð¸õ ïðÿìûõ 

Ïðîêîôüåâ Àëåêñàíäð Àëåêñàíäðîâè÷
Äîêòîð ïåäàãîãè÷åñêèõ íàóê, çàâåäóþùèé 

êàôåäðîé âûñøåé ìàòåìàòèêè ¹1 
ÍÈÓ ÌÈÝÒ, ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè 

ÃÎÓ ëèöåé ¹1557 ã. Çåëåíîãðàäà.

Êîðÿíîâ Àíàòîëèé Ãåîðãèåâè÷ 
Ìåòîäèñò ïî ìàòåìàòèêå ãîðîäñêîãî 
èíôîðìàöèîííî-ìåòîäè÷åñêîãî Öåíòðà (ÁÃÈÌÖ), 
ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè ÌÎÓ ëèöåé ¹27 ã. Áðÿíñêà. 
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AB, BC è AÑ, è ÷åðåç íå¸ òàêæå ïðî-
õîäèò áèññåêòðèñà âíóòðåííåãî óãëà A 
òðåóãîëüíèêà ABC. Àíàëîãè÷íî ïîëó-
÷àþòñÿ äâå äðóãèå âíåâïèñàííûå 
îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè bO  è .cO   

 

 
 

Íàïîìíèì, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîì 
òðåóãîëüíèêå ABC  êàòåòû a  è b  
ñâÿçàíû ñ ãèïîòåíóçîé c  òåîðåìîé 

Ïèôàãîðà 2 2 2,a b c  
2

a b c
p  

ïîëóïåðèìåòð, 
1

2
S ab   ïëîùàäü, 

2

a b c
r   ðàäèóñ âïèñàííîé 

îêðóæíîñòè, 
2

c
R  – ðàäèóñ îïè-

ñàííîé îêðóæíîñòè. 
Êðîìå ýòîãî çàìåòèì, ÷òî äëÿ 

ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî 

( ) ( )
( )( )

2 2

c b a c b a
p a p b

 2 2( )
.

4 2

c b a ab
S  

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà âíåâïèñàí-
íûõ îêðóæíîñòåé ïðÿìîóãîëüíîãî 
òðåóãîëüíèêà, êîòîðûå íàì ïîíàäî-
áÿòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷. Îòìåòèì, 
÷òî ïåðâûå òðè ñâîéñòâà è èõ ñëåä-
ñòâèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà. 

Ñâîéñòâî 1. Äëèíà îòðåçêà êà-
ñàòåëüíîé, ïðîâåä¸ííîé ê âíå-

âïèñàííîé îêðóæíîñòè èç ïðî-
òèâîïîëîæíîé âåðøèíû, ðàâíà 
ïîëóïåðèìåòðó òðåóãîëüíèêà. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç 1,B  3C  è aT  òî÷êè êàñàíèÿ âíå-
âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì 

aO  ñ ïðÿìûìè ÀÑ, ÀÂ è ÂÑ ñîîò-
âåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 1). Òîãäà èìååì 

1 ,aCB CT  3 ,aBC BT
 

è ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ðàâåí 

a aP AC CT BT AB

1 3 1 3.AC CB BC AB AB AC  

Òàê êàê 1 3,AB AC  òî ïîëóïåðèìåòð 

òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ðàâåí 1.p AB  

Ñëåäñòâèå. Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó 
òî÷êàìè êàñàíèé âíåâïèñàííûõ îê-
ðóæíîñòåé ïðîäîëæåíèé ñòîðîí çà 
âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ðàâíû (ðèñ. 1): 

1 3 ,C C a b  1 3 ,B B a c  

1 3A A b c . 

Ñâîéñòâî 2. Ïóñòü âïèñàííàÿ 
îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC 
(ñì. ðèñ. 1) êàñàåòñÿ ñòîðîí BC, 
AC è AB â òî÷êàõ 2,A  2B  è 2C   
ñîîòâåòñòâåííî, à âíåâïèñàííàÿ 
îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì aO  
ñòîðîíû ÂÑ â òî÷êå aT , òîãäà  

2 ,
2a

a b c
CA BT p c  

2 ,
2a

a c b
CT BA p b  

ãäå a, b, c  äëèíû ñòîðîí ñîîò-
âåòñòâåííî BC, AC è AB òðå-
óãîëüíèêà ABC. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì äëÿ îò-
ðåçêà êàñàòåëüíîé ê âïèñàííîé 
îêðóæíîñòè:  

2 .
2

a b c
CA  

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè 1,B  3C   
òî÷êè êàñàíèÿ äàííîé âíåâïèñàííîé 
îêðóæíîñòè ñ ïðîäîëæåíèåì ñòîðîí 
AC è AB ñîîòâåòñòâåííî, òî ïî ñâîé-
ñòâó 1 

Ìàòåìàòèêà
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1 3 .
2

a b c
AB AC  

Îòñþäà  

3 3 ,
2a

a b c
BT BC AC AB

 
òî åñòü 

2 .
2a

a b c
CA BT p c  

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî 

2 .aCT BA p b  

Ñëåäñòâèå. Òî÷êè êàñàíèÿ âïè-
ñàííîé è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñò  
ñî ñòîðîíîé òðåóãîëüíèêà ñèììåò-
ðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ýòîé 
ñòîðîíû. 

Ðàññìîòðèì ôîðìóëû, ñâÿçûâà-
þùèå ðàäèóñû âïèñàííîé è âíåâïè-
ñàííûõ îêðóæíîñòåé è îñíîâíûå 
õàðàêòåðèñòèêè òðåóãîëüíèêà (ñòî-
ðîíû, ïåðèìåòð, ïëîùàäü). 

Ñâîéñòâî 3. Ðàäèóñ âíåâïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè, êàñàþ-
ùåéñÿ ñòîðîíû ÂÑ òðåóãîëü-
íèêà ÀÂÑ, âû÷èñëÿåòñÿ ïî 

ôîðìóëå ,a
S

r
p a

 ãäå S, p, à  

ñîîòâåòñòâåííî ïëîùàäü, ïîëó-
ïåðèìåòð è äëèíà ñòîðîíû BC 
òðåóãîëüíèêà ABC. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå ðàâåíñòâà (ñì. ðèñ. 1): 

ABC O CA O BA O CBa a a
S S S S

1 1 1
( )

2 2 2a a a ar b r c r a r p a . 

Îòñþäà ïîëó÷àåì: 

.a
S

r
p a

  

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû: 

b
S

r
p b

 è .c
S

r
p c

 

Ñëåäñòâèÿ.  
1. Áîëüøåé ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà 

ñîîòâåòñòâóåò êàñàþùàÿñÿ å¸ âíå-
âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü áîëüøåãî ðà-
äèóñà è íàîáîðîò. 

2. Ðàäèóñ âíåâïèñàííîé îêðóæíî-
ñòè òðåóãîëüíèêà áîëüøå ðàäèóñà 

îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òîò æå 
òðåóãîëüíèê. 

3. Äëÿ îòíîøåíèé ðàäèóñîâ âïè-
ñàííîé è âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé 
èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà: 

a

r p a

r p
, ,a

b

r p b

r p a
 .a

c

r p c

r p a
 

Ñâîéñòâî 4. Ðàäèóñ âíåâïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ãè-
ïîòåíóçû ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà, ðàâåí ïîëóïåðèìåòðó 
ýòîãî òðåóãîëüíèêà, òî åñòü 

.cr p  
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 3A  è    

3B   òî÷êè êàñàíèÿ âíåâïèñàííîé 
îêðóæíîñòè ñ ïðîäîëæåíèÿìè êà-
òåòîâ ÑÂ è ÑÀ ñîîòâåòñòâåííî     
(ñì. ðèñ. 1).  

Ðàäèóñû, ïðîâåä¸ííûå â òî÷êó 
êàñàíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíû ïðÿìûì 
ÑÂ è ÑÀ. Èç ñâîéñòâà 1 îòðåçêè

3 3CA CB p . Òàê êàê ÷åòûð¸õ-

ãîëüíèê 3 3cCB O A   êâàäðàò, òî  

3 3 .c cr O A CA p  
Ñëåäñòâèå. Òàê êàê äëÿ ïðÿìî-

óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà èìåþò ìåñòî 
ôîðìóëû  

2 ,p R r ñ r  
òî ïîëó÷àåì åù¸ ðàâåíñòâà: 

2cr R r c r . 
 

 
 

Ìàòåìàòèêà
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Ñâîéñòâî 5. Ãèïîòåíóçà ðÿ-
ìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 
ñóììå ðàäèóñîâ âíåâïèñàííûõ 
îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ êà-
òåòîâ, òî åñòü .a bc r r  

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ÷åòû-
ð¸õóãîëüíèêè 1a aCT O B  è 1 b bCA O T   

êâàäðàòû (ñì. ðèñ. 1), òî ,a aCT r  

.b bCT r  Ïî ñâîéñòâó 2 èìååì:  

a b a br r CT CT

2 2 2 2 .A B B A BC C A c  

Ñëåäñòâèå. Òàê êàê ,cr c r  òî 

ïîëó÷àåì .c a br r r r  

Ñâîéñòâî 6. Êàòåò ïðÿìî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí 
ñóììå ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé 
âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé, êàñà-
þùåéñÿ ýòîãî êàòåòà, òî åñòü  

aa r r  è .bb r r  
 

 
 

Äîêàçàòåëüñòâî.  
1-é ñïîñîá. Ïóñòü O  öåíòð 

âïèñàííîé îêðóæíîñòè ïðÿìîóãîëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà ABC (ñì. ðèñ. 1), 

2A   òî÷êà êàñàíèÿ ýòîé îêðóæíî-

ñòè ñ êàòåòîì BC, r ðàäèóñ ýòîé 
îêðóæíîñòè.  Ñîîòâåòñòâåííî âíå-
âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â 
òî÷êå aO  è ðàäèóñîì ar  êàñàåòñÿ 

êàòåòà BC â òî÷êå aT  è, êðîìå òîãî, 

êàñàåòñÿ ïðîäîëæåíèé êàòåòà AC è 
ãèïîòåíóçû AB. Èç äîêàçàííîãî âû-
øå ñâîéñòâà 2 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 
òðåóãîëüíèêà 

2 .
2a

a b c
BT CA r  

Ñëåäîâàòåëüíî, 
.a a aBC CT BT r r  

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî 
.bCA r r  

 

 
 

Ðèñ. 2 
 

2-é ñïîñîá. Òàê êàê AO   áèñ-
ñåêòðèñà óãëà A  òðåóãîëüíèêà ABC, 
à bAO   áèññåêòðèñà åãî âíåøíåãî 

óãëà (ñì. ðèñ. 2), òî 90 .bOAO Ò -

ãäà 1bAO C 2 ,
2

A
OAC  êàê 

îñòðûå óãëû ñî âçàèìíî ïåðïåíäè-
êóëÿðíûìè ñòîðîíàìè. 

Ïîñêîëüêó öåíòðû ðàññìàòðèâà-
åìûõ îêðóæíîñòåé ëåæàò íà áèñ-
ñåêòðèñå óãëà Â òðåóãîëüíèêà ABC, 
òî â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå 

1bBO C  èìååì 1 90 .
2b
B

BO C

Òîãäà â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíè-
êå bO AO  ïîëó÷àåì:  

1 1b b bOO A BO C AO C  

90 45 .
2

A B
 

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìîóãîëüíûé 
òðåóãîëüíèê bO AO   ðàâíîáåäðåí-

C B

A

Ob

O

Tb C2

B2

C1
rb

r

Ìàòåìàòèêà
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íûé è .bO A AO  Òîãäà òðåóãîëüíè-

êè 1bAO C  è 2OAC  ðàâíû ïî ãèïîòå-

íóçå è îñòðîìó óãëó. Ïîýòîìó 

2 1 .b bAC O C r  Çíà÷èò, 

2 2 2 2 .bAC CB B A CB AC r r  
Ñëåäñòâèå. Ðàññòîÿíèÿ îò âåðøè-

íû îñòðîãî óãëà ïðÿìîóãîëüíîãî 
òðåóãîëüíèêà äî öåíòðà âïèñàííîé è 
âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, êàñàþ-
ùåéñÿ êàòåòà, ñîäåðæàùåãî ýòó 
âåðøèíó, ðàâíû, òî åñòü bAO AO  
è aBO BO  (ñì. ðèñ. 1). 

Ñâîéñòâî 7. Êàòåòû ïðÿìî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ñ 
ïðÿìûì óãëîì â âåðøèíå Ñ ìî-
ãóò áûòü íàéäåíû ÷åðåç ðàäèó-
ñû , ,a b cr r r  âíåâïèñàííûõ îêðóæ-
íîñòåé ïî ôîðìóëàì: 

à) c ba r r  è c ab r r ; 

á) 
2 a c

a c

r r
a

r r
 è 

2 b c

b c

r r
b

r r
. 

Äîêàçàòåëüñòâî.  
à) Ïî ñâîéñòâó 2 èìååì 

b br CT p a  (ñì. ðèñ. 1). Òàê êàê 

ïî ñâîéñòâó 4 ,cr p  òî ïîëó÷àåì 

c ba r r . Âòîðàÿ ôîðìóëà äîêàçû-

âàåòñÿ àíàëîãè÷íî. 
á) Òàê êàê öåíòðû aO  è cO  âíå-

âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé  ëåæàò íà 
áèññåêòðèñå âíåøíåãî óãëà B  òðå-
óãîëüíèêà ABC (ñì. ðèñ. 1), òî ïðÿ-
ìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè a aO T B  è 

3cO A B  ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì. Òî-
ãäà èç ðàâåíñòâà îòíîøåíèÿ ñòîðîí, 
ëåæàùèõ ïðîòèâ ðàâíûõ óãëîâ, 

3 3

a a a

c

O T T B

O A BA
, ïîëó÷àåì .a a

c c

r a r

r r a
 

Îòñþäà 
2

.a c

a c

r r
a

r r
 Âòîðàÿ ôîðìó-

ëà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. 
Ñâîéñòâî 8. Ïëîùàäü ïðÿìî-

óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ñ 
ïðÿìûì óãëîì â âåðøèíå Ñ 

ìîæåò áûòü íàéäåíà ÷åðåç ðà-
äèóñ r  âïèñàííîé è ðàäèóñû 

, ,a b cr r r  âíåâïèñàííûõ îêðóæíî-
ñòåé ïî îäíîé èç ôîðìóë: 

à) cS rr ,  
á) a bS r r ,                  

â) ,c a
a c

c a

r r
S r r

r r
 .c b

b c
c b

r r
S r r

r r
 

Äîêàçàòåëüñòâî.  
à) Òàê êàê ,cr p  ãäå p   

ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà, òî èç 
ôîðìóëû ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà 
S pr  ïîëó÷àåì .cS rr  

á) Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû 

,a
S

r
p a

 b
S

r
p b

 

è ( )( ) ,p a p b S    
ïîëó÷àåì: 

2
.

( )( )a b
S

r r S
p a p b

 

â) Ïîäñòàâèì â ôîðìóëó 
1

2
S ab  

âûðàæåíèÿ 
2 a c

a c

r r
a

r r
 è c ab r r  

(ñâîéñòâà 7 á è 7 à), ïîëó÷èì: 

.c a
a c

c a

r r
S r r

r r
 

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà 

.c b
b c

c b

r r
S r r

r r
 

Ñëåäñòâèå. Ðàäèóñû , ,a b cr r r  âíå-
âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ïðÿìî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ñ ïðÿ-
ìûì óãëîì â âåðøèíå Ñ ñâÿçàíû 
ôîðìóëîé: 

c b
a c

c b

r r
r r

r r
 èëè .c a

b c
c a

r r
r r

r r
 

Ñâîéñòâî 9. Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó 
öåíòðàìè âíåâïèñàííûõ îêðóæ-
íîñòåé òðåóãîëüíèêà ABC ñ 
ïðÿìûì óãëîì C âûðàæàþòñÿ 
÷åðåç ðàäèóñû ýòèõ îêðóæíî-
ñòåé ôîðìóëàìè: 

Ìàòåìàòèêà
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à) 2 2 22( )a c a cO O r r ;  

á) 2 2 22( )b c b cO O r r ;  

â) 2 22( ) .a b a bO O r r  

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå 
ðàâåíñòâî, îñòàëüíûå ïðåäîñòàâèì 
äîêàçàòü ÷èòàòåëþ. 

Ïóñòü E  ïðîåêöèÿ òî÷êè aO  íà 

ïðÿìóþ 3 cB O  (ñì. ðèñ. 3), òîãäà 

a c aO E r r , c c aO E r r . Èç ïðÿ-

ìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà a cO EO  

ïîëó÷àåì:  
2 2 2 2 2( ) ( ) 2( ).a c c a c a a cO O r r r r r r  

 

 

Ðèñ. 3 
 

Ñâîéñòâî 10. Ãèïîòåíóçà âèäíà 
èç öåíòðà êàñàþùåéñÿ å¸ âíå-
âïèñàííîé îêðóæíîñòè ïîä óã-
ëîì 45 . 

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê cAO  è 

cBO   áèññåêòðèñû âíåøíèõ óãëîâ 
A  è B  òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ (ñì. ðèñ. 3), 
òî â òðåóãîëüíèêå cAO B  ïîëó÷àåì 

180 ( )c c cAO B O AB ABO
2 180

180 45 .
2

C  

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðèìåíåíèå 
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷. 

Ïðèìåð 1. Êàòåòû ïðÿìîóãîëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû 6 è 8. 

Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðîì 
îïèñàííîé îêðóæíîñòè è öåíòðîì 
âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè äàííîãî 
òðåóãîëüíèêà. 

Ðåøåíèå. Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå 
ÀÂÑ äëèíû êàòåòîâ 6,CB  8CA  
(ñì. ðèñ. 4). Òîãäà ãèïîòåíóçà ÀÂ 
ðàâíà 10.  

Íàéä¸ì ðàäèóñû âíåâïèñàííûõ 
îêðóæíîñòåé, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 3. 
Ïîëóïåðèìåòð p  è ïëîùàäü S  òðå-
óãîëüíèêà ÀÂÑ ðàâíû 12 è 24 ñîîò-
âåòñòâåííî. Òîãäà 

24
4,

12 6a
S

r
p BC

  

24
6,

12 8br  
24

12.
12 10cr  

 

 

Ðèñ. 4  

Öåíòð 1O  îïèñàííîé îêîëî òðå-

óãîëüíèêà ÀÂÑ îêðóæíîñòè ñîâïà-
äàåò ñ ñåðåäèíîé ãèïîòåíóçû. Èñêî-
ìûå ðàññòîÿíèÿ 1 ,aO O  1 bO O  è 1 cO O  

íàéä¸ì èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëü-
íèêîâ 1 1 ,aK O O  3 1bK O O  è 2 1,cK O O  

ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1 3 4
2

CA
A K  è 

1 1 3 2 3.
2

CB
B K B K  Òîãäà 

2 2
1 1 3 1 1( ) ( ) 65,a a aO O r A K r B K

 
2 2

1 1 1 1 3( ) ( ) 85,b b bO O r B K r A K

�
 

A

AA

B

B

B

B

C

D

E

F O

O

O

3

a

3

2

2

1

c

�

C

B

A

Oc

B1

B3

A3

rc

ra

rc

Oa

Ta

Tb

rb

O1

K1

K2

Ob

A1

K3
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2 2
1 1 3 1 1( ) ( ) 145.c c cO O r A K r B K

 
Îòâåò: 65,  85,  145.  
Ïðèìåð 2. (Äèàãíîñòè÷åñêàÿ ðà-

áîòà ÌÈÎÎ 18.12.2012) Ðàäèóñû 
äâóõ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé 
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâ-
íû 5 è 20. Íàéòè ïëîùàäü òðå-
óãîëüíèêà. 

Ðåøåíèå.  
1-é ñëó÷àé. Äàíû ðàäèóñû ar  è 

.br  Ïóñòü 20ar  è 5.br  Òîãäà, 
èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 8 á, ïîëó÷àåì: 

100.a bS r r  

2-é ñëó÷àé. Äàíû ðàäèóñû cr  è 

ar  èëè cr  è .br  Òàê êàê 20 5 , òî 

ïî ñëåäñòâèþ 1 ñâîéñòâà 3 20,cr  è 
ïóñòü 5ar  (â ñëó÷àå 5br  ðåøå-
íèå àíàëîãè÷íî). Òîãäà, èñïîëüçóÿ 
ñâîéñòâî 8 â, ïîëó÷àåì: 

20 5
5 20 60.

20 5
c a

a c
c a

r r
S r r

r r
 

Îòâåò: 60 èëè 100. 
Ïðèìåð 3. Â ïðÿìîóãîëüíûé 

òðåóãîëüíèê ABC ñ óãëîì A, ðàâ-
íûì 60 ,  âïèñàíà îêðóæíîñòü ðà-

äèóñà 3 1.  Âòîðàÿ îêðóæíîñòü, 
ëåæàùàÿ âíå òðåóãîëüíèêà, êàñà-
åòñÿ ñòîðîíû BC è ïðîäîëæåíèé 
äâóõ äðóãèõ ñòîðîí. Íàéòè ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ýòèõ îêðóæ-
íîñòåé.  

Ðåøåíèå. Ïóñòü O è aO   öåíòðû 

âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé îêðóæíî-
ñòåé ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 5), è 
äëÿ îïðåäåë¸ííîñòè óãîë Ñ ïðÿìîé  
è 1,B  2B   òî÷êè êàñàíèÿ îêðóæíî-

ñòåé ñ ïðÿìîé .AC  Òîãäà â ðàâíîáåä-
ðåííîì ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå 

2CB O  ñòîðîíà 2 ( 3 1).OC  Â ïðÿ-
ìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå 1 aB AO  

óãîë 1 aB O A  ðàâåí 60 ,  à äëÿ ïðÿ-

ìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà 1 aB CO  
óãëû 1 aB O C  è 1 aB CO  ðàâíû ïî 45 .

Çíà÷èò, 60 45 15 .aOO C  Òàê 

êàê 
6 2

sin15 sin(45 30 ) ,
4

 òî 

( 6 2) 4
4.

sin15 6 2
a

OC
OO  

Îòâåò: 4. 
 

 

Ðèñ. 5 
 

Ïðèìåð 4. (ÅÃÝ, 2011) Ïðÿìàÿ, 
ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ãèïîòåíóçå ïðÿ-
ìîóãîëüíîãî òð¸óãîëüíèêà, îòñåêà-
åò îò íåãî ÷åòûðåõóãîëüíèê, â êî-
òîðûé ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü. 
Íàéòè ðàäèóñ îêðóæíîñòè, åñëè 
îòðåçîê ýòîé ïðÿìîé, çàêëþ÷åííûé 
âíóòðè òðåóãîëüíèêà, ðàâåí 4, à 
îòíîøåíèå êàòåòîâ òðåóãîëüíèêà 
ðàâíî 4 : 3 . 

 

à         á 
Ðèñ. 6 

 

Ðåøåíèå. Ïóñòü òðåóãîëüíèê 
ÀÂÑ (ñì. ðèñ. 6) òàêîé, ÷òî 

: 4 : 3AC BC . Ðàññìîòðèì äâà 
ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ îòðåçêà MN 
ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ãèïîòå-

 

 

 

 

C
B

A

B1

B2

Oa

O

�C B

A

N

M

C B

A

N

M

Ìàòåìàòèêà



18
Потенциал. Математика. Физика. Информатика № 10 (106) 10.2013

íóçå è êàñàþùåéñÿ âïèñàííîé 
îêðóæíîñòè. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è 
äëèíà îòðåçêà  4.MN  

1-é ñëó÷àé (ñì. ðèñ. 6 à). Ïðÿ-
ìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè AMN  è 
ÀÂÑ ïîäîáíû, ïîñêîëüêó èìåþò 
îáùèé îñòðûé óãîë. Òîãäà 

4

3

AN AC

MN BC
 è 

16

3
AN , 

ñîîòâåòñòâåííî 
2

2 16 20
4

3 3
AM  

è ïîëóïåðèìåòð 8MANp .  
Äëÿ òðåóãîëüíèêà MAN  îêðóæ-

íîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê 
ÀÂÑ, ÿâëÿåòñÿ âíåâïèñàííîé. Òîãäà 
ïî ôîðìóëå  

MAN

MAN

S
r

p MN
 

ïîëó÷àåì:  
1 16

4 82 3
8 4 3

r . 

2-é ñëó÷àé (ñì. ðèñ. 6 á). Èç 
ïîäîáèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëü-
íèêîâ MNB è ÀÂÑ ïîëó÷àåì: 

3
.

4

NB BC

MN AC
 

Îòñþäà 3NB . Òîãäà  

2 24 3 5MB . 
Äëÿ òðåóãîëüíèêà MNB oêðóæ-

íîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê 
ÀÂÑ, ÿâëÿåòñÿ âíåâïèñàííîé.    
Ïîëóïåðèìåòð è ïëîùàäü  òðå-
óãîëüíèêà MNB  ðàâíû 6. Òîãäà 
ïîëó÷àåì: 

6
3.

6 4
MNB

MNB

S
r

p MN
 

Îòâåò: 
8

3
 èëè 3. 

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî íåò 
íåîáõîäèìîñòè çàïîìèíàòü ôîðìó-
ëû, ïîëó÷åííûå â ñâîéñòâàõ 1 10. 
Äîñòàòî÷íî ïîíÿòü ñàì ïðèíöèï èõ 
âûâîäà. 

 

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 
 

1. Íàéäèòå ðàäèóñû âïèñàííîé è 
âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðå-
óãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè 5, 12 è 13.  

2. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ óãîë Ñ 
ðàâåí 90 . Íàéäèòå ðàññòîÿíèå 
ìåæäó òî÷êàìè êàñàíèÿ ñî ñòîðîíîé 
ÀÂ âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé 
îêðóæíîñòåé, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ðà-
äèóñû âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé 

3ar  è 1.br  

3. Äàí êâàäðàò ABCD ñî ñòîðî-
íîé à. Íà ñòîðîíàõ ÂÑ è CD äàíû 
òî÷êè Ì è N òàêèå, ÷òî ïåðèìåòð 
òðåóãîëüíèêà CMN ðàâåí 2à. 
Íàéäèòå óãîë MAN.  

4. (Äèàãíîñòè÷åñêàÿ ðàáîòà 
ÌÈÎÎ 18. 12. 2012) Âíåâïèñàííîé 
îêðóæíîñòüþ òðåóãîëüíèêà íàçûâà-
åòñÿ îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ îäíîé 
ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà è ïðîäîëæå-
íèé äâóõ äðóãèõ åãî ñòîðîí. Ðàäèó-

ñû äâóõ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé 
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû 
7 è 23. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó 
èõ öåíòðàìè.  

5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â òðåóãîëü-
íèêå ABC óãîë C ïðÿìîé, òî ðàññòîÿ-
íèÿ ìåæäó öåíòðàìè âïèñàííîé è 
âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòåé, à òàêæå 
öåíòðàìè âíåâïèñàííûõ îêðóæíî-
ñòåé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðàäèóñû 
îêðóæíîñòåé ôîðìóëàìè: 

) 2 2 22( )a aOO r r ;   

) 2 2 22( )b bOO r r ;  

) 2 22( )c cOO r r . 

6. Ê îêðóæíîñòè ðàäèóñà r  èç 
òî÷êè À, íå ëåæàùåé íà îêðóæíî-
ñòè, ïðîâåäåíû êàñàòåëüíàÿ ÀÑ è 
ñåêóùàÿ AÂ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç 
öåíòð îêðóæíîñòè, ïðè÷¸ì 2 .AB AC  
Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, êîòî-

Ìàòåìàòèêà
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ðàÿ êàñàåòñÿ ñåêóùåé, êàñàòåëü-
íîé âíå îòðåçêà ÀÑ, è ðàäèóñà 
äàííîé îêðóæíîñòè, ïðîâåä¸ííîãî 
â òî÷êó Ñ. 

7. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ïðÿ-
ìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ñ 
ïðÿìûì óãëîì â âåðøèíå Ñ ìîæåò 
áûòü íàéäåíà ÷åðåç ðàäèóñ r  âïè-
ñàííîé è ðàäèóñû , ,a b cr r r  âíåâïè-

ñàííûõ îêðóæíîñòåé ïî îäíîé èç 
ôîðìóë: 

à) ( ) ( )a bS r r r r r r c ; 

á) ( )c cS r r c ;   

â) 
1

( )( )
2 c a c bS r r r r . 

8. (ÅÃÝ, 2011) Ïðÿìàÿ, ïåðïåí-
äèêóëÿðíàÿ ãèïîòåíóçå ïðÿìî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, îòñåêàåò 
îò íåãî ÷åòûð¸õóãîëüíèê, â êîòî-
ðûé ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü. 
Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, åñëè 
îòðåçîê ýòîé ïðÿìîé, çàêëþ÷¸ííûé 
âíóòðè òðåóãîëüíèêà, ðàâåí 12, à 
êîñèíóñ îñòðîãî óãëà ðàâåí 0,6.  

9. (ÅÃÝ, 2011) Ãèïîòåíóçà ïðÿ-
ìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 
10. Ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ  
ãèïîòåíóçå, îòñåêàåò îò òðåóãîëü-
íèêà ÷åòûð¸õóãîëüíèê, â êîòîðûé 
ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü. Íàé-
äèòå ïëîùàäü ýòîãî ÷åòûð¸õóãîëü-
íèêà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ðàäèóñ 
îêðóæíîñòè ðàâåí 2.  

10. Îñòðûé óãîë ïðÿìîóãîëüíîãî 
òðåóãîëüíèêà ðàâåí ,  à ðàäèóñ 

îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ãèïîòåíó-
çû è ïðîäîëæåíèé äâóõ êàòåòîâ, 
ðàâåí R . Íàéäèòå ãèïîòåíóçó ýòîãî 
òðåóãîëüíèêà. 

11. Ðàäèóñ âïèñàííîé â òðå-
óãîëüíèê ÀÂÑ îêðóæíîñòè ðàâåí 

3 1 . Óãîë BAC ðàâåí 60 ,  à ðà-
äèóñ îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ñòî-
ðîíû BC è ïðîäîëæåíèé ñòîðîí AB 

è AC, ðàâåí 3 1.  Íàéäèòå óãëû 
ABC è ACB äàííîãî òðåóãîëüíèêà.  

 

 
 
12. Âíåâïèñàííûå îêðóæíîñòè ñ 

öåíòðàìè aO  è bO  êàñàþòñÿ êàòå-

òîâ ÂÑ è ÀÑ ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà ÀÂÑ â òî÷êàõ aT  è bT  

ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ïëîùàäü 
÷åòûð¸õóãîëüíèêà b aAT T B , åñëè 

30ABCS  (ñì. ðèñ. 1).  
 

 

Îòâåòû 
 

1. 2; 3; 10; 15.  
2. 2.  
3. 45 .  Óêàçàíèå. Â è D  òî÷êè 

êàñàíèÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, 
à å¸ öåíòð íàõîäèòñÿ â âåðøèíå À 
êâàäðàòà ABCD.  

4. 34 èëè 30 2 . 

6. 
2

3

r
.  

8. 8 èëè 9.   

9. 18 èëè 
64

.
3

  

10.  
2

1 sin cos

R
 èëè 

(sin cos 1)
.

sin cos

R
 

11. 30 ,ABÑ  90 .ACÂ   
12. 15.  

Ìàòåìàòèêà


