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Óðàâíåíèÿ îòðåçêà 
Â ñòàòüå ðàññìîòðåíû ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îòðåçêà 

è óðàâíåíèå îòðåçêà â ðàäèêàëàõ. Â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè ýòèì 
ïîíÿòèÿì ïðàêòè÷åñêè íå óäåëÿåòñÿ âíèìàíèÿ. Îäíàêî çàäà÷è íà 
óðàâíåíèå îòðåçêà â ðàäèêàëàõ ðåãóëÿðíî ïðåäëàãàëèñü íà âñòóïè-
òåëüíûõ ýêçàìåíàõ â âåäóùèõ âóçàõ è íà ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèà-
äàõ ðàçíîãî óðîâíÿ, à òàêæå â äèàãíîñòè÷åñêèõ ðàáîòàõ ïðè ïîäãîòîâ-
êå ê ÅÃÝ. Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îòðåçêà ïðàêòè÷åñêè íå èçó-
÷àþòñÿ, õîòÿ èõ èñïîëüçîâàíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ âåñüìà ïîëåçíûì ïðè 
ðåøåíèè êàê àëãåáðàè÷åñêèõ, òàê è ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷. 

Â ñòàòüå ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷, â óñëîâèè êîòîðûõ 
ÿâíî èëè íåÿâíî çàäà¸òñÿ îòðåçîê, ðàñïîëîæåíèå êîòîðîãî îòíîñè-
òåëüíî äðóãèõ çàäàííûõ ôèãóð òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü. Â ïåðâîì 
ñëó÷àå îòðåçîê çàäà¸òñÿ êîîðäèíàòàìè ñâîèõ êîíöîâ, âî âòîðîì  
äà¸òñÿ óðàâíåíèå îòðåçêà â ðàäèêàëàõ. Îáû÷íî ïîäîáíûå çàäà÷è 
ðåøàþòñÿ ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì. Èñïîëüçîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêèõ 
óðàâíåíèé îòðåçêà ïîçâîëÿåò ðåøàòü èõ àëãåáðàè÷åñêè, à èíîãäà 
çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ÷àñòü.  

1. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè íà êîîðäèíàòíîé îñè

Îïðåäåëåíèå 1. Ðàññòîÿíèå 

1 2( , )x x  ìåæäó òî÷êàìè 1x  è

2x  îñè Ox  îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâîì:  

1 2 2 1( , ) | |x x x x

2 1 2 1

2 1

1 2 1 2

, ,

0, ,

, .

x x x x

x x

x x x x

(1) 

Âñåãäà âåðíî íåðàâåíñòâî 

1 2( , ) 0.x x

Ïðîêîôüåâ Àëåêñàíäð Àëåêñàíäðîâè÷  
Äîêòîð ïåäàãîãè÷åñêèõ íàóê, 
çàâåäóþùèé êàôåäðîé âûñøåé ìàòåìàòèêè 
¹1 ÍÈÓ ÌÈÝÒ, 
ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè ÃÎÓ ëèöåé ¹1557 
ã. Çåëåíîãðàäà.
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2. Äåëåíèå îòðåçêà íà êîîðäèíàòíîé îñè â äàííîì îòíîøåíèè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåáóåòñÿ 
íàéòè òî÷êó 0,x  êîòîðàÿ äåëèò îò-

ðåçîê 1 2[ ; ]x x  â îòíîøåíèè : ,m n

ñ÷èòàÿ îò òî÷êè 1x  (ñì. ðèñ. 1).

Ðèñ. 1 

Òîãäà èç îòíîøåíèÿ 

1 0 0 1

0 2 2 0

( , )

( , )

x x x x m

x x x x n

ñëåäóåò 0 1 2 0( ) ( )n x x m x x . Îò-
ñþäà ïîëó÷àåì 

0 1 2( ) ,x n m nx mx
èëè  

1 2
0

nx mx
x

n m
.        (2) 

Ïðèìåð 1. Íàéòè òî÷êó 0,x
äåëÿùóþ îòðåçîê [  4; 16]  îñè 

Ox  â îòíîøåíèè 3 : 2,  ñ÷èòàÿ îò 
òî÷êè (  4 ). 

Ðåøåíèå. Èìååì 3,m  2,n  

1  4,x  2 16.x  Èç (2) ñëåäóåò

0
2 ( 4) 3 16

8.
2 3

x  

Îòâåò: 0 8.x

3. Óðàâíåíèå îòðåçêà, ëåæàùåãî íà êîîðäèíàòíîé îñè

Ïóñòü òî÷êà 0x  äåëèò îòðåçîê

1 2[ ; ],x x  ëåæàùèé íà îñè ,Ox  â îò-

íîøåíèè : ,m n  ñ÷èòàÿ îò òî÷êè 1.x
Òîãäà  

1 2
0 1 2.

nx mx n m
x x x

n m n m n m

Åñëè ïîëîæèòü 
m

t
n m

, òî 

1 1
m n

t
n m n m

. 

Îòñþäà 

0 1 2

1 2(1 ) ,

n m
x x x

n m n m
t x tx

òî åñòü 

0 1 2(1 ) ,x t x tx

ãäå 0 1.t  

Ðàññìàòðèâàÿ t  êàê ïàðàìåòð, 
ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü ìåæäó åãî 
çíà÷åíèÿìè è òî÷êàìè îòðåçêà 

1 2[ ; ].x x  Ïðè ýòîì êàæäîìó [0; 1]t
ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåë¸ííàÿ òî÷êà îò-

ðåçêà 1 2( ) [ ; ],x t x x  ïðè÷¸ì

1(0) ,x x  2(1) .x x
Îïðåäåëåíèå 2. Ôîðìóëà âèäà  

1 2( ) (1 ) ,x t t x tx          (3)

ãäå 0 1,t  íàçûâàåòñÿ ïàðàìåò-
ðè÷åñêèì óðàâíåíèåì îòðåçêà 

1 2[ ; ]x x  îñè .Ox
Ïðèìåð 2. Îòðåçîê [ 2; 7]  îñè 

Ox  çàäà¸òñÿ óðàâíåíèåì 
( )  2 (1 ) 7 ,x t t t  

ãäå 0 1.t  Îòñþäà ìîæåì çàïè-
ñàòü ( ) 9 2,x t t  ãäå 0 1.t  

4. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè íà ïëîñêîñòè

Îïðåäåëåíèå 3. Ðàññòîÿíèå 
ìåæäó òî÷êàìè ( 1 1; )A x y  è

2 2( ; )B x y  íà ïëîñêîñòè (ñì. ðèñ. 2)
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì  

2 2
1 2 1 2

2 2
2 1 2 1

( , ) ( , ) ( , )

( ) ( ) .

A B x x y y

x x y y

 (4) 

Ðèñ. 2 

x
x2x0x1

(x1, x0)=x0–x1 (x0, x2)= x2–x0ρ ρ

x

B (x2; y2)
y

x2x1

A (x1;y1)

y2

O

y1

ρ(x 2, x1 )

ρ( , y2y1 )
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Ïðèìåð 3. Ïóñòü ( 2; 5)A  è 

(4; 3).B  Òîãäà ïî ôîðìóëå (4) ïîëó-
÷àåì 

2 2( , ) (4 ( 2)) ( 3 5)

100 10.

A B

5. Äåëåíèå îòðåçêà íà ïëîñêîñòè â äàííîì îòíîøåíèè

Íàéä¸ì òî÷êó ( 0 0; ),C x y  äåëÿ-

ùóþ îòðåçîê AB  â îòíîøåíèè 
: ,m n  ñ÷èòàÿ îò òî÷êè A . 
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîåêöèè îòðåçêà 

äåëÿòñÿ â òîì æå îòíîøåíèè, ÷òî è 
ñàì îòðåçîê (ñì. ðèñ. 3), èç ðàâåíñòâ 

1 0 0 1

0 2 2 0

0 1

2 0

( , ) | |

( , ) | |

x x x xAC

CB x x x x

x x m

x x n
è  

1 0 0 1

0 2 2 0

( , ) | |

( , ) | |

y y y yAC

CB y y y y

0 1

2 0

y y m

y y n
ïîëó÷àåì  

1 2
0

nx mx
x

n m
, 1 2

0
ny my

y
n m

. (5) 

Ïðèìåð 4. Ïóñòü (  2;3),A (4; 8).B  

Íàéòè òî÷êó ( 0 0; ),C x y äåëÿùóþ îò-

ðåçîê AB  â îòíîøåíèè : 2 : 1,m n
ñ÷èòàÿ îò òî÷êè .A  

Ðåøåíèå. Òàê êàê 2,  1,m n  

1 2,x  2 4,x  1 3,y  2 8,y  òî
èç ôîðìóë (5) ïîëó÷àåì:  

1 2
0

1 ( 2) 2 4
2,

1 2
nx mx

x
n m

 

1 2
0

1 3 2 ( 8) 13
.

1 2 3
ny my

y
n m

Îòâåò: 
13

2; .
3

C

Ðèñ. 3 

6. Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îòðåçêà íà ïëîñêîñòè

Ïóñòü òî÷êà ( 0 0; )C x y  äåëèò îò-

ðåçîê AB  â îòíîøåíèè : ,m n  ñ÷è-
òàÿ îò òî÷êè A . Òîãäà ïîëó÷àåì: 

1 2
0

1 2 1 2(1 ) ,

nx mx
x

n m
n m

x x t x tx
n m n m

1 2
0

1 2 1 2(1 ) ,

ny my
y

n m
n m

y y t y ty
n m n m

ãäå 
m

t
n m

 è 1
n

t
n m

. 

Ðàññìàòðèâàÿ t  êàê ïàðàìåòð, 
ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäîìó çíà÷åíèþ 

[0; 1]t  ïî ôîðìóëàì 

1 2( ) (1 )x t t x tx ,

1 2( ) (1 )y t t y ty
ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ òî÷êà 

( ); ( )x t y t  îòðåçêà AB .

Ïðè 0t  ïîëó÷àþòñÿ êîîðäèíàòû

òî÷êè ( 1 1; ):A x y  1(0) ,x x 1(0) .y y

Ïðè 1t  ïîëó÷àþòñÿ êîîðäèíàòû 

òî÷êè 2 2( ; ):B x y  2(1) ,x x  2(1) .y y
Îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì 

ìåñòîì òî÷åê ( ); ( ) ,x t y t  ãäå [0; 1].t

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü 1 1( ; )A x y  è

2 2( ; )B x y   òî÷êè íà êîîðäèíàòíîé

ïëîñêîñòè .Oxy  Ïàðàìåòðè÷å-
ñêèìè óðàâíåíèÿìè îòðåçêà AB  

A(x1; y1)

B (x2;y2)y2

y1

y

C (x0;y0)
y0

xx2x1 ρ(x1,x0)O ρ(x0,x2)

ρ(y1,y0)

ρ(y 2, y0 )

Ìàòåìàòèêà
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(íà ïëîñêîñòè Oxy ) íàçûâàþòñÿ 
ôîðìóëû âèäà 

1 2

1 2

( ) (1 ) ,

( ) (1 ) ,

0 1.

x t t x tx

y t t y ty

t
       

(6) 

Ïðèìåð 5. Äëÿ òî÷åê ( 2;  3),A  
(4; 8)B   ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíå-

íèÿ îòðåçêà AB  èìåþò âèä: 

( ) 2(1 ) 4 ,

( ) 3(1 ) 8 ,

0 1,

x t t t

y t t t

t

÷òî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 

( ) 6 2,

( ) 11 3,

0 1.

x t t

y t t

t

 

7. Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ òð¸õ òî÷åê ïëîñêîñòè

Ïóñòü äàíû òðè òî÷êè ïëîñêîñòè 

1 1( ; ),A x y  2 2( ; )B x y  è 3 3( ; ).C x y  Ïî
ôîðìóëå (4)  

2 2
2 1 2 1( , ) ( ) ( ) ,A B x x y y  

2 2
3 2 3 2( , ) ( ) ( )B C x x y y  è

2 2
3 1 3 1( , ) ( ) ( ) .A C x x y y  

Äëÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ 
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå, íàçûâà-
åìîå íåðàâåíñòâîì òðåóãîëü-
íèêà:  

( , ) ( , ) ( , ).A B B C A C     (7) 

8. Óðàâíåíèå îòðåçêà â ðàäèêàëàõ

Äàäèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåð-
ïðåòàöèþ ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ: 

2 2
1 1

2 2
2 2

2 2
2 1 2 1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ,

x x y y

x x y y

x x y y

(8) 

ãäå 1 2 1 2, , ,x x y y  çàäàííûå ÷èñëà,

ïðè÷¸ì 1 2x x  è 1 2y y  îäíîâðå-
ìåííî. 

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì â íåêîòî-
ðîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò Oxy  òî÷êè ( ; ),M x y  1 1( ; ),A x y

2 2( ; ).B x y  Òîãäà êàæäîå âûðàæåíèå,
âõîäÿùåå â ôîðìóëó (8), 

2 2
1 1( ) ( ) ,x x y y

2 2
2 2( ) ( )x x y y  è

2 2
2 1 2 1( ) ( ) ,x x y y

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó òî÷êàìè M  è ,A  M  è 

,B  A  è B  ñîîòâåòñòâåííî. 
Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà 

èìååì .AM MB AB  Ñîîòâåò-
ñòâåííî ðàâåíñòâî AM MB AB  
âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, 
êîãäà òî÷êà M  ïðèíàäëåæèò îòðåç-
êó AB . Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîìó óðàâ-
íåíèþ óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû 
âñåõ òî÷åê îòðåçêà AB . Ïîýòîìó 
óðàâíåíèå (8) ìîæíî óñëîâíî 
íàçâàòü «óðàâíåíèåì îòðåçêà â 
ðàäèêàëàõ». 

Ïðèìåð 6. Îïðåäåëèòü íàè-
ìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ: 

2 2

2 2

( , ) 2 4 5

 4 6 13.

f x y x y x y

x y x y
Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì äàííîå 

âûðàæåíèå: 

Ìàòåìàòèêà
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2 2

2 2

( , ) ( 1) ( 2)

( 2) ( 3) .

f x y x y

x y
Ðàññìîòðèì â ñèñòåìå êîîðäèíàò 

Oxy  òî÷êè ( ; ),M x y  ( 1; 2),A

(2; 3).B  Òîãäà 2 2( 1) ( 2)x y  ìîæ-

íî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðàññòîÿíèå 
ìåæäó òî÷êàìè M  è ,A  à 

2 2( 2) ( 3)x y   êàê ðàññòîÿíèå 

ìåæäó òî÷êàìè M  è .B

Òîãäà ( , ) .f x y AM MB  Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà  

,AM MB AB  

ãäå AM MB AB  òîëüêî â ñëó÷àå, 
åñëè òî÷êà M  ïðèíàäëåæèò îòðåçêó 
AB . Çíà÷èò, íàèìåíüøåå çíà÷åíèå 
ñóììû AM MB  áóäåò ðàâíî äëèíå 
îòðåçêà AB : 

2 2(2 ( 1)) (3 ( 2)) 34.AB

Îòâåò: 34 . 

9. Èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèé îòðåçêà ïðè ðåøåíèè çàäà÷

2 2 2 2

2

( ) ( 3 ) | | 10,

9.

x y x a y a a

y ax a

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó 
êîîðäèíàò .Oxy   

Ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ 
ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó 
ðàññòîÿíèé îò íà÷àëà êîîðäèíàò O  
äî òî÷êè ( ; )M x y  è îò òî÷êè M  äî 

òî÷êè ( ; 3 ),A a a  à ïðàâàÿ ÷àñòü  

ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè O  è :A   
2 2OM x y ,

2 2( ) ( 3 )MA x a y a ,

| | 10OA a . 

Òàê êàê ,OM MA OA  òî ýòî 
ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî 
òîãäà, êîãäà òî÷êà M  ëåæèò íà îò-
ðåçêå .OA  

Ïðè 0a  òî÷êà A  ñîâïàäàåò ñ 
íà÷àëîì êîîðäèíàò O  è äàííàÿ ñè-
ñòåìà óðàâíåíèé íå èìååò ðåøåíèé, 
ïîñêîëüêó èìååò âèä  

2 22 0,

9.

x y

y
 

Ïóñòü 0.a  Çàïèøåì ïàðàìåò-
ðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îòðåçêà OA  (íà 
ïëîñêîñòè): 

( ) (1 ) 0 ,

( ) (1 ) 0 ( 3 ),

0 1

( ) ,

( ) 3 ,

0 1.

x t t t a

y t t t a

t

x t at

y t at

t

Èñõîäíàÿ ñèñòåìà áóäåò èìåòü 
áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ, åñëè ïðè 
ïîäñòàíîâêå ( ),   ( )x t y t  âî âòîðîå 
óðàâíåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû 
íàéä¸òñÿ áîëåå îäíîãî çíà÷åíèÿ 

[0; 1]t  ïðè ðåøåíèè ïîëó÷åííîãî 

óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî .t  Èìååì: 
2

2 2

3 ( ) 9

( 3 ) 9 .

at a at a

a a t a
Ïîëó÷åííîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå 
áóäåò èìåòü áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ 
òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè îíî ïðèâîäèò-
ñÿ ê âèäó 0 0.t  Ýòî âîçìîæíî 
òîëüêî ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíå-
íèè óñëîâèé 

2

2

3 0,
3.

9 0

a a
a

a
 

Îòâåò: 3 . 

Ïðèìåð 7. (ÌÈÎÎ, 2011) Íàéòè 
âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæ-

äîì èç êîòîðûõ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà 
èìååò áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ: 

Ìàòåìàòèêà
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Ïðèìåð 8. (ÌÃÓ, ãåîãðàôè÷åñêèé 
ôàêóëüòåò, 1999) Íàéòè âñå çíà÷å-
íèÿ à, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñè-
ñòåìà óðàâíåíèé  

2 2

2 2 2 2

(2 1) 2 0,

( ) ( ) ( 3) 3

y a y a a

x a y x a y
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. 

Ðåøåíèå. Âòîðîå óðàâíåíèå ñè-
ñòåìû äëÿ òî÷åê ( ; ),M x y  ( ; 0),A a  

( ; 3)B a  â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy

çàäà¸ò îòðåçîê AB . Â ýòîì ñëó÷àå 
2 2( )x a y  ìîæíî èíòåðïðåòèðî-

âàòü êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè 

M  è ,A  à 2 2( ) ( 3)x a y   êàê

ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè M  è .B  
Òàê êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè 
A  è B  ðàâíî 3, òî òî÷êà M  ëåæèò 
íà îòðåçêå AB .  

Çàïèøåì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâ-
íåíèÿ îòðåçêà AB  (íà ïëîñêîñòè 
Oxy ): 

( ) (1 ) , ( ) ,

( ) (1 ) 0 3, ( ) 3 ,

0 1 0 1.

x t t a ta x t a

y t t t y t t

t t

Ïîäñòàâëÿÿ ( ),  ( )x t y t  â ïåðâîå 
óðàâíåíèå äàííîé â óñëîâèè ñèñòå-
ìû, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå  

2 29 3(2 1) 2 0,t a t a a

êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 

1
1

3
a

t  è 2
2

3
a

t . 

Óñëîâèå 1
1

0 1
3

a
t  âûïîë-

íÿåòñÿ ïðè 1 4,a  à óñëîâèå 

2
2

0 1
3

a
t  âûïîëíÿåòñÿ ïðè 

2 1.a   

Òàê êàê ÷èñëà 
1

3
a

 è 
2

3
a

 ðàç-

ëè÷íû ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ,a  òî ïî-
ëó÷àåì, ÷òî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå 
áóäåò òîëüêî ïðè [ 2; 1) (1; 4].a  

Îòâåò: [ 2; 1) (1; 4].a  

Ïðèìåð 9. (ÌÔÒÈ, 2008) Ðåøèòü 
ñèñòåìó óðàâíåíèé  

2 2 2 2

2 2

6 9 8 16 5,

4 5.

x y x x y y

x y

Ðåøåíèå. Çàïèøåì ïåðâîå óðàâ-
íåíèå ñèñòåìû â âèäå  

2 2 2 2( 3) ( 4) 5.x y x y

Ïóñòü ( ; )M x y   òî÷êà êîîðäè-
íàòíîé ïëîñêîñòè ,Oxy  òîãäà ëåâàÿ 
÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü ñóììà 
ðàññòîÿíèé îò òî÷êè M  äî òî÷åê 

( 3; 0)A  è (0; 4).B

Òàê êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷-
êàìè A  è B  ðàâíî 5, òî êîîðäèíàòû 
òî÷êè M  óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîìó 

óðàâíåíèþ ñèñòåìû â òîì è òîëüêî â 
òîì ñëó÷àå, êîãäà M  ëåæèò íà îòðåç-
êå AB  (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).  

Çàïèøåì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâ-
íåíèÿ îòðåçêà AB  (íà ïëîñêîñòè): 

( ) (1 ) ( 3) 0,

( ) (1 ) 0 4,

0 1

x t t t

y t t t

t

( ) 3 3,

( ) 4 ,

0 1.

x t t

y t t

t

Ìàòåìàòèêà
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Èñõîäíàÿ ñèñòåìà áóäåò èìåòü 
ðåøåíèå, åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå 

( ), ( )x t y t  â å¸ âòîðîå óðàâíåíèå ïðè 
ðåøåíèè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ 
îòíîñèòåëüíî t  íàéäóòñÿ çíà÷åíèÿ 

[0; 1].t  Èìååì: 

2 24(3 3) (4 ) 5,

0 1

t t

t

2
0,5,

20 72 31 0,
3,1,

0 1
0 1.

t
t t

t
t

t

Îòñþäà 0,5t . Òîãäà 
3 (0,5) 3 1,5,x  4 (0,5) 2.y

Îòâåò: ( 1,5; 2).

Ïðèìåð 10. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ 
à, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé  

2 2 2 2

2 2 2

25 10 144 24 13,x y x x y y

x y a

èìååò äâà ðåøåíèÿ. 
Ðåøåíèå. Çàïèøåì ïåðâîå óðàâ-

íåíèå ñèñòåìû â âèäå  
2 2 2 2( 5) ( 12) 13.x y x y

Ïóñòü ( ; )M x y   òî÷êà êîîðäè-
íàòíîé ïëîñêîñòè ,Oxy  òîãäà ëåâàÿ 
÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü ñóììà 
ðàññòîÿíèé îò òî÷êè M  äî òî÷åê 

( 5; 0)A  è (0; 12).B  Òàê êàê ðàññòîÿ-

íèå ìåæäó òî÷êàìè A  è B  ðàâíî 
13, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ íåðàâåíñòâîì 
òðåóãîëüíèêà êîîðäèíàòû òî÷êè M  
óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîìó óðàâíåíèþ 
ñèñòåìû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà M  ëåæèò íà îòðåçêå AB .  

Çàïèøåì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâ-
íåíèÿ îòðåçêà AB  (íà ïëîñêîñòè): 

( ) (1 ) ( 5) 0,

( ) (1 ) 0 12,

0 1

( ) 5 5,

( ) 12 ,

0 1.

x t t t

y t t t

t

x t t

y t t

t

Èñõîäíàÿ ñèñòåìà áóäåò èìåòü 
äâà ðåøåíèÿ, åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå 

( ), ( )x t y t  â å¸ âòîðîå óðàâíåíèå ïðè 
ðåøåíèè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ 
îòíîñèòåëüíî t  íàéäóòñÿ äâà 
çíà÷åíèÿ [0; 1].t  Èìååì: 

2 2 2(5 5) (12 ) ,

0 1

t t a

t

2 2169 50 ( 25) 0,

0 1.

t t a

t

Ðàññìîòðèì êâàäðàòíûé òð¸õ-
÷ëåí  

2 2( ) 169 50 ( 25)f t t t a .

Òàê êàê 
( 50) 25
2 169 169

t , 

0 1,t  òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
äâóõ êîðíåé íà [0; 1]  äîñòàòî÷íî âû-
ïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëîâèé:  

2

2

2

144 25
,( ) 0, 169

(0) 0, 25 0,
(1) 0

144 0

12 5
| | , 60

| | 5.13
13

| | 5

af t

f
a

f
a

a
a

a

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèþ çàäà÷è óäî-
âëåòâîðÿþò âñå a  òàêèå, ÷òî 

60
| | 5

13
a .

Îòâåò: 
60

5 ,
13

a  
60

5.
13

a

Ïðèìåð 11. Îïðåäåëèòü, ïðè êà-
êèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a  êîîð-
äèíàòû õîòÿ áû îäíîé òî÷êè îòðåçêà 
AB  áóäóò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì ñè-
ñòåìû íåðàâåíñòâ:  

2 0,

6 3 5 0,

x y a

x y a

Ìàòåìàòèêà
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åñëè (0; 9)A  è (3; 6).B  
Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ 

îòðåçêà :AB  

( ) (1 ) 0 3,

( ) (1 ) 9 6,

0 1

( ) 3 ,

( ) 3 9,

0 1.

x t t t

y t t t

t

x t t

y t t

t
Ïîäñòàâëÿÿ ( ),  ( )x t y t  â ñèñòåìó 

íåðàâåíñòâ, ïîëó÷àåì: 
2 3 ( 3 9) 0,

6 3 3 ( 3 9) 5 0,

0 1

t t a

t t a

t

9 9,

1,8 5,4,

0 1

a t

a t

t

1,8 5,4 9 9,

0 1.

t a t

t
 (9) 

Óñëîâèþ çàäà÷è áóäóò óäîâëå-
òâîðÿòü çíà÷åíèÿ ,a  ïðè êîòîðûõ 
ïðÿìàÿ a const  èìååò îáùèå òî÷-
êè ñ ôèãóðîé (ñì. ðèñ. 4), çàäàííîé 
ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ (9).  

Ðèñ. 4 

Â èòîãå ïîëó÷àåì 7,2 9.a  
Îòâåò: [ 7,2;  9].a   
Ïðèìåð 12. (ÌÔÒÈ, 2005) Íàéòè 

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ,a  ïðè êîòîðûõ 
ìíîæåñòâî ðåøåíèé ( ; )x y  ñèñòåìû 
íåðàâåíñòâ  

2 2

2

( ) 11,

0

x x y a

x a y
ñîäåðæèò îòðåçîê ñ êîíöàìè â òî÷-
êàõ (1; 0)  è (1; 1) . 

Ðåøåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå ïàðà-
ìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îòðåçêà ñ 
êîíöàìè â òî÷êàõ (1; 0)  è (1; 1)  èìå-
þò âèä 

( ) 1,

( ) ,

0 1.

x t

y t t

t

Ïîäñòàâëÿÿ ( ),  ( )x t y t  â ñèñòåìó 
íåðàâåíñòâ, ïîëó÷àåì: 

2

22

3 3,( ) 9,

1 ,1 0,
0 1.0 1

t a tt a

a ta t
tt

(10)  

Ðèñ. 5 

a

t

–2

4

2

6

a = – 9t+9

1

8

–8

–6

–4

9

a = –1,8t–5,4

a = const

10–1

a = – 2

t =
1

a = –1– t2

a

t–2

–1

–2

–3

–4

–5

1

2

3

2

a=
t+
3

a =
t –

3

Ìàòåìàòèêà
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Íà ðèñ. 5 âûäåëåíî ôîíîì ãåîìåò-
ðè÷åñêîå ìíîæåñòâî òî÷åê, êîîðäèíà-
òû ( ; )t a  êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò âñåì 
íåðàâåíñòâàì ñèñòåìû (10). Ïðîâîäÿ 
ïðÿìûå a const  è ó÷èòûâàÿ, ÷òî 
ãðàôèêè 21a t , 3a t  è 1t  
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå (1; 2),  ïîëó÷à-
åì, ÷òî âñå [0; 1]t  óäîâëåòâîðÿþò 
âñåì íåðàâåíñòâàì ñèñòåìû (10) òîëü-
êî ïðè 2.a   

Îòâåò: 2.a

Â çàêëþ÷åíèå õî÷åòñÿ îòìåòèòü, 
÷òî ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ 
îòðåçêà ìîæíî âåñüìà ýôôåêòèâíî 
ïðèìåíÿòü ïðè ðåøåíèè ãåîìåòðè-
÷åñêèõ çàäà÷ êîîðäèíàòíûì ìåòî-
äîì. Â ÷àñòíîñòè, ïðè íàõîæäåíèè 
îòíîøåíèÿ, â êîòîðîì ñåêóùàÿ 
ïëîñêîñòü äåëèò ðåáðà ìíîãîãðàí-
íèêà. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ëèøü 
ââåñòè ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ 
îòðåçêà â ïðîñòðàíñòâå. 

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 

1. Îïðåäåëèòå íàèáîëüøåå çíà-
÷åíèå âûðàæåíèÿ 

2 2

2 2

( , ) 13 2 6 10

10 10 50.

f x y x y x y

x y x y

2. (ÌÃÓ, ãåîãðàôè÷åñêèé ôà-
êóëüòåò, 1999) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ 
ïàðàìåòðà a  ñèñòåìà  

2 2

2 2 2 2

(2 1) 2 0,

( ) ( ) ( 3) 3

y a y a a

x a y x a y

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå? 
3. Îïðåäåëèòå, ïðè êàêèõ çíà÷å-

íèÿõ ïàðàìåòðà a  êîîðäèíàòû õîòÿ 
áû îäíîé òî÷êè îòðåçêà AB  áóäóò 

ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû íåðà-
âåíñòâ:  

2 2 0,

2 5 0,

x y a

y x a

åñëè (2;2)A  è (4;8)B . 
4. (ÌÔÒÈ, 2005) Íàéäèòå çíà÷å-

íèÿ ïàðàìåòðà ,a  ïðè êîòîðûõ 
ìíîæåñòâî ðåøåíèé ( ; )x y  ñèñòåìû 
íåðàâåíñòâ  

2 2

2

( ) 3,

0

x a x y

x a y
ñîäåðæèò îòðåçîê ñ êîíöàìè â òî÷-
êàõ (1; 0)  è (1; 1).  

5. (ÌÔÒÈ, 2008) Ðåøèòå ñèñòåìó
óðàâíåíèé 

2 2 2 2

2 2

12 36 16 64 10,

5 8 8.

x y x x y y

y x
 

6. (ÌÃÓ, ôàêóëüòåò ÂÌÊ, 1996) Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé
2 2

2 2 2 2

14 10 58 0,

16 12 100 4 20 104 2 29.

x y x y

x y x y x y x y
 

7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ,a  ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé

2 2 2 2

2 2 2

64 16 36 12 10,x y x x y y

x y a

èìååò äâà ðåøåíèÿ. 
Îòâåòû

1. 3. 2. [ 1; 3) (3; 7].a

3. [ 6; 8].a  4. 2.a  5. ( 3; 4).

6. 
217 5 415

29
x ,

180 2 415
.

29
y  

7. 6 4,8,a  4,8 6.a
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