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Òåîðåìà Âàðèíüîíà 
Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà ÷åòûð¸õóãîëüíèêà ñ âåðøè-

íàìè â ñåðåäèíàõ ñòîðîí äðóãîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà. 

Ñðåäíèå ëèíèè ÷åòûð¸õóãîëüíè-

êà – ýòî îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ñå-
ðåäèíû  åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòî-
ðîí (èíîãäà îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé 
ñåðåäèíû äèàãîíàëåé ÷åòûð¸õóãîëü-
íèêà òàêæå íàçûâàþò åãî ñðåäíåé 
ëèíèåé). Îäíà èç îñíîâíûõ òåîðåì î 
ñðåäíèõ ëèíèÿõ ïðèíàäëåæèò 
ôðàíöóçñêîìó ìåõàíèêó è èíæåíå-
ðó Ïüåðó Âàðèíüîíó (Pierre 

Varignon, 1654–1722), êîòîðûé â 
1731 ãîäó íàïèñàë ó÷åáíèê ïî ýëå-
ìåíòàðíîé ãåîìåòðèè, ãäå ýòà òåîðå-
ìà âïåðâûå è ïîÿâèëàñü.  

Òåîðåìà Âàðèíüîíà. ×åòûð¸õ-
óãîëüíèê, îáðàçîâàííûé ïóò¸ì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ ñåðå-
äèí ñòîðîí âûïóêëîãî ÷åòûð¸õ-
óãîëüíèêà, ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàì-
ìîì, è åãî ïëîùàäü ðàâíà ïîëîâèíå 
ïëîùàäè äàííîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà.  

Äîêàçàòåëüñòâî.  
1. Ðàññìîòðèì (ðèñ. 1) îäíó èç

ñòîðîí ÷åòûð¸õóãîëüíèêà KLMN, 
íàïðèìåð, KL. Òàê êàê KL ÿâëÿåòñÿ 
ñðåäíåé ëèíèåé òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, 

òî KL AC� . Àíàëîãè÷íî ||NM AC . 

Ñëåäîâàòåëüíî, ||KL NM  è KL NM= =

= /AC 2 . Òàêèì îáðàçîì, KLMN –

ïàðàëëåëîãðàìì.  

Ýòîò ïàðàëëåëîãðàìì íàçûâàåò-

ñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì Âàðèíüîíà
äàííîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà.  
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Ðèñ. 1 

2. Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà
îòñåêàåò îò íåãî òðåóãîëüíèê, ïëî-
ùàäü êîòîðîãî â ÷åòûðå ðàçà 
ìåíüøå ïëîùàäè èñõîäíîãî òðå-
óãîëüíèêà. Ïîýòîìó ñóììà ïëîùà-
äåé ïåðâîãî è òðåòüåãî òðåóãîëü-
íèêîâ (ðèñ. 1) ðàâíà ÷åòâåðòè 
ïëîùàäè âñåãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà. 
Òî æå è äëÿ ñóììû ïëîùàäåé 
âòîðîãî è ÷åòâ¸ðòîãî òðåóãîëüíè-
êîâ. Ïîýòîìó ïëîùàäü ïàðàëëåëî-
ãðàììà KLMN ñîñòàâëÿåò ïîëîâè-
íó ïëîùàäè ÷åòûð¸õóãîëüíèêà 
ABCD. Òåîðåìà äîêàçàíà. 

Вавилов Валерий Васильевич
Кандидат физико+математических наук, доцент
кафедры математического анализа Московского
государственного университета имени 
М.В. Ломоносова и школы имени А.Н. Колмогорова.
Заслуженный преподаватель и лауреат Ломоносовской
премии МГУ. Автор 23 книг и около 300 статей
научного, методического и научно+популярного
характера.



29Математика

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå òåîðåìó Âà-
ðèíüîíà äëÿ íåâûïóêëûõ ÷åòûð¸õ-
óãîëüíèêîâ. 

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî òåîðåìà 
Âàðèíüîíà â ïåðâîé ñâîåé ÷àñòè (óò- 

âåðæäåíèå î ïàðàëëåëîãðàììå) îñòà-
¸òñÿ ñïðàâåäëèâîé äàæå â ñèòóàöèè, 
ïîêàçàííîé íà ðèñ. 2 à (êîãäà AB è 
CD ïåðåñåêàþòñÿ) è äëÿ ÷åòûð¸õ-
óãîëüíèêîâ â ïðîñòðàíñòâå (ðèñ. 2 á).  
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Îòìåòèì íåñêîëüêî âàæíûõ 
ñëåäñòâèé  òåîðåìû  Âàðèíüîíà. 

Ñëåäñòâèå 1.   
1) Ïàðàëëåëîãðàìì Âàðèíüîíà

ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà â èñõîäíîì ÷åòûð¸õóãîëü-
íèêå:  

à)  äèàãîíàëè ðàâíû; 
á) ñðåäíèå ëèíèè ïåðïåíäèêó-

ëÿðíû. 
2) Ïàðàëëåëîãðàìì Âàðèíüîíà

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì òîãäà è 
òîëüêî òîãäà, êîãäà â èñõîäíîì ÷å-
òûð¸õóãîëüíèêå:  

à) äèàãîíàëè  ïåðïåíäèêóëÿðíû; 
á) ñðåäíèå ëèíèè ðàâíû. 
3) Ïàðàëëåëîãðàìì Âàðèíüîíà

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì òîãäà è òîëüêî 
òîãäà, êîãäà â èñõîäíîì ÷åòûð¸õ-
óãîëüíèêå:  

à) äèàãîíàëè ïåðïåíäèêóëÿðíû è 
ðàâíû; 

á) ñðåäíèå ëèíèè ïåðïåíäèêóëÿð-
íû è ðàâíû. 

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå âñå óòâåð-
æäåíèÿ ñëåäñòâèÿ 1. 

Ñëåäñòâèå 2. Âñå òðè ñðåäíèå 

ëèíèè âûïóêëîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà 
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå è äå-
ëÿòñÿ ýòîé òî÷êîé ïîïîëàì. 

Íàïîìíèì åù¸ ðàç, ÷òî ñðåäíåé 
ëèíèåé ÷åòûð¸õóãîëüíèêà íàçûâàþò 
òàêæå è îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñå-
ðåäèíû äèàãîíàëåé. Òî, ÷òî ñðåäíèå 
ëèíèè  KM è LN òî÷êîé ïåðåñå÷å-
íèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì, ñëåäóåò èç 
òîãî, ÷òî ýòè îòðåçêè ÿâëÿþòñÿ äèà-
ãîíàëÿìè ïàðàëëåëîãðàììà Âà-
ðèíüîíà. Ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî 
äîêàçàòü, ÷òî ñðåäíèå ëèíèè PQ è 
LN èõ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ 
ïîïîëàì (ðèñ. 3). Èñïîëüçóÿ ñâîé-
ñòâî ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëüíèêà 
äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåóãîëüíè-
êîâ, èìååì:  

LQ || CD || PN è 

PL || AB || NQ.

Òåì ñàìûì PLQN – ïàðàëëåëî-
ãðàìì, â êîòîðîì PQ è LN ÿâëÿþòñÿ 
åãî äèàãîíàëÿìè, à çíà÷èò, òî÷êîé 
ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì.  
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Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå ñëåäñòâèå 2 
äëÿ íåâûïóêëîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà 
(ðèñ. 4; îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, 
÷òî çäåñü îäíà èç äèàãîíàëåé ðàñ-
ïîëîæåíà âíå ÷åòûð¸õóãîëüíèêà).  
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Ñëåäñòâèå 3 (ëåììà î áàáî÷êàõ). 
Åñëè ñðåäíèå ëèíèè LN è KM  âû-
ïóêëîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà ABCD 
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Î, òî (ðèñ. 5) 

Ðèñ. 5 

,OKAN OLCM OLBK ONDMS S S S+ = +

òî åñòü ñóììû ïëîùàäåé íàêðåñò 
ëåæàùèõ ÷åòûð¸õóãîëüíèêîâ ðàâíû. 

Îïÿòü âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñò-
âîì ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëüíèêà.  
Ïîëó÷àåì: 

( )/4BKL DNM BAC DACS S S S+ = + =

/4 ( )/4

.
ABCD ABD CBD

AKN CLN

S S S

S S

= = + =

= +

Òàê êàê äèàãîíàëè äåëÿò ïàðàëëåëî-
ãðàìì íà ÷åòûðå ðàâíîâåëèêèõ òðå-
óãîëüíèêà, òî 

.KLO MNO KON LOMS S S S+ = +

Ñêëàäûâàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñ ïîëó÷åí-
íûì ðàíåå, ïîëó÷èì òðåáóåìîå. 

Çàäà÷à 5. Êàê âûãëÿäèò ðèñó-
íîê 5 äëÿ íåâûïóêëûõ ÷åòûð¸õ-
óãîëüíèêîâ è âåðíà ëè «ëåììà î 
áàáî÷êàõ» äëÿ òàêèõ ÷åòûð¸õ-
óãîëüíèêîâ?  

Çàäà÷à 6. Âñå ñòîðîíû âûïóêëîãî 
÷åòûð¸õóãîëüíèêà ïëîùàäè 1 ðàçäå-
ëåíû íà 4 ðàâíûå ÷àñòè, à çàòåì 
òî÷êè äåëåíèÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûõ 
ñòîðîíàõ ñîåäèíåíû òàê, ÷òîáû ïî-
ëó÷èëàñü «êîñîóãîëüíàÿ øàõìàòíàÿ 
äîñêà», ñîñòîÿùàÿ èç áåëûõ è ÷¸ð-
íûõ «êëåòîê» (ñì. ðèñ. 6). Äîêàçàòü, 
÷òî ñóììà ïëîùàäåé âñåõ áåëûõ 
«êëåòîê» ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé 
âñåõ ÷¸ðíûõ  «êëåòîê». Ðàññìîòðèòå 
ñëó÷àé, êîãäà êàæäàÿ ñòîðîíà äå-
ëèòñÿ íà 2ê ðàâíûõ ÷àñòåé. 

Ðèñ. 6 

Â ïàðàëëåëîãðàììå ñóììà 
êâàäðàòîâ äèàãîíàëåé ðàâíà 
ñóììå êâàäðàòîâ âñåõ åãî ñòî-
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ðîí. Îäíî èç äîêàçàòåëüñòâ ýòîé 

òåîðåìû îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè 
(äâàæäû) òåîðåìû Ïèôàãîðà (äëÿ 
ýòîãî íóæíî îïóñòèòü äâå âûñîòû 
ïàðàëëåëîãðàììà) èëè òåîðåìû êî-
ñèíóñîâ äëÿ äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, 
îäíîé èç ñòîðîí êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ 
äèàãîíàëü ïàðàëëåëîãðàììà.  

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå ýòî óòâåð-
æäåíèå î ñóììå êâàäðàòîâ äèàãîíà-
ëåé ïàðàëëåëîãðàììà. 

Òåîðåìà Ýéëåðà.  Äëÿ ÷åòûð¸õ-
óãîëüíèêà ABCD ñóììà êâàäðàòîâ 
âñåõ ñòîðîí ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ 

äèàãîíàëåé ïëþñ ó÷åòâåð¸ííûé 
êâàäðàò ñðåäíåé ëèíèè, ñîåäè-
íÿþùåé ñåðåäèíû äèàãîíàëåé, òî 
åñòü 

2 2 2 2

2 2 24 .

AB BC CD AD

AC BD PQ

+ + + =

= + +

Äîêàçàòåëüñòâî. Óæå áûëî îòìå-

÷åíî, ÷òî LPNQ – ïàðàëëåëîãðàìì 
(ðèñ. 7). Ïîýòîìó  

( )

( )

2 2 2 2

2 2

2

/2;

LN PQ LP LQ

AB CD

+ = + =

= +

â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû äâàæäû 
âîñïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâîì ñðåäíåé 
ëèíèè òðåóãîëüíèêà. Àíàëîãè÷íî 
äëÿ ïàðàëëåëîãðàììà KPMQ  èìååì       

( )
2 2 2 2 /2.KM PQ BC AD+ = +

Êðîìå òîãî, 

( )
2 2 2 2 /2,LN KM AC BD+ = +

òàê  êàê  KLMN  –  ïàðàëëåëîãðàìì 
Âàðèíüîíà ÷åòûð¸õóãîëüíèêà ABCD. 
Ñêëàäûâàÿ ïåðâûå äâà ðàâåíñòâà (è  

ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå), ïîëó÷àåì ñî-
îòíîøåíèå Ýéëåðà. 

Îòìåòèì, ÷òî åñëè 0PQ =  (òî 

åñòü ABCD – ïàðàëëåëîãðàìì), òî 

èç òåîðåìû Ýéëåðà ñëåäóåò óòâåð-
æäåíèå çàäà÷è 7. 
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Ïüåð Âàðèíüîí ïðèìåíÿë ñâîþ 
òåîðåìó (òàê å¸ è îòêðûë) äëÿ íà-
õîæäåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè îäíîðîä-
íîé ÷åòûð¸õóãîëüíîé ïëàñòèíêè, 
êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ïà-
ðàëëåëîãðàììà. Ôðàíñ Âèòòåíáàóýð 

(F. Wittenbauer, 1857–1922) äîïîëíèë 
ýòîò ðåçóëüòàò Âàðèíüîíà. 

Òåîðåìà Âèòòåíáàóýðà. Ðàçäå-
ëèì âñå ñòîðîíû ÷åòûð¸õóãîëüíè-
êà íà òðè ðàâíûå ÷àñòè è ÷åðåç 
ñîñåäíèå òî÷êè äåëåíèÿ íà ñîñåä-
íèõ ñòîðîíàõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà 
ïðîâåäåì ïðÿìûå. Ýòè ÷åòûðå 
ïðÿìûå îáðàçóþò ïàðàëëåëîãðàìì 
Âèòòåíáàóýðà, è åãî öåíòð ñîâïà-
äàåò ñ öåíòðîì ïàðàëëåëîãðàììà 
Âàðèíüîíà. 

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå ýòó òåîðåìó 
è íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäåé ïà-
ðàëëåëîãðàììîâ Âàðèíüîíà è Âèò-

òåíáàóýðà. Îòâåò. 9/16. 
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