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Âàâèëîâ Âàëåðèé Âàñèëüåâè÷
Êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò
êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà Ìîñêîâñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè 
Ì.Â. Ëîìîíîñîâà è øêîëû èìåíè À.Í. Êîëìîãîðîâà.
Çàñëóæåííûé ïðåïîäàâàòåëü è ëàóðåàò Ëîìîíîñîâñêîé
ïðåìèè ÌÃÓ. Àâòîð 23 êíèã, áîëåå 300 ñòàòåé íàó÷íîãî,
ìåòîäè÷åñêîãî è íàó÷íî-ïîïóëÿðíîãî õàðàêòåðà. 

Òåîðåìà «î áàáî÷êàõ»
Äèàãîíàëè âûïóêëîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà ABCD, ïåðåñåêàþùèå-

ñÿ â òî÷êå Î, äåëÿò åãî íà ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà, ïðè÷¸ì  

[ÀÎÂ]⋅[COD] = [BOC]⋅[AOD], 
ãäå [F] îáîçíà÷àåò ïëîùàäü ôèãóðû F.  

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ñâîé-
ñòâà ïëîùàäåé, êîòîðîå èíîãäà íàçûâàþò òåîðåìîé «î áàáî÷êàõ» 

äëÿ ÷åòûð¸õóãîëüíèêà. 

Îñíîâíûå ðàâåíñòâà 

Òåîðåìà 1. Äèàãîíàëè âûïóêëîãî 

÷åòûð¸õóãîëüíèêà ABCD äåëÿò åãî 

íà ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 1), äëÿ 
ïëîùàäåé êîòîðûõ X, Y, U, V èìåþò 

ìåñòî ðàâåíñòâà 

,XY UV=

( )( )
,

V X V Y
V

X Y U V

+ +

=

+ + +

,

X V OA

U Y OC

+

=

+

.

X U OB

V Y OD

+

=

+

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå è òðåòüå 
èç ýòèõ ðàâåíñòâ ëåãêî ñëåäóþò èç 

òîãî, ÷òî (ðèñ. 1) 
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Âòîðîå ðàâåíñòâî ïðîñòî ýêâèâà-
ëåíòíî ïåðâîìó, òàê êàê, óìíîæèâ 

âòîðîå ðàâåíñòâî íà X + Y + U + V è 
ïðèâåäÿ îáùèå ÷ëåíû, ïîëó÷èì 

ïåðâóþ ôîðìóëó. 

Ðèñ. 1 

×òîáû ïðîâåðèòü äâå ïîñëåäíèå 

ôîðìóëû, çàìåòèì (ðèñ. 1), ÷òî  
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Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì íóæíûå 
ôîðìóëû, òàê êàê ðàâåíñòâî 

=

1

2

h OB

h OD
ñëåäóåò èç ïîäîáèÿ äâóõ 

ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ ãè-

ïîòåíóçàìè OB è OD . 

Òåîðåìà Ðàóçà 

Äîêàçàííûå âûøå ðàâåíñòâà îêà-

çûâàþòñÿ èíîãäà î÷åíü ïîëåçíûì 

èíñòðóìåíòîì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ è 
äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì. Îäíî èç 

ýôôåêòíûõ ïðèìåíåíèé (âòîðàÿ èç 
äîêàçàííûõ ôîðìóë) ñîñòîèò â êî-

ðîòêîì äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé 
òåîðåìû, óñòàíîâëåííîé àíãëèéñêèì 

ìàòåìàòèêîì Ä. Ðàóçîì â 1896 ãîäó 

(ñì. [1]).  

Òåîðåìà Ðàóçà. Íà ñòîðîíàõ òðå-

óãîëüíèêà ÀÂÑ âûáðàíû òî÷êè D, E, 

F (ðèñ. 2), ïðè÷¸ì  BD:DC = r, 

CE:EA = s, AF:FB = t. Òîãäà 
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ 

îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî  

[ABC] = 1. 

Âû÷èñëèì [ACQ], ïðèìåíèâ âòî-

ðóþ ôîðìóëó èç òåîðåìû, äîêàçàí-

íîé â ï. 1, äëÿ ÷åòûð¸õóãîëüíèêà 

AFDC (ðèñ. 2).  Èìååì: 
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Ðèñ. 2 

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî 

[ABR] = 
1

r

r rs+ +

, [BCP] =
+ +1

s

s st
. 

Òîãäà, ïðîâîäÿ ïðîñòûå àëãåáðà-

è÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ (êîòîðûå ìû 

îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ), ïîëó÷èì: 

[PQR] = 1− [ACQ] − [ABR] − [BCP] =

=
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Çàìå÷àíèå. 1) Ôîðìóëà Ðàóçà 

èìååò ðàçëè÷íûå äîêàçàòåëüñòâà. 

Íàïðèìåð, äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî 

[
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íàìå÷åíî â ñòàòüå Ò.Í. Åïèôàíîâîé 

«Ïðîïîðöèîíàëüíûå îòðåçêè â òðå-

óãîëüíèêå» («Ïîòåíöèàë», ¹7, 2010). 

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà r = t = s 
(ñì., íàïðèìåð, [1] è [2], ãäå èìååòñÿ 

î÷åíü êðàñèâûé è íåîæèäàííî ïðî-

ñòîé âûâîä ôîðìóëû ïðè r = t = s =

= 1/2), ïîëó÷àåì, ÷òî 
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2) Îòìåòèì, ÷òî èç ïîëó÷åííîé

ôîðìóëû ñëåäóåò ïðÿìîå óòâåðæäå-

íèå â òåîðåìå ×åâû: åñëè òðè ÷å-
âèàíû AD, BE è CF ïåðåñåêàþò-

ñÿ â îäíîé òî÷êå, òî rst = 1. 

Ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî ôîðìó-

ëû Ðàóçà ïî ñóùåñòâó ÿâëÿåòñÿ îä-

íèì èç âîçìîæíûõ äîêàçàòåëüñòâ è 

òåîðåìû ×åâû. 

Ïðîïîðöèîíàëüíûå îòðåçêè â ÷åòûð¸õóãîëüíèêå 

Ïóñòü íà ñòîðîíå BÑ âûïóêëîãî 

÷åòûð¸õóãîëüíèêà ABCD âûáðàíà 
(ðèñ. 3) òî÷êà L òàêàÿ, ÷òî   

BL:BC = p. 
Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî 

[ADL] = p[ADC] + (1 − p) [ADB].   (*) 
Ðàññìîòðèì âûñîòû òð¸õ òðå-

óãîëüíèêîâ, ôèãóðèðóþùèõ â ýòîì 
ðàâåíñòâå, ïðîâåä¸ííûõ ê èõ îáùå-

ìó îñíîâàíèþ ÀD. Ýòè òðè âûñîòû 

BB1, LL1, CC1 ïàðàëëåëüíû ìåæäó 

ñîáîé (ðèñ. 3). 

Ðèñ. 3 

Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ B1L1O 

è B1C1C ñëåäóåò, ÷òî ÎL1 = ðÑÑ1

(ìû ïðèìåíèëè çäåñü òàêæå òåîðåìó 

Ôàëåñà: BL : BC = B1L1 : B1C1 = p).  

Àíàëîãè÷íî, èç ïîäîáèÿ òðå-

óãîëüíèêîâ CLO è CBB1 çàêëþ÷àåì, 

÷òî ÎL = (1 − ð)BB1. Òàê êàê LL1 =   

= ÎL + ÎL1, òî LL1 = pCC1 + (1 −

− p)BB1. Ýòî ñîîòíîøåíèå äëÿ âûñîò

òðåóãîëüíèêîâ ñ îáùèì îñíîâàíèåì

è äîêàçûâàåò íóæíóþ ôîðìóëó (*). 

Ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (*) ëåãêî 
ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. 

Çàäà÷à. Íà ñòîðîíàõ BÑ è ÀD âû-

ïóêëîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà ABCD 
âûáðàíû (ðèñ. 4) òî÷êè L è N òàê, ÷òî 

DN:DA = BL:BC = p. Äîêàçàòü, ÷òî 

[PLQN] = [ABP] + [DCQ]. 

Ðèñ. 4 

Òàê êàê 

[NDC] = p [ADC] è [ABN] =  

= (1 − p)[ADB], 

òî èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî 

[ADL] = [NDC] + [ABN]. 

Òîãäà 

[PLQN] = [ADL] − [ANP] − [NDQ] = 

= [NDC] + [ABN] − ([ABN] − [ABP]) −

− ([NDC] − [DCQ]) = [ABP] + [DCQ]. 

Òåîðåìà (î ïðîïîðöèîíàëüíûõ 

îòðåçêàõ). Íà ñòîðîíàõ AB, BC, CD, 

DA âûïóêëîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà 

ABCD âûáðàíû òàêèå òî÷êè K, L, M, 

N, ÷òî (ðèñ. 5) 
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AN : AD = BL : BC = p è AK : AB =  

= DM : DC = q. 
Äîêàçàòü, ÷òî 

OK : OM = p : (1 − p),  

ON : OL = q : (1 − q). 

Ðèñ. 5 

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ òðå-

òüþ ôîðìóëó èç òåîðåìû 1, çàêëþ-

÷àåì, ÷òî 

=

[ ]

[ ]
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 
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òàê êàê òðåóãîëüíèêè, ïëîùàäè êî-

òîðûõ ñðàâíèâàþòñÿ, èìåþò ðàâíûå 
âûñîòû.  

Èç ôîðìóëû (*) çàêëþ÷àåì, ÷òî 

[LKN] = q [LBN] + (1 − q)[LAN]. 

Èç ïîñëåäíèõ òð¸õ ðàâåíñòâ ñëå-
äóåò, ÷òî 

[ ] [ ] (1 ) [ ]
1 1

( [ ] (1 )[ ]).
1

p p
LKN q LCN q LDN

p p

p
q LCN q LDN

p

= + − =

− −

= + −

−

Òàê êàê DM : DC = q, òî âûðàæå-
íèå â ñêîáêàõ ðàâíî [LNM]. Ïîýòîìó 

[LKN] = 
−1

p

p
[LNM],  

è, òåì ñàìûì, OK : OM = p : (1 − p). 
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è âòîðîå 

ñîîòíîøåíèå. 

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà î ïðîïîðöèî-

íàëüíûõ îòðåçêàõ ìîæåò áûòü äîêà-

çàíà òàêæå è äðóãèìè ñïîñîáàìè (ñì., 
íàïðèìåð, [3]). Îäíàêî «óãàäàòü» óêà-

çàííîå â çàäà÷å ñâîéñòâî ìîæíî äî-

ñòàòî÷íî ïðîñòî, òàê êàê åñëè îòâåò â 

çàäà÷å èìååòñÿ, òî îí äîëæåí áûòü 
òàêèì æå è äëÿ êâàäðàòà ABCD, à 

äëÿ êâàäðàòà íóæíîå óòâåðæäåíèå 
ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ. 

Îäíèì èç ñëåäñòâèé òåîðåìû î 

ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ ÿâëÿåò-
ñÿ ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ òåîðåìà (åé è 

ïðèëîæåíèÿì ýòîé òåîðåìû ïîñâÿ-
ùåíà îòäåëüíàÿ ñòàòüÿ àâòîðà â 

æóðíàëå «Ïîòåíöèàë», ¹9, 2010), 
äîêàçàííàÿ ôðàíöóçñêèì ìåõàíèêîì 

è èíæåíåðîì Ïüåðîì Âàðèíüîíîì 

(1654 − 1722). 

Òåîðåìà Âàðèíüîíà. ×åòûð¸õ-

óãîëüíèê, îáðàçîâàííûé ïóò¸ì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ ñåðåäèí 

ñòîðîí âûïóêëîãî ÷åòûð¸õóãîëüíè-

êà, ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì 
(ðèñ. 6) è, êðîìå òîãî, 

1
[ ] [ ],

2
KLMN ABCD=

[ ] [ ] [ ] [ ].OKAN OLCM OLBK ONDM+ = +

Ðèñ. 6 

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî äîêàçàí-

íîé òåîðåìå òî÷êà Î äåëèò êàæäóþ 
èç äèàãîíàëåé ÷åòûð¸õóãîëüíèêà 

KLMN íà ðàâíûå ÷àñòè, è ïîýòîìó 
ýòîò ÷åòûð¸õóãîëüíèê åñòü ïàðàëëå-

ëîãðàìì. 

2) Òàê êàê KL ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé
ëèíèåé (ðèñ. 6) òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, 

òî �KL AC . Ïî òåì æå ïðè÷èíàì 

�NM AC . Ñëåäîâàòåëüíî, �KL NM  

è KL = NM = AC/2.  

Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà îò-

ñåêàåò îò íåãî òðåóãîëüíèê, ïëîùàäü 

êîòîðîãî â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå 

ïëîùàäè èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà.  

Ìàòåìàòèêà
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Ðèñ. 7 

Ïîýòîìó ñóììà ïëîùàäåé ïåðâîãî è 

òðåòüåãî òðåóãîëüíèêîâ (ðèñ. 7) ðàâ-

íà ÷åòâåðòè ïëîùàäè âñåãî ÷åòû-

ð¸õóãîëüíèêà. Òî æå è îòíîñèòåëüíî 

ñóììû ïëîùàäåé âòîðîãî è ÷åòâ¸ð-

òîãî òðåóãîëüíèêîâ. Ïîýòîìó ïëî-

ùàäü ïàðàëëåëîãðàììà KLMN ñî-

ñòàâëÿåò ïîëîâèíó ïëîùàäè ÷åòû-

ð¸õóãîëüíèêà ABCD. 

3) Îïÿòü âîñïîëüçóåìñÿ ñâîé-

ñòâîì ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëüíèêà. 

Ïîëó÷àåì: 

[BKL] + [DNM] = ([BAC] +     

+ [DAC])/4 = [ABCD]/4 = ([ABD] +      

+ [CBD])/4 = [AKN] + [CLM]. 

Òàê êàê äèàãîíàëè äåëÿò ïàðàë-

ëåëîãðàìì íà ÷åòûðå ðàâíîâåëèêèõ 

òðåóãîëüíèêà, òî òðåáóåìîå ñëåäóåò 

èç äîêàçàííîãî âûøå ðàâåíñòâà. 

Êîñîóãîëüíàÿ øàõìàòíàÿ äîñêà 

Ïóñòü êàæäàÿ èç äâóõ ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ ñòîðîí âûïóêëîãî ÷åòû-

ð¸õóãîëüíèêà ïëîùàäè 1 ðàçäåëåíû 
íà n ðàâíûõ ÷àñòåé, à äðóãèå äâå 

ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû − íà m 

ðàâíûõ ÷àñòåé (m, n ≥ 2 − íàòóðàëü-

íûå ÷èñëà). Çàòåì òî÷êè íà ïðîòè-
âîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ ñîåäèíåíû 

òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü «êîñîóãîëü-

íàÿ øàõìàòíàÿ äîñêà» (ðèñ. 8; m = 7, 

n = 5). 

Ðèñ. 8 

Èç òåîðåìû î ïðîïîðöèîíàëüíûõ 

îòðåçêàõ ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè 
ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ íà ýòîé «øàõ-

ìàòíîé äîñêå» äåëÿò êàæäûé èç íèõ 

íà ðàâíûå ÷àñòè (íà ðàçíûõ ëèíèÿõ 
îíè, âîçìîæíî, ðàçíûå ïî äëèíå).  

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî â êàæäîé 
«ñòðîêå» (è â êàæäîì «ñòîëáöå») 

ïëîùàäè «êëåòîê» (ìàëåíüêèõ ÷åòû-

ð¸õóãîëüíèêîâ) îáðàçóþò àðèôìåòè-
÷åñêèå ïðîãðåññèè.  

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, 

÷òî åñëè ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû 

÷åòûð¸õóãîëüíèêà ABCD ðàçäåëåíû 

íà òðè ðàâíûå ÷àñòè è òî÷êè äåëå-

íèÿ ïîïàðíî ñîåäèíåíû (ðèñ. 9), òî 

= +

1
[ ] ([ ] [ ]).

2
EGHF ABGE FHCD

Ðèñ. 9 

×òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, íóæíî 

ïðîâåðèòü (ïî÷åìó?), ÷òî (ðèñ. 9) 

2 [EHF] = [AGE] + [FCD]. 
À ýòî ðàâåíñòâî åñòü ñëåäñòâèå 

òîãî, ÷òî îñíîâàíèÿ AE, EF, FD âñåõ 
òð¸õ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû, à âûñîòà 

òðåóãîëüíèêà EÍF ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé 
ëèíèåé òðàïåöèè ñ îñíîâàíèÿìè, 

ðàâíûìè âûñîòàì òðåóãîëüíèêîâ 

AGE è FCD.
Èòàê, â êàæäîé ãîðèçîíòàëüíîé 

(âåðòèêàëüíîé) ïîëîñêå «äîñêè» ïëî-
ùàäè å¸ êëåòîê îáðàçóþò àðèôìå-

òè÷åñêèå ïðîãðåññèè.  

Ìàòåìàòèêà
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Çàìåòèì, ÷òî ðàçíîñòè âñåõ ýòèõ 
ïðîãðåññèé «ïî ñòðîêàì» («ïî ñòîëá-

öàì») îäèíàêîâû. Ýòî ñëåäóåò èç 

òîãî, ÷òî, ðàññìîòðåâ ïî äâà ëåâûõ 
÷åòûð¸õóãîëüíèêà â ïåðâûõ äâóõ 

ïîëîñêàõ è ïðèìåíèâ äëÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà âòîðîå 

ðàâåíñòâî èç òåîðåìû Âàðèíüîíà 
(ðèñ. 6), èìååì: ðàçíîñòü äâóõ ñîñåä-

íèõ ïëîùàäåé â ïåðâîé ïîëîñêå 

ðàâíà ðàçíîñòè ñîñåäíèõ ïëîùàäåé 
âî âòîðîé ïîëîñêå. À ýòî è îçíà÷àåò,

÷òî ðàçíîñòè ýòèõ äâóõ àðèôìåòè-
÷åñêèõ ïðîãðåññèé ðàâíû. Ðàññóæ-

äàÿ òàê æå è äàëüøå äëÿ 2-é è 3-é, 
3-é è 4-é è ò. ä. ïàð ïîëîñîê, è ïî-

ëó÷àåì òî, ÷òî óòâåðæäàëîñü. 

Ïðîâåä¸ííûé àíàëèç ïîçâîëÿåò 

ñäåëàòü òðè âûâîäà. 

1) Ñàìàÿ ìàëåíüêàÿ è ñàìàÿ

áîëüøàÿ (ïî ïëîùàäè) «êëåòêè» 

íàõîäÿòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëàõ 

«äîñêè». 

2) Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü

ïëîùàäè âñåõ «êëåòîê», äîñòàòî÷íî 

çàäàòü ïëîùàäè òîëüêî òð¸õ «êëåòîê». 

3) Åñëè îáà ÷èñëà n, m  ÿâëÿþò-

ñÿ íå÷¸òíûìè ÷èñëàìè, òî äëÿ òîãî, 

÷òîáû âû÷èñëèòü ïëîùàäè âñåõ 

«êëåòîê», äîñòàòî÷íî çàäàòü ïëîùà-

äè òîëüêî äâóõ «êëåòîê». 

Äîêàæåì ýòè òðè âûâîäà. 

1) Çàìåòèì, ÷òî åñëè à − ýòî 

ïëîùàäü ëåâîé âåðõíåé «êëåòêè», òî 

ïëîùàäè âñåõ «êëåòîê» çàíèìàþò 

ñîîòâåòñòâóþùåå ìåñòî â òàáëèöå 

÷èñåë (çäåñü r − ðàçíîñòü ïðîãðåññèé 

ïî ñòðîêàì, s − ðàçíîñòü ïðîãðåññèé 

ïî ñòîëáöàì): 

a a + r a + 2r … a + (m − 1)r

a + s a + s + r a + s + 2r … a + s + (m − 1)r

a + 2s a + 2s + r a + 2s + 2r … a + 2s + (m − 1)r
……………………………………………………………………………………………… 

à + (n − 1)s a + (n − 1)s + r a + (n − 1)s + 2r … a + (n − 1)s + (m − 1)r

Ïóñòü, íàïðèìåð, r ≥ 0, s ≥ 0. Òî-
ãäà â êàæäîé ñòðîêå òàáëèöû 
íàèáîëüøåå ÷èñëî ñòîèò â êîíöå 
ñòðîêè. Íàèáîëüøåå æå çíà÷åíèå 
÷èñåë àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè â 

ïîñëåäíåì ñòîëáöå ïðè s ≥ 0 ðàâíî 

a + (n − 1)s + (m − 1)r. Èòàê, â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå «êëåòêè» 
íàèìåíüøåé è íàèáîëüøåé ïëîùà-
äåé ðàñïîëîæåíû â ëåâîì âåðõíåì è 
ïðàâîì íèæíåì óãëàõ «êîñîóãîëüíîé 
øàõìàòíîé äîñêè». Àíàëîãè÷íî ðàç-

áèðàåòñÿ ñëó÷àé  r ≤ 0, s ≥ 0. Äðóãèå 

âîçìîæíûå ñëó÷àè (r ≤ 0, s ≤ 0; r ≥ 0, 

s ≤ 0) àíàëîãè÷íû è ïîëó÷àþòñÿ çà-
ìåíàìè ñòðîê òàáëèöû å¸ ñòîëáöàìè. 

2) Äîñòàòî÷íî çàäàòü, íàïðèìåð,

ïëîùàäè òð¸õ óãëîâûõ êëåòîê, òî åñòü 

÷èñëà à, a + (m − 1)r = À, a + (n − 1)s = 

= Â. Òîãäà èç äâóõ ïîñëåäíèõ óðàâ-

íåíèé ëåãêî âû÷èñëèòü ÷èñëà r è s, 

à âìåñòå ñ íèìè è âñå ÷èñëà èç òàá-

ëèöû. 

3) Åñëè îáà ÷èñëà n, m íå÷¸òíû,

òî òàáëèöà èìååò ñðåäíèå ãîðèçîí-

òàëüíóþ è âåðòèêàëüíóþ ïîëîñû è 

òåì ñàìûì èìååò öåíòðàëüíóþ 

êëåòêó (ðèñ. 8).  

Ïî äîêàçàííîìó (ñì. ðèñ. 9) ñðåä-

íÿÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ «ïîëîñà» ðàâíà 

ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó ïëîùà-
äåé âñåõ «ïîëîñ», òî åñòü ðàâíà 1/n 

Ìàòåìàòèêà
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Âñòðå÷àþòñÿ äâà ïðîôåññîðà ìàòåìàòèêè. Ïåðâûé, âçäûõàÿ:
 Êîëëåãà, à âåäü ìåíÿ îïÿòü îáîêðàëè!
Âòîðîé:
 Ïðåäñòàâüòå ñåáå, êîëëåãà, ÿ ðàç è íàâñåãäà ðåøèë ýòó ïðî-

áëåìó!
 Õì... èíòåðåñíî áûëî áû óçíàòü, êàê?
 ß èñïîëüçîâàë òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è ïîñòàâèë íà ñâîþ äâåðü 

øåñòü ñàìûõ äåø¸âûõ êèòàéñêèõ çàìêîâ!
 Íó è ïðè ÷¸ì òóò òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, åñëè èõ âñå ìîæíî îò-

êðûòü îäíèì êëþ÷îì?!
 Íå ñêàæèòå, êîëëåãà! Êîãäà ÿ âûõîæó èç äîìà, ÿ òðè çàìêà 

çàêðûâàþ, à òðè  íåò!..

***
Ðåêòîð óíèâåðñèòåòà ïðîñìîòðåë ñìåòó, êîòîðóþ åìó ïðèí¸ñ 

äåêàí ôèçôàêà, è, âçäîõíóâ, ñêàçàë:
 Ïî÷åìó ýòî ôèçèêè âñåãäà òðåáóþò òàêîå äîðîãîå îáîðóäîâà-

íèå? Âîò, íàïðèìåð, ìàòåìàòèêè ïðîñÿò ëèøü äåíüãè íà áóìàãó, 
êàðàíäàøè è ëàñòèêè.

È, ïîäóìàâ, äîáàâèë:
 À ôèëîñîôû  òå åù¸ ëó÷øå. Èì äàæå ëàñòèêè íå íóæíû.

Ìàòåìàòèêà

(ïëîùàäü âñåé «äîñêè» ðàâíà 1). 
Öåíòðàëüíàÿ «êëåòêà äîñêè» íàõî-

äèòñÿ â ñåðåäèíå ýòîé ãîðèçîíòàëü-
íîé «ïîëîñû» è ïî òåì æå ïðè÷èíàì 

å¸ ïëîùàäü ðàâíà 1/m ïëîùàäè 

ýòîé «ïîëîñû». Òàêèì îáðàçîì, ïëî-
ùàäü öåíòðàëüíîé «êëåòêè» ðàâíà 

1/nm. Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ 
ïëîùàäåé âñåõ «êëåòîê» äîñòàòî÷íî 

çàäàòü, íàïðèìåð, ïëîùàäè äâóõ 

óãëîâûõ êëåòîê à,  a + (m − 1)r = À. 

Îòñþäà ìû íàõîäèì ðàçíîñòü r âñåõ 
àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé â ñòðî-

êàõ òàáëèöû, à èç óðàâíåíèÿ 

− −

+ + =

1 1 1
 

2 2

n m

a s r

nm

íàõîäèì ðàçíîñòü s âñåõ àðèôìåòè÷å-
ñêèõ ïðîãðåññèé â ñòîëáöàõ òàáëèöû. 
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