
Êàêèå òåîðåìû ñëåäóåò ñ÷èòàòü âàæíûìè? 
Òàêèå, êîòîðûå ïðîñòî ôîðìóëèðóþòñÿ,  
íå òðåáóþò áîëüøîãî ÷èñëà îïðåäåëåíèé  

è ïîçâîëÿþò ëåãêî ðåøàòü ìíîãî 
èçâåñòíûõ, íî ðàíåå íå ðåø¸ííûõ çàäà÷. 

Øòåéíãàóç Ãóãî Äèîíèñèé 

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòåðåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðåìà Ìåíåëàÿ, 
ïîçâîëÿþùàÿ íàõîäèòü áîëåå êîðîòêèå è ýôôåêòíûå ðåøåíèÿ çà-
äà÷ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òåòðàýäðà.  

Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññìîòðèì çà-

ìå÷àòåëüíóþ, íî ìàëî êîìó èçâåñò-

íóþ ñòåðåîìåòðè÷åñêóþ òåîðåìó Ìå-

íåëàÿ, ïîçâîëÿþùóþ íàõîäèòü áîëåå 
êîðîòêèå è ýôôåêòíûå ðåøåíèÿ çà-

äà÷ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òåòðàýäðà. 

Èçâåñòíî, ÷òî  òåîðåìà Ìåíåëàÿ, 

êîòîðàÿ ïðåæäå íàçûâàëàñü ïðàâè-
ëîì øåñòè êîëè÷åñòâ, äîøëà äî íàñ â 

àðàáñêîì ïåðåâîäå Ñàáèòà èáí Êîð-

ðû òðåòüåé êíèãè «Ñôåðèêà» Ìåíå-

ëàÿ  Àëåêñàíäðèéñêîãî (1−2 â. í. ý.). 
Äðåâíåãðå÷åñêèé ìàòåìàòèê ñíà÷àëà 

äîêàçàë òåîðåìó äëÿ ïëîñêîãî ñëó-
÷àÿ, à ïîòîì öåíòðàëüíûì ïðîåêòè-

ðîâàíèåì ïåðåí¸ñ å¸ íà ñôåðó. 

Íàïîìíèì ôîðìóëèðîâêó ïëà-
íèìåòðè÷åñêîé  òåîðåìû Ìåíå-
ëàÿ äëÿ òðåóãîëüíèêà.

Åñëè òî÷êè A1, B1 è C1 ëåæàò ñî-

îòâåòñòâåííî íà ñòîðîíàõ BC, CA è

AB òðåóãîëüíèêà ABC èëè íà èõ 
ïðîäîëæåíèÿõ è íå ñîâïàäàþò ñ 

âåðøèíàìè ∆ABC, òî ýòè òðè òî÷êè 
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà è 
òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðà-

âåíñòâî 1 1 1

1 1 1

1,
AB CA BC

B C A B C A
⋅ ⋅ = −  ãäå ïîä 

ãîðèçîíòàëüíîé ÷åðòîé áóäåì ïîíè-
ìàòü äëèíó íàïðàâëåííîãî îòðåçêà.  

Â ÷àñòíîñòè, èç òåîðåìû ñëåäóåò 
ñîîòíîøåíèå äëÿ äëèí íàïðàâëåí-

íûõ îòðåçêîâ: 
1 1 1

1 1 1

1.
AB CA BC

B C A B C A
⋅ ⋅ =

Âîçìîæíû äâà ðàñïîëîæåíèÿ òî-

÷åê A1, B1 è C1: ëèáî äâå èç íèõ 

ëåæàò íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðî-

íàõ ∆ABC, à òðåòüÿ íà ïðîäîëæåíèè 
ñòîðîíû (ñì. ðèñ. 1 à), ëèáî âñå òðè 
ëåæàò íà ïðîäîëæåíèÿõ ñîîòâåòñò-
âóþùèõ ñòîðîí (ñì. ðèñ. 1 á).  



Äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî çàïîìèíà-
íèÿ ýòîé òåîðåìû ìîæíî ïðåäëî-

æèòü ñëåäóþùåå ìíåìîíè÷åñêîå 
ïðàâèëî.

Äâèæåìñÿ ïî çàìêíóòîìó êîíòó-

ðó òðåóãîëüíèêà îò âåðøèíû äî òî÷-

êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé, îò ýòîé 

A
B

C

A1

B1

C1

Ðèñ. 1 à

A

B

C

A1 B1

C1

Ðèñ. 1 á

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äî ñëåäóþùåé 
âåðøèíû è òàê äî òåõ ïîð, ïîêà íå 
çàìêí¸ì êîíòóð. Çàòåì ïðîèçâåäå-
íèå îòíîøåíèé îáðàçîâàâøèõñÿ îò-
ðåçêîâ ïðèðàâíèâàåì ê åäèíèöå. 

 Ýòó òåîðåìó ìîæíî áåç òðóäà 

äîêàçàòü, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ îä-
íèì èç ñïîñîáîâ, ïðèâåä¸ííûõ â 

æóðíàëå «Ïîòåíöèàë» ¹ 7, 2010, â 

ñòàòüå «Ïðîïîðöèîíàëüíûå îòðåçêè 

â òðåóãîëüíèêå». 

Ñóùåñòâóåò ëè òåîðåìà äëÿ 
òåòðàýäðà, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå 

Ìåíåëàÿ äëÿ òðåóãîëüíèêà? Íåò 

ñîìíåíèÿ â òîì, ÷òî ñðåäè ôèãóð â 

ïðîñòðàíñòâå òåòðàýäð íàèáîëåå 

áëèçîê ê òðåóãîëüíèêó íà ïëîñêî-

ñòè. Òåòðàýäð ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàí-

ñòâåííûì àíàëîãîì òðåóãîëüíèêà 

ïî ðÿäó ïðè÷èí: âî-ïåðâûõ, îáå 

ýòè ôèãóðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé 
îãðàíè÷åííûå âûïóêëûå ìíîæåñò-

âà òî÷åê; âî-âòîðûõ, òðåóãîëüíèê 

îáðàçîâàí ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì 

ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè, à òåòðàýäð – 
ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ïëîñêîñòåé â 

ïðîñòðàíñòâå.

Ïðèìå÷àíèå. Äðóãèì âïîëíå 

ñîäåðæàòåëüíûì àíàëîãîì òðåóãîëü-

íèêà â ïðîñòðàíñòâå ìîæåò ñëóæèòü 

òð¸õãðàííûé óãîë, à âìåñòå ñ íèì è 

ñôåðè÷åñêèé òðåóãîëüíèê.  

È óæå â äðåâíîñòè áûëî çàìå÷å-

íî, ÷òî åñëè äâå ôèãóðû â ÷¸ì-òî 

ñõîäíû, àíàëîãè÷íû, òî ó íèõ èìåþò-

ñÿ åù¸ êàêèå-òî ñõîäíûå ñâîéñòâà.  

Ïîíÿòèå àíàëîãèè (ãðå÷. analogia −

ñîîòâåòñòâèå, ñõîäñòâî) áûëî èç-

âåñòíî åù¸ ãðå÷åñêîé íàóêå è ñðåä-

íåâåêîâîìó ìûøëåíèþ. È ïî ìíå-

íèþ àìåðèêàíñêîãî  ìàòåìàòèêà è 

ïåäàãîãà Ä. Ïîéà (1887−1985),  «âîç-

ìîæíî, íå ñóùåñòâóåò îòêðûòèé íè 

â ýëåìåíòàðíîé, íè â âûñøåé ìàòå-

ìàòèêå, íè äàæå, ïîæàëóé, â ëþáîé 

äðóãîé îáëàñòè, êîòîðûå ìîãëè áû 

áûòü ñäåëàíû áåç àíàëîãèè».  

Åñëè òåïåðü, èñïîëüçóÿ àíàëî-
ãèþ, ïîïûòàòüñÿ îáîáùèòü ïëàíè-

ìåòðè÷åñêóþ òåîðåìó Ìåíåëàÿ äëÿ 

ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà íà ïðî-

ñòðàíñòâî, òî ïîëó÷èòñÿ àíàëîãè÷-

íàÿ åé ñòåðåîìåòðè÷åñêàÿ òåî-
ðåìà Ìåíåëàÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 
òåòðàýäðà.

Ïóñòü â ïðîèçâîëüíîì òåòðàýäðå 

SABC òî÷êè Ì, Ð, K è N ïðèíàäëå-

æàò ð¸áðàì SA, SB, BC è ÀÑ ñîîò-

âåòñòâåííî (ðèñ. 2). Äëÿ òîãî ÷òîáû 

òî÷êè M, N, K è Ð ïðèíàäëåæàëè 

ïëîñêîñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, 

÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî: 

1.
SM AN CK BP

MA NC KB PS
⋅ ⋅ ⋅ =     (1)
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Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî îáùåå â äâóõ 
òåîðåìàõ òî, ÷òî îíè îáå ÿâëÿþòñÿ 
êðèòåðèÿìè ðàñïîëîæåíèÿ: 

● òð¸õ òî÷åê íà îäíîé ïðÿìîé

â 2
;R

● ÷åòûð¸õ òî÷åê â îäíîé ïëîñêî-

ñòè â 3
R .

A

B

K

C

N

P

M

S

Ðèñ. 2 

Íî òåîðåìà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì 
àíàëîãîì ôîðìóëèðîâêè äëÿ ïëîñêî-
ãî ñëó÷àÿ: 

● â 2
R  ìû èìååì äåëî ñ íà-

ïðàâëåííûìè îòðåçêàìè è çíàêîì 

«–», à â 3
R − íåò; 

● â 2
R  òî÷êàì ðàçðåøåíî ëå-

æàòü íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû, à â 

3
R − íåò.

Íåòðóäíî òåïåðü óáåäèòüñÿ, ÷òî 

ñõîäñòâî òåîðåì Ìåíåëàÿ íà ïëîñêî-

ñòè è â ïðîñòðàíñòâå íå òîëüêî â èõ 

ôîðìóëèðîâêå, íî òàêæå è â ñïîñîáå 

äîêàçàòåëüñòâà êàê íåîáõîäèìîñòè, 

òàê è äîñòàòî÷íîñòè. 

Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìî-
ñòè ñòåðåîìåòðè÷åñêîé òåîðåìû

Ìåíåëàÿ ïðîâåä¸ì àíàëîãè÷íî äî-

êàçàòåëüñòâó ïëàíèìåòðè÷åñêîé 

òåîðåìû, èñïîëüçóÿ ïîäîáèå òðå-

óãîëüíèêîâ. 
Äëÿ ýòîãî ïðîâåä¸ì ê ñåêóùåé 

ïëîñêîñòè α, â êîòîðîé ëåæèò ñå÷å-

íèå MNKP, äâà ïåðïåíäèêóëÿðà SS1

è AA1 (ðèñ. 3). 

A

B

K

C
N

P

M

S
Плоскость

сечения

�

A1

S1

Ðèñ. 3 

Òîãäà èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ 

AA1M è SS1M ñëåäóåò ðàâåíñòâî: 

1

1

.

SSSM

AM AA
=

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èì 
ñîîòíîøåíèÿ: 

1

1

;
AAAN

CN CC
=

1

1

;
CCCK

BK BB
=

1

1

.

BBBP

SP SS
=

Çàòåì, ïåðåìíîæèâ ñîîòâåòñò-
âóþùèå ÷àñòè ïîëó÷åííûõ âûøå 
÷åòûð¸õ ðàâåíñòâ, ïðèä¸ì ê òðåáóå-
ìîìó ðåçóëüòàòó, ò. å. 

1.
SM AN CK BP

MA NC KB PS
⋅ ⋅ ⋅ =
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Èñïîëüçóÿ àíàëîãèþ, ñîñòàâèì 

ìíåìîíè÷åñêîå ïðàâèëî ïðèìå-

íèòåëüíî ê òåòðàýäðó. 
Äâèæåìñÿ ïî çàìêíóòîìó êîí-

òóðó òåòðàýäðà îò âåðøèíû ïèðà-

ìèäû äî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñå÷å-

íèÿ ñ ðåáðîì, îò ýòîé òî÷êè ïåðå-

ñå÷åíèÿ äî ñëåäóþùåé âåðøèíû è 

òàê äî òåõ ïîð, ïîêà íå çàìêí¸ì 

êîíòóð (ðèñ. 2). Çàòåì ïðîèçâåäå-

íèå îòíîøåíèé îáðàçîâàâøèõñÿ 

îòðåçêîâ ïðèðàâíèâàåì ê åäèíèöå. 

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷-
íîñòè ñòåðåîìåòðè÷åñêîé òåîðå-

ìû Ìåíåëàÿ ïðîâåäèòå ñàìîñòîÿ-

òåëüíî. Äëÿ ýòîãî ïî àíàëîãèè ñ 

ïëîñêèì ñëó÷àåì ìîæíî ïðèìåíèòü 

ìåòîä îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëàãàÿ, 

÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (1), íî 

ïðè ýòîì òî÷êè M, N, K è P íå 

ïðèíàäëåæàò îäíîé ïëîñêîñòè. 

Ïîêàæåì, êàê  ïðèìåíåíèå ñòå-

ðåîìåòðè÷åñêîé òåîðåìû Ìåíåëàÿ 

çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò ðåøåíèå 

çàäà÷. 

Çàäà÷à 1. Â òðåóãîëüíîé ïèðà-

ìèäå SABC ÷åðåç òî÷êè Ì, N è Ð,

ïðèíàäëåæàùèå ð¸áðàì SA, ÀÑ è 

BC ñîîòâåòñòâåííî, ïðîâåäåíà 

ïëîñêîñòü. Îáú¸ì ìíîãîãðàííèêà 

MANPBK  ðàâåí  5022 ñì
3
.  Íàéòè 

îáú¸ì ïèðàìèäû  SABC, åñëè èç-

âåñòíî, ÷òî SÌ:ÌÀ = 3:2, ÀN:NC =

= 5:8 è CP:PB = 2:15.  

Ðåøåíèå. 1) Ïîñòðîèì ñå÷åíèå 

ïèðàìèäû. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî 

âåðøèíàìè ìíîãîóãîëüíèêà ñå÷å-

íèÿ ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ 

ñåêóùåé ïëîñêîñòè ñ ð¸áðàìè ìíî-

ãîãðàííèêà â ñîáñòâåííîì ñìûñëå. 

Ýòî çíà÷èò, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ 

ñåêóùåé ïëîñêîñòè ñ ïðîäîëæåíè-

åì ð¸áåð íå ìîãóò ÿâëÿòüñÿ âåð-

øèíàìè ìíîãîóãîëüíèêà ñå÷åíèÿ 

êàê íå ïðèíàäëåæàùèå ïîâåðõíî-

ñòè ìíîãîãðàííèêà, íî ìîãóò áûòü 

èñïîëüçîâàíû äëÿ óäîáñòâà ïî-

ñòðîåíèÿ.

Ïîñêîëüêó òî÷êè P è N ëåæàò â 

ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ÀÂÑ ïèðàìè-

äû, òî â ýòîé ïëîñêîñòè ëåæèò âñÿ 

ïðÿìàÿ PN, â òîì ÷èñëå è òî÷êà Å −

òî÷êà å¸ ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðîäîëæåíè-

åì ðåáðà ÂÀ çà òî÷êó À. Îòðåçîê PN

ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñòîðîí ìíîãî-

óãîëüíèêà, ïî êîòîðîìó ñå÷åíèå ïå-

ðåñåêàåòñÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ ïèðàìè-

äû. Òî÷êè Å è Ì ëåæàò â ïëîñêîñòè

Ðèñ. 4 

áîêîâîé ãðàíè ASB, ïîýòîìó ïðè-
íàäëåæèò ñå÷åíèþ è âñÿ ïðÿìàÿ 
ÅÌ, ïåðåñåêàþùàÿ ðåáðî SB â òî÷êå 
K. Îòðåçîê ÌK ýòîé ïðÿìîé ñëóæèò 
äðóãîé ñòîðîíîé èñêîìîãî ìíîãî-

óãîëüíèêà. Ñîåäèíèâ òî÷êè N è M â 
ïëîñêîñòè ASC è òî÷êè K è P â 
ïëîñêîñòè BSC, ïîëó÷èì åù¸ äâå 
ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà. Òàêèì îá-
ðàçîì, èñêîìûì ñå÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ 

÷åòûð¸õóãîëüíèê NMKP. Çàìåòèì, 
÷òî òî÷êà K ïðèíàäëåæèò ðåáðó BS,
à íå åãî ïðîäîëæåíèþ. Â ñàìîì äå-
ëå, òàê êàê ïðÿìàÿ ÅÌ ðàçáèâàåò 
ïëîñêîñòü ãðàíè ASB íà äâå ïîëó-
ïëîñêîñòè ñîãëàñíî àêñèîìå ðàñïî-

ëîæåíèÿ òî÷åê îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé 
íà ïëîñêîñòè è îòðåçîê AS ïåðåñå-
êàåò ïðÿìóþ ÅÌ, òî òî÷êè A è S
ëåæàò â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ îò-
íîñèòåëüíî ïðÿìîé ÅÌ. Òî÷êà Â ëå-

æèò â òîé æå ïîëóïëîñêîñòè, ÷òî è 
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òî÷êà À. Òîãäà, òàê êàê òî÷êè Â è S
ëåæàò â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ îò-
íîñèòåëüíî ïðÿìîé ÅÌ, òî èç àêñèî-
ìû ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè ïðÿìîé 

ñëåäóåò, ÷òî îòðåçîê ÂS ïåðåñåêàåò 
ïðÿìóþ ÅÌ â íåêîòîðîé òî÷êå K.

2) Íàéä¸ì òåïåðü, â êàêîì îòíî-
øåíèè òî÷êà K ðàçäåëèò ðåáðî ÂS.
Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñòåðåîìåò-
ðè÷åñêîé òåîðåìîé Ìåíåëàÿ äëÿ 

ïðîèçâîëüíîé ïèðàìèäû. 

1;
SM AN CP BK

MA NC PB KS
⋅ ⋅ ⋅ =

3 5 2
1.

2 8 15

BK

KS
⋅ ⋅ ⋅ =

Çíà÷èò, BK:KS = 8:1. 
3) Ðàçîáü¸ì ìíîãîãðàííèê 

MANPBK, îáú¸ì êîòîðîãî ïî óñëî-

âèþ ðàâåí 5022 ñì
3
, íà òðè òðå-

óãîëüíûå ïèðàìèäû KAMN, KAPB è 

KAPN (ðèñ. 4). Òîãäà VMANPBK =

= VKAPB + VKAPN + VKAMN.

Âûðàçèì òåïåðü îáú¸ìû ïîëó-
÷åííûõ òð¸õ ïèðàìèä ÷åðåç âåëè÷è-

íó V, ãäå V − îáú¸ì èñõîäíîé ïèðà-
ìèäû SABC.

4) Íà÷í¸ì ñ ïèðàìèäû KAPB.

Ïðîâåä¸ì äâå âûñîòû KK1 è SS1

íà ïëîñêîñòü ABC (ðèñ. 5). 
Ïðèìåíÿÿ ïåðâûé ïðèçíàê ïîäî-

áèÿ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ SBS1 è KBK1

è  ó÷èòûâàÿ, ÷òî BS:BK = 9:8, ïîëó-

÷èì ñëåäóþùóþ çàâèñèìîñòü âûñî-

òû KK1 îò âûñîòû SS1:

1 1

8
.

9
KK SS=

Èñïîëüçóÿ êëàññè÷åñêóþ ôîð-

ìóëó äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà è 

î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî îòíîøåíèé 

BC:PB = 17:15, âûðàçèì APBS
Δ

 ÷å-

ðåç ABCS
Δ

:

17

15

ABC

APB

S BC

S PB

Δ

Δ

= = ⇒

15
.

17APB ABCS S
Δ Δ

⇒ =

Òàêèì îáðàçîì:  

1

1 15 8 40
.

3 17 9 51
KAPB ABCV S SS V

Δ
= ⋅ ⋅ =

5) Àíàëîãè÷íî óñòàíîâèì çàâèñè-

ìîñòü VKAPN îò V. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî 

5 5

13 13

2 10
.

17 221

APN ACP

ABC ABC

S S

S S

Δ Δ

Δ Δ

= = ×

× =

A

B

C

K

S

S1

K1

Ðèñ. 5 

Ïîýòîìó

1

1 10 8 80
.

3 221 9 1989
KAPN ABCV S SS V

Δ
= ⋅ ⋅ =

6) Îñòàëîñü âûðàçèòü VKAMN

÷åðåç V. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ê 
ïëîñêîñòè ãðàíè ASC ïðîâåñòè äâå 

âûñîòû KK2 è ÂÂ2. Èç ïîäîáèÿ òðå-

óãîëüíèêîâ ÂÂ2S è KK2S è äîêàçàí-

íîãî ðàâåíñòâà BK:KS=8:1 ïîëó÷èì 

çàâèñèìîñòü âûñîòû KK2 îò âûñîòû 

ÂÂ2: 2 2

1
.

9
KK ÂÂ=

Äàëåå, ñîñòàâèâ îòíîøåíèå ïëî-

ùàäåé òðåóãîëüíèêîâ AMN è ASC è 

âîñïîëüçîâàâøèñü èçâåñòíîé ôîð-

ìóëîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ èõ ïëîùà-

äåé, íàéä¸ì íóæíîå íàì ñîîòíîøå-

íèå:
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1
sin

2

1
sin

2

2 5 2

5 13 13

2
.

13

AMN

ASC

AMN ASC

AM AN
S

S
AS AC

AM AN

AS AC

S S

α

α

Δ

Δ

Δ Δ

⋅

= =

⋅

= ⋅ = ⋅ = ⇒

⇒ =

Çíà÷èò,

Δ
= ⋅ ⋅ =2

1 2 1 2
.

3 13 9 117
KAMN ASCV S BB V

Çíàÿ, ÷òî îáú¸ì ìíîãîãðàííèêà 

MANPBK  ðàâåí 5022 ñì
3
, ñîñòàâèì 

óðàâíåíèå: 

40 80 2
5022

51 1989 117

1560 80 34
5022 5967.

1989

V V V

V V

+ + = ⇔

+ +

⇔ = ⇔ =

  Îòâåò. VSABC = 5967ñì
3
.

Çàäà÷à 2.  Â òðåóãîëüíîé ïèðàìè-

äå SABC, èìåþùåé îáú¸ì 7744 ñì
3
,

ïðîâåäåíî ñå÷åíèå MNKP òàêèì îá-

ðàçîì, ÷òî òî÷êà Ì∈AB, N∈SB,
K∈SC è Ð∈AC. Íàéòè îáú¸ì ìíîãî-
ãðàííèêà SAMNKP, åñëè èçâåñòíî, 

÷òî BÌ:ÌÀ=5:3, ÀP:PC=6:5 è  

5KS·SN = 3NB·CK + SN·CK.    (*). 
Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà îïðåäåëèì, â 

êàêîì îòíîøåíèè òî÷êà K ðàçäåëèò 

ðåáðî CS è òî÷êà N − ðåáðî SB.
Ñîãëàñíî ñòåðåîìåòðè÷åñêîé 

òåîðåìå  Ìåíåëàÿ äëÿ ïèðàìèäû 
SABC èìååì: 

1

5 6
1 2 1.

3 5

BM AP CK SN

MA PC KS NB

CK SN CK SN

KS NB KS NB

⋅ ⋅ ⋅ = ⇔

⇔ ⋅ ⋅ ⋅ = ⇔ ⋅ ⋅ =

    Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè äàííîãî ñî-
îòíîøåíèÿ (*) íà ïðîèçâåäåíèå 
KS·NB, ïîëó÷èì: 

5 3 .
SN CK CK SN

NB KS KS NB
− = ⋅

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ 
CK

ó
KS

=  è 

,

SN
õ

NB
=  ñîñòàâèì è ðåøèì ñèñòåìó: 

− =

⎧

⎪

= ⇔

⎨

⎪

> >

⎩

5 3 ,

2 1,

0, 0

x y xy

xy

x y

− − =⎧

⎪
⎪

=⎨

⎪
> >

⎪⎩

10 2 3 0,

1
,

2
0, 0

x x

y
x

x y

⎧
=

⎪
⇔⎨

⎪ =

⎩

3
,

5

5
.

6

x

y

Òàêèì îáðàçîì, 
5

6

CK

KS
=  è 

3
.

5

SN

NB
=

Çàòåì, ðàçáèâ ìíîãîãðàííèê 
NMBCPK íà òðè òðåóãîëüíûå ïèðà- 

S

A

N

K

P
C

M

B

Ðèñ. 6 

ìèäû NMCB, NMCP è NPKC (ðèñ. 6), 

ìû òàê æå, êàê è â ïåðâîé çàäà÷å, 

âûðàçèì îáú¸ìû ýòèõ ïèðàìèä ÷å-

ðåç îáú¸ì V èñõîäíîé ïèðàìèäû 

SABC.

Äåéñòâóÿ ïî àíàëîãèè ñ ïåðâîé 

çàäà÷åé, ïîëó÷èì: 

1

1 5 5 25
,

3 8 8 64NMCB ABCV S SS V
Δ

= ⋅ ⋅ =

1

1 15 5 75
,

3 88 8 704NMCP ABCV S SS V
Δ

= ⋅ ⋅ =

2

1 25 3 75
.

3 121 8 968
NPKC ASCV S BB V

Δ
= ⋅ ⋅ =

Âû÷èñëèì îáú¸ì ìíîãîãðàííèêà 

NMBCPK:

25 75 75 4450
.

64 704 968 7744
V V V V+ + =
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Òàê êàê ïî óñëîâèþ çàäà÷è 

VSABC =7744 ñì
3
, òî VSAMNKP = 3294 ñì

3
.

Îòâåò. VSAMNKP = 3294 ñì
3
.

Çàäà÷à 3. Â òåòðàýäðå SABC 

ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü ÷åðåç òî÷êè 

Ì∈AB, N∈SB, K∈SC, Ð∈AC òàêèì 

îáðàçîì, ÷òî ÌÀ = 0,6ÂÌ, ÀÐ = 1,2ÐÑ.

Íàéòè îáú¸ì ìíîãîãðàííèêà 

MNKPÑÂ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî åãî 

îáú¸ì íà 1647 ñì
3
 ìåíüøå îáú¸ìà 

ñàìîãî òåòðàýäðà è  

(180ÑK
2
−44KS

2
)·NB

2
=225KS

2
·SN

2
. (**)

Ðåøåíèå.  Êàê è â ïðåäûäóùåé 

çàäà÷å, ñîãëàñíî ñòåðåîìåòðè÷åñêîé 

òåîðåìå Ìåíåëàÿ äëÿ ïèðàìèäû 

SABC (ðèñ. 6) ïîëó÷èì: 

1

5 6
1 2 1.

3 5

BM AP CK SN

MA PC KS NB

CK SN CK SN

KS NB KS NB

⋅ ⋅ ⋅ = ⇔

⇔ ⋅ ⋅ ⋅ = ⇔ ⋅ ⋅ =

  Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè äàííîãî ñî-

îòíîøåíèÿ (**) íà ïðîèçâåäåíèå 

KS
2
·NB

2
, ïîëó÷èì:

2 2

2 2
180 44 225 .

CK SN

KS NB

− =

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ 
2

2

CK
ó

KS
=  è 

2

2
,

SN
õ

NB

=  ñîñòàâèì è ðåøèì ñèñòåìó: 

2
720 176 225 0,180 44 225 ,

1
2 1, ,

4
0, 0

0, 0

5100
,,

6144

144 3
.

400 5

y y
y x

xy x
y

x y
x y

yy

x x

⎧ − − =
− =⎧ ⎪

⎪ ⎪
= ⇔ = ⇔⎨ ⎨

⎪ ⎪
> >

⎩ ⎪ > >
⎩

⎧⎧
==

⎪⎪
⎪ ⎪

⇔ ⇔⎨ ⎨

⎪ ⎪= =

⎪ ⎪⎩ ⎩

Òàêèì îáðàçîì, 
5

6

CK

KS
=  è 

3
.

5

SN

NB
=

Äàëåå, äåéñòâóÿ ïî àíàëîãèè ñ 

ïðåäûäóùåé çàäà÷åé, íàéä¸ì îáú¸ì 

ìíîãîãðàííèêà MNKPÑÂ.

Îòâåò. VMNKPÑÂ = 2225 ñì
3
.

Â òð¸õ ðàçîáðàííûõ íàìè çàäà-
÷àõ èñïîëüçîâàëîñü íåîáõîäèìîå 
óñëîâèå ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðåìû 
Ìåíåëàÿ.  

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ïðèìåíåíèå 
äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ýòîé òåîðåìû. 

Çàäà÷à 4. Â ïèðàìèäå KLMN òî÷-

êà À ëåæèò íà ðåáðå KN, òî÷êà B −

íà ðåáðå LN, òî÷êà C − íà ðåáðå LM

è òî÷êà D − íà ðåáðå MK. Äîêàæèòå, 
÷òî òî÷êè A, B, C è D ïðèíàäëåæàò 
îäíîé ïëîñêîñòè, åñëè âûïîëíåíû 
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó 
äëèíàìè îòðåçêîâ: 

7BL = 8BN, CL = 4CM,

7AK·DM = 2AN·DK.
Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è 

ñëåäóåò:

2 7 4
1.

7 8 1

KA NB LC MD

AN BL CM DK

⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ = =

⋅ ⋅

Òîãäà ñîãëàñíî äîñòàòî÷íîìó óñ-
ëîâèþ òåîðåìû Ìåíåëàÿ òî÷êè A, B,
C è D ïðèíàäëåæàò îäíîé ïëîñêîñòè. 

Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëÿì çàäà÷è 
äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ ïî 
äàííîé òåìå. 

Çàäà÷à 5. Îêîëî ñôåðû îïèñàí 
ïðîñòðàíñòâåííûé ÷åòûð¸õóãîëüíèê. 
Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðå òî÷êè êàñà-

íèÿ ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. (Óêà-

çàíèå: âîñïîëüçóéòåñü äîñòàòî÷íûì 
óñëîâèåì òåîðåìû Ìåíåëàÿ è ñâîé-
ñòâàìè êàñàòåëüíûõ.) 

Çàäà÷à 6. Â ïðàâèëüíîì òåòðàýäðå 
SABC ñ ðåáðîì 10 ì ÷åðåç òî÷êè M è 

N − ñåðåäèíû ð¸áåð ÀÂ è SB −  è òî÷-
êó Ð, ëåæàùóþ íà ðåáðå ÀÑ, ïðîâåäå-
íà ïëîñêîñòü. Íàéòè ïëîùàäü ñå÷åíèÿ 
è îòíîøåíèå îáú¸ìîâ ÷àñòåé äàííîãî 
òåòðàýäðà, íà êîòîðûå ñåêóùàÿ ïëîñ-

êîñòü åãî äåëèò, åñëè PA = 3CP.

Îòâåò.
225

3
16

ì
3
;
21

11
.

Çàäà÷à 7. Â ïèðàìèäå SABC ñ 

îáú¸ìîì 7 ì
3
 ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü 

÷åðåç òî÷êè K∈SC, Ì∈AB è Ð∈AC.
Íàéòè îáú¸ìû ÷àñòåé, íà êîòîðûå 
ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü äåëèò äàííóþ 

ïèðàìèäó, åñëè BM:MA = 4:3, AP:PC =

= 3:2, CK:KS = 3:4.

Îòâåò. 3,4 ì
3
; 3,6 ì

3
.


