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Ñèñòåìû óðàâíåíèé è  

íåðàâåíñòâ ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè 

Çàäà÷è Ñ5 èç äåìîíñòðàöèîííîãî âàðèàíòà ÅÃÝ-2011 è òðåíèðî-
âî÷íûõ ðàáîò äëÿ ïîäãîòîâêè ê ýêçàìåíó ýòîãî ãîäà ïîñâÿùåíû èñ-
ñëåäîâàíèþ âîïðîñà î ñóùåñòâîâàíèè è ÷èñëå ðåøåíèé ñèñòåì 
óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè, ñîäåðæàùèõ ïàðà-
ìåòð. Ê ñîæàëåíèþ, â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè ïîäîáíûì çàäà-
÷àì ïðàêòè÷åñêè íå óäåëÿåòñÿ äîëæíîãî âíèìàíèÿ, õîòÿ îíè ðåãó-
ëÿðíî ïðåäëàãàþòñÿ íà âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíàõ â âåäóùèõ âóçàõ 
è íà ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàäàõ ðàçíîãî óðîâíÿ.  

Â äàííîé ñòàòüå ÷èòàòåëü ñìîæåò ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ðàçëè÷íûìè 
ìåòîäàìè ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷, êîòîðûå óñëîâíî ìîæíî ðàç-
áèòü íà äâå ãðóïïû: àëãåáðàè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå. 

Àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû 

Ê ìåòîäàì ýòîé ãðóïïû ìîæíî 
îòíåñòè áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ, êîòî-
ðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðåøåíèè 
ñèñòåì óðàâíåíèé èëè íåðàâåíñòâ, 
íå ñîäåðæàùèõ ïàðàìåòðîâ. Â ÷àñò-
íîñòè, ýòî ìåòîäû ïîñëåäîâàòåëüíîãî 
èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ, çàìåíû 
èëè ïîäñòàíîâêè è äð. Â ðåçóëüòàòå 
âûïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðå-
îáðàçîâàíèé çàäà÷à, êàê ïðàâèëî, 
ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèÿ 
c îäíîé ïåðåìåííîé.  

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ 
íà ïðèìåíåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ìå-
òîäîâ. 

Ïðèìåð 1. Ïóñòü ( , )y x  – ðåøå-

íèå ñèñòåìû óðàâíåíèé  

2 2

3 2,

9 2 6.

x y a

x y a

+ = −⎧⎪

⎨

+ = +⎪⎩

Ïðè êàêîì a  ïðîèçâåäåíèå xy
ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå? 

Ðåøåíèå.  Âîçâåä¸ì  â  êâàäðàò  
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îáå ÷àñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ äàííîé 
ñèñòåìû. Òîãäà ñèñòåìà ïðèìåò âèä: 

2 2 2

2 2

6 9 4 4,

9 2 6.

x xy y a a

x y a

⎧ + + = − +⎪

⎨

+ = +⎪⎩

Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ 
âòîðîå, ïîëó÷àåì  

2 21
6 6 2 ( 3) 11 .

6
xy a a xy a⎡ ⎤= − − ⇔ = − −

⎣ ⎦
 

Îòñþäà ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, 
÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïðîèçâå-

äåíèÿ xy  ïðèíèìàåòñÿ ïðè 3a =  è

ðàâíî 
11

.
6

−  Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî 

ïðè 3a =  ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå. 

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ñèñ-
òåìà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó: 

2 2 2

3 1, 1 3 ,

9 12 18 6 11 0.

x y x y

x y y y

+ = = −⎧ ⎧⎪ ⎪
⇔⎨ ⎨

+ = − − =⎪ ⎪⎩ ⎩

Äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî óðàâíå-
íèÿ ïîñëåäíåé ñèñòåìû ïîëîæèòå-
ëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà èìååò 
ðåøåíèå. 

Îòâåò. 3. 

Ïðèìåð 2. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êàæäîì èç êîòî-

ðûõ ñèñòåìà

2

2 2 2

3 3 3 0,

9 9 6 18 7 2 17 0

xy ax ay a

x y ax ay a a

⎧ + − − − =⎪

⎨

+ − + + − − =⎪⎩

èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ.

Ðåøåíèå. Ãðóïïèðóÿ â ïåðâîì 
óðàâíåíèè ñèñòåìû ÷ëåíû, ïîëó÷èì 

2(3 ) (3 ) 3

( )(3 ) 3.

xy ay ax a

y a x a

− + − = ⇔

⇔ + − =

Ãðóïïèðóÿ ÷ëåíû è âûäåëÿÿ 
ïîëíûå êâàäðàòû âî âòîðîì óðàâíå-
íèè, èìååì 

2 2 2(3 ) 9( ) 3 2 17.x a y a a a− + + = + +

Òîãäà ñèñòåìà ïðèìåò âèä:  

2 2 2

( )(3 ) 3,

(3 ) 9( ) 3 2 17.

y a x a

x a y a a a

+ − =⎧⎪

⎨

− + + = + +⎪⎩

Ââåä¸ì íîâûå ïåðåìåííûå 

3u x a= −  è .v y a= +  Òîãäà ïîëó÷àåì 

ñèñòåìó  

2 2 2

3,

9 3 2 17.

uv

u v a a

=⎧⎪

⎨

+ = + +⎪⎩

Óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ýòîé 

ñèñòåìû íà ( 6− ) è ñêëàäûâàÿ ñî 

âòîðûì óðàâíåíèåì, ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèå  

2 2( 3 ) 3 2 1.u v a a− = + −   (1) 

Åñëè 23 2 1 0,a a+ − <  òî óðàâíåíèå

(1), à çíà÷èò, è èñõîäíàÿ ñèñòåìà íå 
èìåþò ðåøåíèÿ. 

Åñëè 23 2 1 0,a a+ − =  ÷òî âûïîë-

íÿåòñÿ ïðè 1a = −  è 
1

,
3

a =  òî óðàâ-

íåíèå (1), à çíà÷èò, è èñõîäíàÿ ñèñ-
òåìà èìåþò ðåøåíèÿ. Èç (1) ïðè 
ýòèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ïîëó÷àåì 

3 .u v=  Ó÷èòûâàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå 

ñèñòåìû, èìååì 23 3,v =  ò. å. 1 1v =  è

2 1.v = − Òîãäà 1 3u = è 2 3.u = −  Òàê 

êàê , ,
3

u a
x y v a

+

= = −  òî îòñþäà 

ïîëó÷àåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èñõîä-
íàÿ ñèñòåìà áóäåò èìåòü äâà ðàç-
ëè÷íûõ ðåøåíèÿ. 

Åñëè 23 2 1 0,a a+ − >  òî óðàâíå-

íèå (1) ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè  

2

2

3 3 2 1,

3 3 2 1.

u v a a

u v a a

⎡
− = + −

⎢

⎢
− = − + −

⎣

Ó÷èòûâàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå 

ñèñòåìû, èìååì: åñëè 3u v= +  

23 2 1a a+ + − , òî  

2 23 3 2 1 3 0;v v a a+ + − − =    (*) 

åñëè 23 3 2 1u v a a= − + − , òî 
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2 23 3 2 1 3 0.v v a a− + − − =  (**) 

Êàæäîå èç óðàâíåíèé (*) è (**) áóäåò 

èìåòü äâà ðåøåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, 
èñõîäíàÿ ñèñòåìà áóäåò èìåòü áîëåå 
äâóõ ðåøåíèé. 

Îòâåò. 1−  è 
1

.
3

Ê àëãåáðàè÷åñêèì ìåòîäàì îòíå-
ñ¸ì òàêæå ìåòîä èñïîëüçîâàíèÿ 
ñèììåòðèè àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæå-
íèé. Çàäà÷è, â êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ 
ýòîò ìåòîä, èìåþò õàðàêòåðíóþ îñî-
áåííîñòü: èõ óñëîâèå íå èçìåíÿåòñÿ 
ëèáî ïðè çàìåíå çíàêà îäíîé èëè 
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ íà ïðîòèâî-

ïîëîæíûé («ñèììåòðèÿ îòíîñè-

òåëüíî çíàêà»), ëèáî ïðè ïåðåñòà-
íîâêå íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 

(«ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïå-

ðåñòàíîâêè ïåðåìåííûõ»).  

Äëÿ ÷¸òíîé ôóíêöèè ( )f x  íà-

áëþäàåòñÿ «ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî 
çíàêà» ïåðåìåííîé ,x  òàê êàê â 

ýòîì ñëó÷àå ( ) ( ).f x f x= −

Ïðè èññëåäîâàíèè íà «ñèììåò-
ðèþ îòíîñèòåëüíî çíàêà» â âûðàæå-

íèè ( , )F x y  äëÿ ïàðû ( , )x y  ïðîâå-

ðÿþòñÿ ïîäñòàíîâêîé â íåãî ïàðû 

( , ),x y−  ( , ),x y−  ( , ).x y− −  Åñëè ïðè 

ïîäñòàíîâêå ïàð ( , )x y  è ( , )x y−  âû-

ðàæåíèå íå ìåíÿåòñÿ, òî ãîâîðÿò, 
÷òî íàáëþäàåòñÿ «ñèììåòðèÿ îòíî-
ñèòåëüíî çíàêà» ïåðåìåííîé ;x  äëÿ 

ïàð ( , )x y  è ( , )x y− – «ñèììåòðèÿ

îòíîñèòåëüíî çíàêà» ïåðåìåííîé ó; 

äëÿ ïàð ( , )x y  è ( , )x y− − – «ñèììåò-

ðèÿ îòíîñèòåëüíî çíàêîâ» îáåèõ ïåðå-
ìåííûõ. Íàïðèìåð, äëÿ âûðàæåíèÿ 

2 3( , ) | |F x y x y x y= + −  ïðè ïîäñòàíîâêå 

ïàð ( , )x y  è ( , )x y−  ïîëó÷àåì  

2 3

2 3

( , ) ( ) | |

| | ( , ).

F x y x y x y

x y x y F x y

− = − + − − =

= + − =

Ïðè èññëåäîâàíèè íà «ñèììåò-
ðèþ îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ïå-

ðåìåííûõ» äëÿ ïàðû ( , )x y  ïðîâåðÿ-

åòñÿ ïîäñòàíîâêîé â èñõîäíîå âûðà-

æåíèå ïàðà ( , ).y x  Íàïðèìåð, äëÿ âû-

ðàæåíèÿ 
3 3( , ) 3G x y x xy y= − +  ïîëó-

÷àåì 

3 3

3 3

( , ) 3

3 ( , ).

G y x y yx x

x xy y G x y

= − + =

= − + =

Ñîîòâåòñòâåííî â íåêîòîðûõ âû-
ðàæåíèÿõ íàáëþäàåòñÿ «ñèììåòðèÿ» 
îòíîñèòåëüíî è ïåðåñòàíîâêè ïåðå-
ìåííûõ, è èçìåíåíèÿ ó íèõ çíàêà. Â 

ýòèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ïàðû ( , )x y  ïðîâå-

ðÿþòñÿ ïîäñòàíîâêîé â èñõîäíîå 

âûðàæåíèå ïàðû ( , )y x− , ( , )y x− , 

( , ).y x− −

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óêàçàííîãî 
âèäà èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ïî-
ðÿäîê äåéñòâèé: 

âî-ïåðâûõ, âûïîëíÿåòñÿ ïðîâåð-
êà íà ñèììåòðèþ; 

âî-âòîðûõ, èç ïðîâåðêè âûïîë-

íåíèÿ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé íàõî-

äÿòñÿ äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðà (ïðè «ñèììåòðèè îòíîñèòåëü-
íî çíàêà» ïåðåìåííîé ïîäñòàâëÿåòñÿ 
åå íóëåâîå çíà÷åíèå; ïðè «ñèììåò-
ðèè îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè» 
ïåðåìåííûõ âñå ïåðåìåííûå îáîçíà-
÷àþò îäíîé áóêâîé);  
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â-òðåòüèõ, ïðîâåðÿåòñÿ äîñòà-
òî÷íîñòü óñëîâèé, ò. å. äëÿ íàé-

äåííûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðà-
ìåòðà âûïîëíÿåòñÿ ïðîâåðêà òîãî, 
÷òî ïðè ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèÿõ ïà-
ðàìåòðà óðàâíåíèå (ñèñòåìà è ò. ä.) 
äåéñòâèòåëüíî èìååò òðåáóåìîå ÷èñ-
ëî ðåøåíèé.  

Çàìå÷àíèå. Ïîñëåäíèé ýòàï çà- 
êëþ÷àåòñÿ ëèáî â äîêàçàòåëüñòâå ôàê-
òà ñóùåñòâîâàíèÿ òðåáóåìîãî ÷èñëà 
ðåøåíèé, ëèáî â åãî îïðîâåðæåíèè. 

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðèìåíåíèå 
ïðèâåäåííîãî àëãîðèòìà äëÿ ðåøå-
íèÿ ïðèìåðîâ 3 è 4. 

Ïðèìåð 3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ 
ïàðàìåòðà a  ñèñòåìà óðàâíåíèé 

2

(5 2 6) (5 2 6) 5 | | 8,

( 4) 0

x x a y y

x a y

⎧ − + + − = − −⎪

⎨

− − =⎪⎩

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå? 

Ðåøåíèå. Òàê êàê ÷èñëà 5 2 6−

è 5 2 6+ – âçàèìíî îáðàòíûå, ò. å.

(5 2 6)(5 2 6) 1− + = , òî, çàìåíèâ 

5 2 6−  íà 
1

5 2 6+

 â ïåðâîì óðàâíå-

íèè ñèñòåìû, ïîëó÷èì 

2

1
(5 2 6) 5 | | 8,

(5 2 6)

( 4) 0.

x
x

a y y

x a y

⎧
− + − = − −

⎪
−

⎨

⎪
− − =

⎩

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïàðà 0 0( , )x y  –

ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, 

òî è ïàðà 0 0( , )x y−  áóäåò òàêæå ÿâ-

ëÿòüñÿ å¸ ðåøåíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, 
äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà èìåëà åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå, íåîáõîäèìî, ÷òî-

áû ïàðû 0 0( , )x y  è 0 0( , )x y−  ñîâïà-

äàëè. Ýòî âîçìîæíî, åñëè 0 0.x =

Ïîäñòàâèì ïàðó 0(0, )y  â ñèñòåìó:

0 0

0

1 1 5 | | 8,

0 ( 4) 0

a y y

a y

+ − = − −⎧

⇔⎨
− − =

⎩

0 0

0

10 5 | |,

( 4) 0.

a y y

a y

− = −⎧

⇔ ⎨
− =

⎩

Îòñþäà ïîëó÷àåì äâà äîïóñòè-

ìûõ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à: 2a =  è 

4.a =  

Ïóñòü 2a = . Òîãäà èñõîäíàÿ ñèñ-

òåìà óðàâíåíèé ïðèìåò âèä:  

2

1
(5 2 6) | | 2,

(5 2 6)

2 0.

x
x

y y

x y

⎧
− + = − +

⎪
−

⎨

⎪
+ =

⎩

Çàìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ïåðâî-

ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (5 2 6)x
− +

1
2

(5 2 6)x
+ ≥

−

 (êàê ñóììà äâóõ âçà-

èìíî îáðàòíûõ ÷èñåë; ïðè÷¸ì ðàâåí-

ñòâî äîñòèãàåòñÿ, åñëè (5 2 6) 1,x
− =

ò. å. ïðè 0x = ), à | | 2 2y y− + <  ïðè 

0y <  è | | 2 2y y− + =  ïðè 0.y ≥  Ñëå-

äîâàòåëüíî, ðåøåíèåì ïåðâîãî óðàâ-
íåíèÿ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ïàðà 

âèäà (0; ),y  ãäå y −  ëþáîå íåîòðèöà-

òåëüíîå ÷èñëî. Ïîäñòàâëÿÿ ïàðó 

(0; )y  âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, 

ïîëó÷àåì, ÷òî ñèñòåìà èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå (0; 0).  

Ïóñòü 4.a =  Òîãäà èñõîäíàÿ ñèñ-

òåìà óðàâíåíèé ïðèìåò âèä:  

2

1
(5 2 6) | | 12,

(5 2 6)

0

x
x

y y

x

⎧
− + = − +

⎪
− ⇔⎨

⎪
=

⎩
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| | 10,

0.

y y

x

− = −⎧

⇔ ⎨
=

⎩

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ñèñòåìà 

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (0; 5)− . 

Îòâåò. 2 è 4. 

Ïðèìåð 4. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà ,a  ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà 

íåðàâåíñòâ

2

2

3,

3

y ax x

x ay y

⎧ ≤ − −⎪

⎨

≤ − −⎪⎩

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. 

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðè 
íåêîòîðîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a  

ïàðà ÷èñåë 0 0( , )x y  ÿâëÿåòñÿ ðåøå-

íèåì äàííîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ, òî 

ïàðà 0 0( , )y x  – òàêæå ðåøåíèå, ïî-

ñêîëüêó ïðè ïîäñòàíîâêå âòîðîé ïà-
ðû óðàâíåíèÿ ñèñòåìû îñòàþòñÿ òå-
ìè æå, íî ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Ñëåäî-
âàòåëüíî, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì 
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ 
ñîâïàäåíèå ýòèõ ïàð. Åñëè 

0 0 0 0( , ) ( , )x y y x= , òî 0 0x y= . 

Ïîäñòàâëÿÿ 0 0x y=  â ñèñòåìó, ïîëó-

÷èì, ÷òî êàæäîå íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä 
2 2

0 0 0 0 03 (1 ) 3 0x ax x x a x≤ − − ⇔ + − + ≤

è áóäåò èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå â ñëó÷àå, åñëè äèñêðèìèíàíò D   

ñîîòâåòñòâóþùåãî êâàäðàòíîãî 
òð¸õ÷ëåíà ðàâåí 0, ò. å. 

2(1 ) 12 0.D a= − − =  Ðåøàÿ óðàâíåíèå 

2 2 11 0,a a− − =  ïîëó÷àåì äâà çíà÷å-

íèÿ ïàðàìåòðà à: 1 2 3a = −  è 

1 2 3.a = +  

Ïîäñòàâëÿÿ 1 2 3a = −  â ñèñòåìó 

íåðàâåíñòâ, ïîëó÷àåì:  

2

2

2

2

(1 2 3) 3,

(1 2 3) 3

(1 2 3) 3 0,

(1 2 3) 3 0.

y x x

x y y

x x y

y y x

⎧ ≤ − − −⎪
⇔⎨

≤ − − −⎪⎩

⎧ − − + + ≤⎪
⇔ ⎨

− − + + ≤⎪⎩

Ñëîæèâ ëåâûå ÷àñòè è ïðàâûå 
÷àñòè íåðàâåíñòâ ñèñòåìû, ïîëó÷èì: 

2 22 3 2 3 6 0x x y y+ + + + ≤ ⇔

2 2( 2 3 3) ( 2 3 3) 0x x y y⇔ + + + + + ≤ ⇔

2 2( 3) ( 3) 0.x y⇔ + + + ≤

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà 
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå 

( 3, 3)− − . 

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì, 

÷òî ïðè 1 2 3a = +  ñèñòåìà èìååò 

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ( 3, 3).

Îòâåò. 1 2 3.±

Ãðàôè÷åñêèå ìåòîäû 

Â ìåòîäàõ ýòîé ãðóïïû èñ-
ïîëüçóåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èí-
òåðïðåòàöèÿ óðàâíåíèé èëè íåðà-
âåíñòâ, ñâÿçàííàÿ ñ ãåîìåòðè÷å-
ñêèì ñìûñëîì ìîäóëÿ, ôîðìóëû 
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè 
íà ïëîñêîñòè, íåðàâåíñòâîì òðå-
óãîëüíèêà, èëè ìåòîä íàãëÿäíîé 
ãðàôè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ãðàôè÷åñêîãî îá-
ðàçà çàäà÷è íà êîîðäèíàòíîé 

ïëîñêîñòè .Oxy

Ïðèìåð 5. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ à, 
ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé

2 2

2 2

2 2 2

64 16

36 12 10,

x y x

x y y

x y a

⎧
+ + + +

⎪

⎪
+ + + − =⎨

⎪

+ =⎪

⎩

 

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. 

Ðåøåíèå. Çàïèøåì ïåðâîå óðàâ- 
íåíèå ñèñòåìû â âèäå:  

2 2 2 2( 8) ( 6) 10.x y x y+ + + + − =

Ïóñòü ( ; )M x y  – òî÷êà êîîðäè-

íàòíîé ïëîñêîñòè (ñì. ðèñ. 1), òîãäà  
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Ðèñ. 1 

ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü 

ñóììà ðàññòîÿíèé îò òî÷êè M  äî 

òî÷åê 1( 8; 0)M −  è 2(0; 6)M .

Òàê êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷-

êàìè 1M  è 2M  ðàâíî 10, òî êîîðäè-

íàòû òî÷êè M óäîâëåòâîðÿþò ïåð-
âîìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû â òîì è 

òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà M  ëå-

æèò íà îòðåçêå 1 2M M . Â ñàìîì äå-

ëå, åñëè M  íå ïðèíàäëåæèò ïðÿ-

ìîé 1 2M M , òî óêàçàííàÿ ñóììà

ðàññòîÿíèé áîëüøå 10 (íåðàâåíñò-
âî òðåóãîëüíèêà). Â ñëó÷àå, êîãäà 

òî÷êà M  ëåæèò íà ïðÿìîé 1 2M M

âíå îòðåçêà 1 2M M , ýòà ñóììà

òàêæå áîëüøå 10. 
Âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû 

2 2 2x y a+ =  çàäà¸ò ñåìåéñòâî îê-

ðóæíîñòåé ðàäèóñà | |a  ñ öåíòðîì â 

òî÷êå Î. Óñëîâèþ çàäà÷è áóäåò 
óäîâëåòâîðÿòü îêðóæíîñòü, èìåþ-
ùàÿ åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó ñ 

îòðåçêîì 1 2M M . Ýòî âîçìîæíî â

ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ: 
1) îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ îòðåçêà

1 2;M M  â ýòîì ñëó÷àå | | ,a h=  ãäå h –

âûñîòà â òðåóãîëüíèêå 1 2OM M ,

îïóùåííàÿ èç òî÷êè Î íà 1 2M M

(ñì. ðèñ. 1). Òîãäà 
6 8 24

;
10 5

h
⋅

= =  

2) îêðóæíîñòü  ïåðåñåêàåò  îòðå- 

çîê 1 2M M  â îäíîé òî÷êå; â ýòîì

ñëó÷àå å¸ ðàäèóñ äîëæåí áûòü 

áîëüøå êàòåòà 2,OM  íî íå ïðåâû-

øàòü êàòåòà 1OM  òðåóãîëüíèêà

1 2OM M , ò. å. 6 | | 8.a< ≤

Îòâåò. 8 6,a− ≤ < −  
24

,
5

a = −

24
,

5
a =  6 8.a< ≤

Ïðèìåð 6. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ à, 
ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé

2 2

| | 2 | | | 2 3 | 12,x y y x

x y a

+ + − =⎧
⎪

⎨

+ =⎪⎩

èìååò ðîâíî äâà äåéñòâèòåëüíûõ 
ðåøåíèÿ. 

Ðåøåíèå. Ãðàôèêîì ïåðâîãî 
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ çàìê-

íóòàÿ ëîìàíàÿ L  (ãðàíèöà ìíîãî-
óãîëüíèêà) ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ, 

ëåæàùèõ íà ïðÿìûõ 0,x = 0,y =  

3

2
y x=  (ñì. ðèñ. 2). Íàéä¸ì êîîðäè-

íàòû ýòèõ âåðøèí. Åñëè 0,x =  òî 

| | 3y =  ( 3y =  è 3y = − ); åñëè 0,y =  òî 

| | 3;x =  åñëè 
3

,
2

y x=  òî | | 3,x =

9
| | .

2
y =

Ëîìàíàÿ L  èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2, 

ãäå    1( 3; 0),A −     2(3; 0),A     1(0; 3),B −

Ðèñ. 2 
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2(0; 3),B  1
9

3; ,
2

C ⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
9

3;
2

C ⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

.  

Ãðàôèêîì âòîðîãî óðàâíåíèÿ 

ïðè 0a >  ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü ðà-

äèóñà a  ñ öåíòðîì â òî÷êå (0; 0).O  

Äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò 
ðîâíî äâà ðåøåíèÿ â ñëåäóþùèõ 
ñëó÷àÿõ: 

1) îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ îòðåçêîâ

1 2A B  è 2 1,A B  òîãäà
3

2
a =  è 

9

2
a = ; 

2) ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí ðàñ-

ñòîÿíèþ îò òî÷êè Î äî òî÷åê 1C  è

2C , òîãäà

2
2 9 117

3
2 4

a ⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 

Îòâåò. 1
9

2
a = , 2

117
.

4
a =

Ïðèìåð 7. (ÌÔÒÈ, 2008). Íàéòè 
âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ,a  ïðè êî-

òîðûõ ñèñòåìà

( )
2 2

2 2 2

31 8 | | | | ,

2 1

x y x y

x y y a

⎧ + + ≤ +
⎪

⎨

+ − = −⎪⎩

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå. 

Ðåøåíèå. Íåðàâåíñòâî ñèñòåìû 
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:  

2 2( 8 | | 16) ( 8 | | 16) 1x x y y− + + − + ≤ ⇔

2 2(| | 4) (| | 4) 1.x y⇔ − + − ≤

Ìíîæåñòâî E  ðåøåíèé ýòîãî íå-
ðàâåíñòâà – îáúåäèíåíèå êðóãîâ 

1 2 3 4, , ,K K K K  (âìåñòå ñ èõ ãðàíèöà-

ìè) ðàäèóñà 1 (ñì. ðèñ. 3) ñ öåíòðàìè 

1 2(4; 4), (4; 4),O O − 3( 4; 4),O − 4( 4; 4).O − −

Çàïèøåì óðàâíåíèå ñèñòåìû â 
âèäå: 

2 2 2( 1)x y a+ − = .

Ýòî óðàâíåíèå çàäà¸ò îêðóæ-

íîñòü L  ñ öåíòðîì â òî÷êå (0;1)M  

ðàäèóñà | | .a  Èñõîäíàÿ ñèñòåìà èìå-

åò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå ïðè òåõ 
çíà÷åíèÿõ ,a  ïðè êîòîðûõ îêðóæ-

íîñòü L  èìååò îáùèå òî÷êè ñ ìíî-

æåñòâîì .E  

Ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî (ââèäó 
ñèììåòðè÷íîãî ðàñïîëîæåíèÿ êðó-
ãîâ) âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ 

a  îêðóæíîñòü L  èìååò îáùèå òî÷-

êè ñ êðóãàìè ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ 

1O  è 2O .

Ðèñ. 3 

Ïðîâåä¸ì èç òî÷êè M  ëó÷è 1l  è 2l

â íàïðàâëåíèè òî÷åê 1O  è 2.O  Ïóñòü

1A  è 1B  – òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ 1l  è îê-

ðóæíîñòè ñ öåíòðîì 1,O  2A  è 2B  –

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ 2l  è îêðóæíîñòè ñ

öåíòðîì 2O . Òîãäà (ñì. ðèñ. 3):

1 5,MO =

2 2
2 (4 0) ( 4 1) 41,MO = − + − − =

1 4,MA = 1 6,MB = 2 41 1,MA = −

2 41 1.MB = +

Òàê êàê 41 1 6− < , òî îáúåäèíå-

íèå îòðåçêîâ [4; 6]  è [ 41 1; 41 1]− +  

åñòü îòðåçîê [4; 41 1],+  à èñêîìîå 

ìíîæåñòâî çíà÷åíèé a  îïðåäåëÿåò-

ñÿ íåðàâåíñòâîì 4 | | 41 1.a≤ ≤ +  

Îòâåò. 4 | | 41 1.a≤ ≤ +

Ïðèìåð 8. (ÌÔÒÈ, 2010). Íàéòè  
âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ,a  ïðè êî-

òîðûõ ñèñòåìà 
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2 2

| 1| | 1| 2 0,

2 2 1

x x y

x y ay a

− + + − =⎧
⎪

⎨

+ − + =⎪⎩

èìååò ðîâíî òðè ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ. 
Ðåøåíèå. Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñ-

òåìû çàïèøåì â âèäå  

1, | | 1,

| |, | | 1.

x
y

x x

≤⎧⎪
= ⎨

>⎪⎩

Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè èçîáðà-
æ¸í íà ðèñ. 4. 

Ðèñ. 4 

Âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, çà-

ïèñàííîå â âèäå 2 2 2( ) ( 1) ,x y a a+ − = −

ÿâëÿåòñÿ ïðè 1a ≠  óðàâíåíèåì îê-

ðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå (0; )a

ðàäèóñà | 1| .a −  Ïðè ëþáûõ 1a ≠  ýòà

îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó 

(0;1)A  è êàñàåòñÿ ïðÿìîé 1y =  â 

òî÷êå .A  

Ïðè 1a =  îêðóæíîñòü âûðîæäàåò-

ñÿ â òî÷êó A , è â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà 

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (0;1).  

Åñëè 1,a <  òî òî÷êè îêðóæíî-

ñòè ëåæàò (ïðè 1y ≠ ) íèæå ïðÿ-

ìîé 1;y =  â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà 

òàêæå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå (0;1).  
Ïóñòü 1.a >  Òîãäà îêðóæíîñòü ðàñ-

ïîëîæåíà (ïðè 1y ≠ ) âûøå ïðÿìîé 

1,y =  à ñèñòåìà áóäåò èìåòü, êðîìå 

ðåøåíèÿ (0;1),  åù¸ äâà ðåøåíèÿ 

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îêðóæ-
íîñòü êàñàåòñÿ ïðÿìûõ y x=  è 

.y x= −  Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü 

îäíó èç ýòèõ ïðÿìûõ, íàïðèìåð, 
ïðÿìóþ .y x=  

Åñëè òî÷êà (0; )M a  – öåíòð îê-

ðóæíîñòè ðàäèóñà ,r  êàñàþùåéñÿ 

ïðÿìîé y x=  â òî÷êå ,B  òî 

,MA MB r= =  1 .OM r a= + =  Òàê êàê 

ïðÿìûå y x=  è y x= −  ïåðåñåêàþò- 

ñÿ â òî÷êå O  ïîä ïðÿìûì óãëîì, òî 

,
4

MOB
π

∠ =  ,
sin

4

BM
OM

π

=  ò. å. 

1 2,r r+ =  îòêóäà 
1

2 1,
2 1

r = = +

−

1 2 2.a r= + = +  

Îòâåò. 2 2.+  

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðèâå-
ä¸ííàÿ êëàññèôèêàöèÿ íå ïðå-
òåíäóåò íà îòðàæåíèå â ïîëíîì 
îáú¸ìå âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîäîá-
íûõ çàäà÷, íî âêëþ÷àþò â ñåáÿ 
áîëüøóþ ÷àñòü, ñ êîòîðîé ïðè-
ä¸òñÿ ñòîëêíóòüñÿ øêîëüíèêó ïðè 
ïîäãîòîâêå ê ýêçàìåíó. 
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