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Ñóììû è èõ âû÷èñëåíèå 

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû 
ñóììû n ïåðâûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, â òîì ÷èñëå è ñàìîå ïåðâîå 
äîêàçàòåëüñòâî Ãàóññà. Íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ çàäà÷ ÷èòàòåëü óáå-
äèòñÿ â ïîëåçíîñòè èñïîëüçóåìûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâàõ ïðè¸ìîâ.  

Âûâîä ôîðìóëû äëÿ ñóììû n ïåðâûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 

Ôîðìóëó äëÿ ñóììû n ïåðâûõ 
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 
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äîêàçàë â ñâî¸ âðåìÿ âåëèêèé Ãàóññ 
â î÷åíü ðàííåì âîçðàñòå. Ïðèâåä¸ì 
çäåñü åãî äîêàçàòåëüñòâî. 

Äîêàçàòåëüñòâî 1 (ìåòîä Ãàóññà). 

Ïóñòü nS  – ñóììà n ïåðâûõ íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë: 

1 2 3 ... .nS n= + + + +

Ïðåäñòàâèì òåïåðü nS  ðàçíûìè

ñïîñîáàìè: 

1 2 3 ... ( 2) ( 1) ,nS n n n= + + + + − + − +

( 1) ( 2) ... 3 2 1.nS n n n= + − + − + + + +

Ñêëàäûâàÿ ýòè äâå ôîðìóëû è èñ-

ïîëüçóÿ ðàâåíñòâî 1 1,k n k n+ − + = +  

1,..., ,k n=  ìû ïîëó÷èì: 

2 ( 1),nS n n= +

îòêóäà è ñëåäóåò ôîðìóëà (1). 
Ýòó ôîðìóëó ìîæíî äîêàçàòü, 

èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé

èíäóêöèè. Íàïîìíèì, â ÷¸ì îí ñî-
ñòîèò. Óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ 
âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî n, åñëè îíî ñïðà-

âåäëèâî äëÿ 1n =  è èç ñïðàâåäëèâîñòè 

óòâåðæäåíèÿ äëÿ êàêîãî-ëèáî ïðîèç-
âîëüíîãî íàòóðàëüíîãî n m=  ñëåäóåò 

åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ 1.n m= +

Äîêàçàòåëüñòâî 2 (ìåòîä ìàòå-

ìàòè÷åñêîé èíäóêöèè). Ëåãêî âè-

äåòü, ÷òî äëÿ 1n =  ôîðìóëà (1) 
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ñïðàâåäëèâà: 1
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òåïåðü ôîðìóëà (1) ñïðàâåäëèâà äëÿ 
íåêîòîðîãî .n m=  Òîãäà  
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Òàêèì îáðàçîì, (1) âûïîëíÿåòñÿ 

è äëÿ 1.n m= +  Çíà÷èò, (1) âåðíî 

äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n.  
Äàëåå ìû ðàññìîòðèì äâà ãåî- 

ìåòðè÷åñêèõ ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâà 
ôîðìóëû (1). 

Äîêàçàòåëüñòâî 3 (ãåîìåòðè÷å-

ñêèå ìåòîäû).  
à) Ïóñòü ó íàñ åñòü êâàäðàò ñî 

ñòîðîíîé, ðàâíîé n. Ïîäåëèì ýòîò 

êâàäðàò íà 2n n n⋅ =  ìàëåíüêèõ

êâàäðàòèêîâ ñî ñòîðîíàìè, ðàâíûìè 
1 è ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàì áîëü-
øîãî êâàäðàòà (ðèñ. 1).  

Ðèñ. 1

Ïîñ÷èòàåì òåïåðü ÷èñëî çàêðà-
øåííûõ êâàäðàòèêîâ (à çíà÷èò, è 
ñóììó èõ ïëîùàäåé, âåäü ïëîùàäü 
êàæäîãî ðàâíà 1), íà÷èíàÿ ñ ëåâîãî 

íèæíåãî óãëà: 1 2 3 ... .n+ + + +  Çàìå-

òèì, ÷òî ýòî è åñòü nS  – ñóììà n

ïåðâûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, ïëîùàäü çàêðàøåííîé 
ôèãóðû ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé 
áîëüøîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà ñ êàòåòàìè n è n ìàëåíüêèõ 

ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ êà-

òåòàìè 1: 21 1
1 .

2 2
n n+ ⋅ ⋅  Ïðèðàâíèâàÿ 

ïëîùàäè, ïîëó÷àåì:  
2 ( 1)

1 2 3 ... .
2 2 2n

n n n n
S n

+

= + + + + = + =

á) Êàê è â ïðåäûäóùåì ìåòîäå, 
âîçüì¸ì êâàäðàò ñî ñòîðîíîé n è 

ïîäåëèì åãî íà 2n  ìàëåíüêèõ êâàä-

ðàòèêîâ. Íî íà ýòîò ðàç ïîñ÷èòàåì 
ñóììó ïëîùàäåé çàêðàøåííîé è íå-
çàêðàøåííîé ÷àñòåé è ïðèðàâíÿåì 

å¸ 2n  – ïëîùàäè âñåãî êâàäðàòà.

Êàê ìû óæå ïîêàçàëè, ïëîùàäü çà-

êðàøåííîé ÷àñòè åñòü .nS  Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî ïëîùàäü íåçàêðàøåííîé 

÷àñòè åñòü 1 .n nS S n
−

= −  Ïîëó÷àåì 

óðàâíåíèå: 
2,n nS S n n+ − =

îòêóäà ëåãêî ñëåäóåò ôîðìóëà (1). 

Äîêàçàòåëüñòâî 4 (ìåòîä ïîä-

ñòàíîâêè). Çàïèøåì nS  êàê 
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.
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n
k

S k
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=∑  Ïîëàãàÿ 1 ,k n m= + −  ïî-

ëó÷èì: 

1
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( 1 )
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S n m

n m n n S

=

= =

= + − =
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Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷àåì ôîðìóëó (1).  

Äîêàçàòåëüñòâî 5 (ìåòîä ÷àñ-

òè÷íîãî ñóììèðîâàíèÿ). Èñïîëüçóÿ 

ôîðìóëó 

1

1,
k

m

k
=

= ∑  ïîëó÷àåì: 

1 1

1
n k

n
k m

S
= =

=∑ ∑  (ñóììèðîâàíèå âíà÷àëå 

âåä¸òñÿ ïî m, à çàòåì ïî k). Ïîìåíÿåì 
ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî 
ìåíÿòü ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ íå çà-
äóìûâàÿñü ìîæíî òîãäà, êîãäà ïðåäå-
ëû ñóììèðîâàíèÿ â îáåèõ ñóììàõ 
(âíóòðåííåé è âíåøíåé) ïîñòîÿííû, 
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ò. å. íå çàâèñÿò îò èíäåêñîâ ñóììèðî-
âàíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå âíóòðåííÿÿ 
ñóììà èìååò ïåðåìåííûå ïðåäåëû. 
×òîáû ïîìåíÿòü ïîðÿäîê ñóììèðîâà-
íèÿ, íàäî ïîìåíÿòü èíäåêñû ðîëÿìè, ò. å. 
ñäåëàòü ïðåäåëû èçìåíåíèÿ èíäåêñà m 
ïîñòîÿííûìè, à èíäåêñà i – ïåðåìåí-

íûìè. Çàïèøåì ïðåäåëû èçìåíåíèÿ 
èíäåêñîâ ñóììèðîâàíèÿ â âèäå ñèñòå-
ìû íåðàâåíñòâ: 

1 ,

1 .

k n

m k

≤ ≤⎧

⎨
≤ ≤

⎩

Çàìåíèì ýòó ñèñòåìó ñëåäóþùåé 
ýêâèâàëåíòíîé: 

⎧

⎨

⎩

≤ ≤

≤ ≤

1 ,
.

m n

m k n

Ðàññòàâèì òåïåðü ïðåäåëû ñóì-
ìèðîâàíèÿ ïî-äðóãîìó è ïîñ÷èòàåì 

ñóììó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1 1 :
n

k m

n m
=

= + −∑  

1 1 1 1

1 1 1

1 1 ( 1 )

1

( 1) ,

n k n n n

n
k m m k m m

n n n

m m m

n

S n m

n m

n n n mn n n S

= = = = =

= = =

= = = + − =

= + − =

= ⋅ + − = + −

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

îòêóäà è ñëåäóåò ôîðìóëà (1).  

Äîêàçàòåëüñòâî 6 (ðàçíîñòíûå 

ìåòîäû).  

à) Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ( 1)k + −

1,k− =  ïîëó÷àåì: 

2

1 1 1
1

2

2 1

( 1 ) ( 1)

( 1) .

n n n

n
k k k

n n

k k

S k k k k k k

k k k

= = =

+

= =

= + − = + − =

= − −

∑ ∑ ∑

∑ ∑

Òàêèì îáðàçîì,  
2( 1) 1 ( 1) 1,n nS n S n= + − − − + +  èëè 

22 2 ,nS n n n= + −

èç ÷åãî ñðàçó âûòåêàåò ôîðìóëà (1).  

á) Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó k −

( 1) 1,k− − =  ïîëó÷àåì: 

1
1

2 2

1 1 1 1

( ( 1))

( 1) ( 1).

n

n
k

n n n n

k k k k

S k k k

k k k k k k

=

−

= = = =

= − − =

= − − = − +

∑

∑ ∑ ∑ ∑

Òàêèì îáðàçîì,  
2 ,n nS n S n= − +

îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü ôîðìóëó (1).  

â) Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ( 1)k + −

( 1) 1,k− − =  ïîëó÷àåì: 

1

1 ( 1)

2

n

n
k

k k
S k

=

+ − −

= =∑

1 1

1
( 1) ( 1)

2

n n

k k

k k k k
= =

= + − − =∑ ∑

+ −

= =

⎛ ⎞

= − − +⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑

1 1

2 0

1
( 1) ( 1) .

2

n n

k k

k k k k  

Òàêèì îáðàçîì,  

2 21
(( 1) 1 2 ( 1) 1),

2n nS n n S n n= + + − − − + + +

èëè  
22 .nS n n= +

Äîêàçàòåëüñòâî 7 (ìåòîäû ïî-

íèæåíèÿ ñòåïåíè). Ïðèâåä¸ì çäåñü 

òðè âàðèàíòà äîêàçàòåëüñòâà, ïî-

ðàçíîìó èñïîëüçóþùèå ìåòîäû ïî-
íèæåíèÿ ñòåïåíè. 

à) Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó  

2 2( 1) 2 1,k k k+ − = +

ïîëó÷àåì: 

2 2

1 1 1 1

( 1) 2 1,
n n n n

k k k k

k k k
= = = =

+ − = +∑ ∑ ∑ ∑  

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî  
2( 1) 1 2 ,nn S n+ − = +

îòñþäà ïîëó÷àåì ôîðìóëó (1).  
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á) Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó  

2 2( 1) 2 1,k k k− − = −

ïîëó÷àåì: 

2 2

1 1 1 1

( 1) 2 1.
n n n n

k k k k

k k k
= = = =

− − = −∑ ∑ ∑ ∑

Îòñþäà ñëåäóåò  
2 2 .nn S n= −  

â) Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó  

2 2( 1) ( 1) 4 ,k k k+ − − =

ïîëó÷àåì: 

2 2

1 1 1

( 1) ( 1) 2 .
n n n

k k k

k k k
= = =

+ − − =∑ ∑ ∑  

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî  
2 2( 1) 1 4 .nn n S+ + − =

Äîêàçàòåëüñòâî 8 (ìåòîä ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî àíàëèçà). Äëÿ ëþáîãî 

1x ≠  èìååì: 
1

2 1
1 ... .

1

n
n x

x x x
x

+

−

+ + + + =

−

 

Èñïîëüçóÿ ýòó ôîðìóëó, ïîëó÷àåì: 
22 ... nx x nx+ + + =

2 1

2

( 1)
.

( 1)

n nnx n x x

x

+ +

− + +

=

−

   (2) 

Ïðèâåä¸ì çäåñü âûâîä ïîñëåäíå-
ãî òîæäåñòâà. Ïóñòü 

1
2 1

1 ... ,
1

n
n

n
x

S x x x
x

+

−

′ = + + + + =

−

 

à 
22 ... .n

nS x x nx′′ = + + +  Ðàçäåëèì ïî-

ñëåäíþþ ñóììó íà x è âû÷òåì å¸ æå: 

2 11 ...

.

nn
n

n n n
n

S
S x x x

x

nx S x nx

−

′′

′′− = + + + + −

′− = − −

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ ,nS′

ïîëó÷èì: 

11 1
1

1

n
n n

n
x

S x nx
x x

+

−⎛ ⎞
′′ − = − − =⎜ ⎟

−⎝ ⎠

11
.

1

n n nx nx nx

x

+

− − +

=

−

Îòñþäà 
1 1 2

2
,

(1 )

n n n

n
x x nx nx

S
x

+ + +

− − +

′′ =

−

 

÷òî è äà¸ò íàì òîæäåñòâî (2). 
Òîãäà 

2 1

21

( 1)
1 2 ... lim .

( 1)

n n

x

nx n x x
n

x

+ +

→

− + +

+ + + =

−

 

Ýòîò ïðåäåë ìîæíî âû÷èñëèòü ïî 
ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ (çàìåíèâ ÷èñëèòåëü 
è çíàìåíàòåëü íà èõ ïðîèçâîäíûå): 

2 1

21

1 2

1

( 1)
lim

( 1)

( 2) ( 1) 1
lim

2( 1)

n n

x

n n

x

nx n x x

x

n n x n x

x

+ +

→

+

→

− + +

=

−

+ − + +

= =

−

2 1

1
2

( 2)( 1) ( 1)
lim

2

( 2)( 1) ( 1) ( 1)
.

2 2

n n

x

n n n x n nx

n n n n n n n

−

→

+ + − +

= =

+ + − + +

= =

Ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó (1). 

Íåêîòîðûå çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå ñóìì 

1. Äîêàæèòå òîæäåñòâî:

1 1
...

cos0 cos1 cos1 cos2
+ + +

� � � �

2
1 cos1

.
cos88 cos89 sin 1

+ =

�

� � �

Ðåøåíèå.  Óìíîæàÿ  îáå  ÷àñòè  
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òîæäåñòâà íà sin1 ,�  ïîëó÷àåì: 

sin1 sin1
...

cos0 cos1 cos1 cos2

sin1 cos1
.

cos88 cos89 sin1

+ + +

+ =

� �

� � � �

� �

� � �

Ýòî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå 

− −

+ + +

sin(1 0 ) sin(2 1 )
...

cos0 cos1 cos1 cos2

� � � �

� � � �

−

+ =

sin(89 88 )
ctg1 .

cos88 cos89

� �

�

� �

Èç î÷åâèäíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ðàç- 
íîñòè òàíãåíñîâ 

sin( )
tg tg

cos cos

α β

α β

α β

−

= −

ñëåäóåò, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü äîêàçû-
âàåìîãî òîæäåñòâà ðàâíÿåòñÿ 

=

− − =

= − =

∑

89

1

(tg tg( 1) )

tg89 tg0 ctg1 .

� �

� � �

k

k k

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ öåëûõ

ïîëîæèòåëüíûõ n

− < + + +

+ +

1 3
1 ...

1 2 2 5
n

−

+ <

− + + +

2 2

2 1
.

( 1) 1 1

n
n

n n

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî  

2 2

2 1

( 1) 1 1

k

k k

−

=

− + + +

( )
2 2

2 2

(2 1) ( 1) 1 1

( 1) 1 1

k k k

k k

− − − + + +

= =

− − − + +

2 2( 1) 1 1.k k= − − + + +

Îòñþäà èìååì: 

2 2

1 3
...

1 2 2 5
2 1

( 1) 1 1

1 2 2 5 ...

n

n n

+ + +

+ +

−

+ =

− + + +

= − + − + − −

2 2 2( 1) 1 1 1 1.n n n− − + + + = + −

Èñõîäíîå äâîéíîå íåðàâåíñòâî 
ìîæíî òåïåðü ïîëó÷èòü èç î÷åâèä-
íîãî íåðàâåíñòâà 

21 1 1 .n n n− < + − <

3. Çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ,nx  ó

êîòîðîé 1
1

,
2

x =

2
1 .k k kx x x

+
= +  Íàé-

äèòå íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, 
ìåíüøåå âûðàæåíèÿ 

1 2 2010

1 1 1
... .

1 1 1x x x
+ + +

+ + +

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ ðåêóððåíò-
íîå ñîîòíîøåíèå èç óñëîâèÿ, ïîëó-
÷àåì: 

1

1 1 1 1
.

( 1) 1k k k k kx x x x x
+

= = −

+ +

Îòñþäà 

1

1 1 1
.

1k k kx x x
+

= −

+

 

Òàêèì îáðàçîì, 

2010

1 20111

1 1 1
.

1kk x x x
=

= −

+

∑  

Òàê êàê 1
1

,
2

x =  à 
2011

1
0 1,

x
< <  òî 

âñÿ ñóììà ìåíüøå 2, íî áîëüøå 1. 
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Коллайдер NICA
В подмосковном наукограде Дубна, где находится Объединённый

институт ядерных исследований (ОИЯИ), реализуется масштабный меж-
дународный проект создания к 2015 г. уникального коллайдера NICA. В
этом проекте участвуют 40 ведущих ядерных центров из 16 стран мира.
Название NICA представляет собой аббревиатуру английских слов
Nuclotron based Ion Collider fAcility. Оно, показывая, что коллайдер созда-
ётся на основе нуклотрона − действующего в ОИЯИ ускорителя, созвучно
с именем богини победы и служит символом надежд учёных на открытия
в области микромира.

В настоящее время ведутся разработки по всем направлениям и объ-
ектам, обепечивающим изучение на этом коллайдере перехода при экс-
тремальных условиях ядерной материи в кваркглюонную. Ожидается, что
такой переход представляет собой нечто подобное переходу «жидкость−
пар» и что в силу этого будет образовываться смешанная фаза, состоящая
из ядерной и из кваркглюонной материи. На новой установке учёные рас-
считывают исследовать свойства именно этого перехода (если он действи-
тельно будет происходить) и смешанной фазы. С этой целью будут созда-
ны встречные пучки тяжёлых ионов, которые к моменту столкновения
приобретут энергию порядка 5 ГэВ/нуклон. Результаты этих исследова-
ний дополнят те, что даст Большой андронный коллайдер (БАК) в экспе-
рименте ALICE со столкновениями ионов свинца при более высоких энер-
гиях.

Проблемой исследования фундаментальных свойств материи при
относительно малых энергиях столкновения частиц (энергиях, «пропу-
щенных» в прежние годы из-за стремления физиков строить всё более
мощные ускорители) заинтересовались теперь и в других ядерных цент-
рах. Подобные NICA установки намерены строить, например,
Брукхевенская национальная лаборатория США и Дармштадтский центр
Германии.


