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Ñóììû ñòåïåíåé  
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 

Âñå çíàþò, êàê íàéòè ñóììó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1  äî  n.  Ìíî-
ãèì èçâåñòíû ôîðìóëû äëÿ ñóììû êâàäðàòîâ èëè êóáîâ íàòóðàëüíûõ 
÷èñåë  îò 1  äî  n. Îêàçûâàåòñÿ, åñòü ñïîñîá, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî 
ìîæíî âûâåñòè ôîðìóëû äëÿ ñóììû ëþáûõ ñòåïåíåé íàòóðàëüíûõ 
÷èñåë! Â ñòàòüå ïðèâåä¸í ýòîò ñïîñîá è èçó÷åíû ñâîéñòâà òàêèõ ñóìì. 

Óæå äðåâíèå ãðåêè çíàëè, ÷òî 
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âåðíû 
ôîðìóëû: 

1 1 2   1 /2,S n n n n

2 2 2
2 1 2   

1 2 1 /6,

S n n

n n n
3 3 3

3
2 2

1

( ) 1 2   

( ( 1)/2) ( ) .

S n n

n n S
Äëÿ ñóììû êâàäðàòîâ ôîðìóëà 

ñàìàÿ ñëîæíàÿ  å¸ ïîëó÷èë Àðõè-
ìåä â III âåêå äî íàøåé ýðû. Äîêà-
çûâàëè èõ ñ ïîìîùüþ àðèôìåòè÷å-
ñêèõ ðàññóæäåíèé, çàïèñè â âèäå 
òàáëèö èëè ãåîìåòðè÷åñêîãî ñëîæå-
íèÿ ôèãóð. Íàïðèìåð, êàðòèíêà íà 
ðèñóíêå 1 îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó 

1 10 10 11/2.S  
(Ïîäðîáíåå ñì. [1, c. 155  162], 

[2, c. 4  7].) 
Åñòåñòâåííî áûëî îïðåäåëèòü 

ñëåäóþùóþ ñóììó: 
4 4 4

4 1 2  .S n n
Îäíàêî îíà ïîääàëàñü òîëüêî 

òûñÿ÷ó ëåò ñïóñòÿ. Îêîëî 1000-ãî 
ãîäà å¸ äîêàçàë æèâøèé â Åãèïòå 
àë-Êàëüñàëè (àë-Õàéñàì), à çàòåì 
àë-Êàøè (XV âåê, Ñàìàðêàíä).

Ðèñ. 1 

Ñëîæíîñòü ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî 
ãðåêè ïðåäñòàâëÿëè ñåáå ñòåïåíè 
íàãëÿäíî: âòîðóþ ñòåïåíü a êàê 
ïëîùàäü êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé a, 
òðåòüþ ñòåïåíü a  êàê îáú¸ì êóáà ñ 
ðåáðîì a. Ñëåäû ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé 
îñòàëèñü â íàøèõ íàçâàíèÿõ «êâàä-
ðàò ÷èñëà», «êóá ÷èñëà». ×åòâ¸ðòóþ 
ñòåïåíü îíè ìîãëè çàïèñàòü ÷åðåç 
ïðîïîðöèþ, ÷òî òåõíè÷åñêè ñëîæíåå, 
íî â ÷åòâ¸ðòîå èçìåðåíèå íå âûõî-
äèëè. Ïîíàäîáèëîñü «îáíóëèòü» äî-
ñòèæåíèÿ ãðå÷åñêîé ìàòåìàòèêè, è 
íà íîâûõ ïóòÿõ àëãåáðû ïîÿâèëèñü 
íîâûå äîñòèæåíèÿ. 

Ïîñìîòðèì íà íàøè ôîðìóëû ïî-
âíèìàòåëüíåå. Ïðèâåä¸ì ìíîãî÷ëåíû 

Ñãèáíåâ Àëåêñåé Èâàíîâè÷
Êàíäèäàò  ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, 
ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè øêîëû-èíòåðíàòà 
«Èíòåëëåêòóàë»,  ã. Ìîñêâà.
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ê ñòàíäàðòíîìó âèäó è äîáàâèì ê íèì 
î÷åâèäíóþ ñóììó 0 1 1 1S
(n ñëàãàåìûõ). Ïîëó÷èì:  

0( ) ,S n n

2
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1 1
( ) ,

2 2
S n n n  
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1 1 1
( ) ,

3 2 6
S n n n n  

4 3 2
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1 1 1
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4 2 4
S n n n n  

Óïðàæíåíèå 1. Âñå ÷åòûðå ñóì-
ìû ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò n. 
Êàêîâà â íèõ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà 
äëÿ Sk? ×åìó ðàâåí ñòàðøèé êîýô-
ôèöèåíò? Ñëåäóþùèé çà íèì? ×åìó 
ðàâåí ñâîáîäíûé ÷ëåí? ×åìó ðàâíà 
ñóììà êîýôôèöèåíòîâ? 

Îòâåò. Ìû âèäèì, ÷òî â ïðèâå-
ä¸ííûõ ïðèìåðàõ Sk èìååò ñòåïåíü 
k  1. Ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí 
1/(k  1), ñëåäóþùèé çà íèì 1/2 
(êðîìå S0), à ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí 
íóëþ. Ñóììà âñåõ êîýôôèöèåíòîâ 
ðàâíà 1. 

Òåïåðü ìû âîñïîëüçóåìñÿ äî-
ñòèæåíèÿìè àëãåáðû è âûâåäåì 
ôîðìóëó äëÿ S4.  

Çàïèøåì: 
5 5

4 3 2

( 1)

5 10 10 5 1.

x x

x x x x
(Êòî íå çíàêîì ñ áèíîìîì Íüþòîíà, 
ìîæåò ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî, ÷åñòíî 
ðàñêðûâ ñêîáêè.) 

Çàïèøåì ýòî ðàâåíñòâî äëÿ çíà-
÷åíèé x  1, 2, 3, …, n  1, n: 

5 5 4 3 21 0 5 1 10 1 10 1 5 1 1,  
5 5 4 3 22 1 5 2 10 2 10 2 5 2 1,  
5 5 4 3 23 2 5 3 10 3 10 3 5 3 1,

… 
5 5

4 3 2

( 1) ( 2)

5 ( 1) 10 ( 1) 10 ( 1)

5 ( 1) 1,

n n

n n n

n
5 5

4 3 2

( 1)

5 10 10 5 1.

n n

n n n n

Òåïåðü ñëîæèì âñå ýòè ðàâåí-
ñòâà. Ñëåâà ïî÷òè âñå ñëàãàåìûå 
âçàèìíî ñîêðàòÿòñÿ, è ìû ïîëó÷èì 
n

5. Ñïðàâà, ñêëàäûâàÿ ïî÷ëåííî îäè-
íàêîâûå ñòåïåíè, ìû ïîëó÷èì ñóì-
ìû ðàçíûõ ñòåïåíåé ÷èñåë îò 1 äî n: 

5 4 4 4

3 3 3

2 2 2

0 5 (1 2 ... )

 10 (1 2 ... )

10 (1 2 ... )

 5 (1 2 ... ) (1 1 ... 1),

n n

n

n

n
òî åñòü

5
4 3 2 1 05 10 10 5 .n S S S S S

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ðà-
âåíñòâå ìû çíàåì âñå âåëè÷èíû, 
êðîìå S4! Âûðàçèâ å¸, ïîëó÷èì: 

5
4 3 2 1 0

1 1
2 2 .

5 5
S n S S S S

Îòñþäà óæå âèäíî, ÷òî ñòàðøèé 
÷ëåí â S4 ðàâåí n5/5, ÷òî ìû è îæè-
äàëè èç ðàññìîòðåíèÿ ïðåäûäóùèõ 
ïðèìåðîâ. 

Ðàñêðûâ çíà÷åíèÿ äëÿ S0, S1, S2, 
S3, ïîëó÷èì:  

5 4 3
4

1 1 1 1
.

5 2 3 30
S n n n n  

Óïðàæíåíèå 2. Çàïèøèòå ðàâåí-
ñòâî  

3 3 2( 1) 3 3 1x x x x  
äëÿ  1,  2,  3,  , ,x n  ïðîñóììè-
ðóéòå ïî÷ëåííî è âûâåäèòå S2 ÷åðåç 
S1 è S0. 

Íà ñàìîì äåëå ýòèì ñïîñîáîì 
ìîæíî âûðàçèòü ëþáóþ ñóììó 

1kS  ÷åðåç âñå ïðåäûäóùèå ,kS  

1 1,  ,  .kS S

Óïðàæíåíèå 3. Âûðàçèòå S5, çà-

ïèñàâ òîæäåñòâî äëÿ 6 6( 1) .x x
Îòâåò. 

6
5

5 4 21
2 6 5 .

12
n n nS n  

Óïðàæíåíèå 4. Äîêàæèòå, ÷òî 
Sk  ìíîãî÷ëåí îò n ñòåïåíè k  1.  

Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî Sk

ðàâíà ñóììå Sk 1, Sk 2, …, S0 è nk 1
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ñ ÷èñëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äà-
ëåå âîñïîëüçóéòåñü ìàòåìàòè÷åñêîé 
èíäóêöèåé. 

Îñíîâíûì ôàêòîì â çàäà÷å î ñóì-
ìå ñòåïåíåé ÿâëÿåòñÿ èìåííî ýòîò: 
Sk(n) îêàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì  
(à íå êâàäðàòíûì êîðíåì, àëãåáðàè÷å-
ñêîé äðîáüþ èëè ÷åì-òî åù¸). Çíàÿ 
ýòîò ôàêò, ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ 
ñóìì ìîæíî óæå ðàçíûìè ñïîñîáàìè. 
(Íàïðèìåð, ìîæíî âû÷èñëÿòü íå-
ñêîëüêî ïåðâûõ çíà÷åíèé ñóììû Sk, 
ïîäáèðàòü êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà 
ñòåïåíè k  1 è äîêàçûâàòü ïîëó÷åí-
íóþ ôîðìóëó ïî èíäóêöèè.) 

Òåïåðü äîêàæåì ïîäìå÷åííûå 
ðàíåå ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ Sk(n). 

Óïðàæíåíèå 5. Äîêàæèòå, ÷òî 
äëÿ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ Sk ñâîáîäíûé 
÷ëåí ðàâåí íóëþ, à ñóììà âñåõ êî-
ýôôèöèåíòîâ ðàâíà 1.  

Óêàçàíèå. Ïîäñòàâüòå â îïðåäå-
ëåíèå è âûðàæåíèå äëÿ Sk çíà÷åíèÿ 
n  0 è n  1. 

Óïðàæíåíèå 6. (Äëÿ òåõ, êòî 
çíàêîì ñ áèíîìîì Íüþòîíà) Äî-
êàæèòå, ÷òî â ìíîãî÷ëåíå Sk ñòàð-

øèé ÷ëåí èìååò âèä 1/( 1),kn k  à

ñëåäóþùèé çà íèì (äëÿ k  0) èìååò 
âèä nk/2.

Óïðàæíåíèå 7. (Äëÿ òåõ, êòî 
çíàêîì ñ áèíîìîì Íüþòîíà) Âû-
ðàçèòå Sk äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k ÷åðåç 

1
1 2 0,  ,  ,  ,  k

k kn S S S  è áèíîìè-
àëüíûå êîýôôèöèåíòû. 

Ôàóëõàáåð â XVII âåêå óæå 
ïðèâîäèò âåðíûå ôîðìóëû äëÿ 
ñóìì  5 6 12,  ,  ,  S S S  êàê ìíîãî÷ëå-
íîâ îò n. 

Êîýôôèöèåíòû â Sk(n), ñòîÿùèå 
ïðè n, íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Áåð-
íóëëè. Ìû òåïåðü çíàåì, ÷òî ïåð-
âûå øåñòü ÷èñåë Áåðíóëëè ðàâíû 1, 
1/2, 1/6, 0,  1/30, 0. Îíè èãðàþò 
âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ÷èñåë, ïî-
äðîáíåå ñì. [4]. 

Çàäà÷è äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ òåìû 

1. Íàéä¸ì S4 åù¸ îäíèì ñïî-
ñîáîì. Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíà òàáëè-
öà óìíîæåíèÿ ÷èñåë 1, 2, 3, …, n íà 
÷èñëà 12, 22, …, n2.

Ðèñ. 2 

À) Íàéäèòå ñóììó âñåõ ÷èñåë â 
ýòîé òàáëèöå.  

Á) Íàéäèòå ñóììó âñåõ ÷èñåë, 
ñòîÿùèõ â âûäåëåííîì óãîëêå (ïðåä-
ñòàâüòå â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò k).  

Â) Âûâåäèòå îòñþäà ôîðìóëó 

äëÿ ñóììû 4 4 41 2 .n

2. Íàéäèòå ôîðìóëû äëÿ çíàêî-
ïåðåìåííûõ ñóìì: 

À) 1(2 ) 1 2 3 4 2 ,S n n

Á) 2 2 2 2
2(2 )  1 2 3 4S n
2(2 ) ,n

Â) 3 3 3
3(2 )  1  2 (2 ) ,S n n

Ã) 4 4 4
4(2 )  1  2 (2 ) .S n n

Óêàçàíèå. 1S  è 2S  ëåãêî íàéòè,
ðàçáèâàÿ ñëàãàåìûå íà ïàðû. Ïîêà-
æåì îáùèé ñïîñîá íàéòè kS  ÷åðåç Sk:

2  1 2 2

1 2 2

kk k
k

kk k

S n n

n

2 2  4 2 kk k n

1 2  2 kk k n
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  2 ·2 1 2  k k k kn

1 2 2 .k
k kS n S n

3. Äîêàæèòå, ÷òî (2 )kS n   ìíîãî-
÷ëåí îò n ñòåïåíè k. 

4. Áóäåì ïîäñòàâëÿòü â ôîðìóëû
äëÿ Sk(n) ëþáûå öåëûå çíà÷åíèÿ n 
(à íå òîëüêî íàòóðàëüíûå).  

À) Íàéäèòå  1 ,   2 .k kS S

×òî âû íàáëþäàåòå?  

Á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ k 1 âåðíî 
ðàâåíñòâî  

1(  1)  1 ( ),k
k kS n S n

ò. å. çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñèììåò-
ðè÷íû (èëè àíòèñèììåòðè÷íû) îòíî-
ñèòåëüíî   1/2.n   

Óêàçàíèå. Äëÿ íàòóðàëüíûõ a è 
 b a b  èç îïðåäåëåíèÿ ñóìì ñëå-

äóåò ðàâåíñòâî  

( ) ( ) ( 1) ( 1) .k k k
k kS a S b a a b  

Èç êîíå÷íîñòè ÷èñëà êîðíåé 
ìíîãî÷ëåíà ñëåäóåò, ÷òî îíî âåðíî è 
äëÿ öåëûõ a è b (a>b). Ïîäñòàâüòå â 
ðàâåíñòâî  

0,   1 0.a b m  
Â) Äîêàæèòå òåîðåìó Ôàóëõàáå-

ðà: Sk ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò 

1 ( 1)/2S n n  ïðè íå÷¸òíîì k è

èìååò âèä (2 1) ,n P  ãäå Ð  ìíîãî-

÷ëåí îò ïåðåìåííîé 1 ( 1)/2S n n
ïðè ÷¸òíîì k. 

Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå ðåçóëü-
òàò ï. Á) è òàêîé ôàêò: åñëè äëÿ 
ìíîãî÷ëåíà f âåðíî  

(  ) ( )f n f n

äëÿ âñåõ öåëûõ n, òî 2( ) ( ),f n g n

ãäå g  òîæå ìíîãî÷ëåí; åñëè äëÿ 
ìíîãî÷ëåíà f âåðíî  

(  )  ( )f n f n
äëÿ âñåõ öåëûõ n, òî  

2( ) ( ),f n nh n  
ãäå h  òîæå ìíîãî÷ëåí. 

5. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò
ñëó÷àè, â êîòîðûõ ñóììû ñòåïåíåé 
âûðàæàþòñÿ äðóã ÷åðåç äðóãà áåç 
äðóãèõ âåëè÷èí. Ïðîâåðüòå ðàâåí-
ñòâà (cì. ïîäðîáíîñòè â óïðàæíåíè-
ÿõ 1  4 ñòàòüè [3]): 

2
3 1( ) ,S S

3
3 5 13 4( ) ,S S S

4
5 7 12( ) .S S S

Àâòîð áëàãîäàðåí Ã.À. Ìåðçîíó 
çà îáñóæäåíèå çàìåòêè. 
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