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Â ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ îäèí èç ñàìûõ ïðîñòûõ ñïîñîáîâ äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì ãåîìåòðè-
÷åñêîì.  

×àñòü 1. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì  

è ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n 

Òåîðåìà î ñðåäíåì àðèôìåòè÷å-

ñêîì è ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì: äëÿ 
ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ (íåîòðèöà-

òåëüíûõ) ÷èñåë 1 2, , ... , na a a  èìååò

ìåñòî  íåðàâåíñòâî 

1 2
1 2

...
... ,

n n
n

a a a
a a a

n

+ + +
≥  (1) 

â êîòîðîì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ 

ëèøü â ñëó÷àå 1 2 ... .na a a= = =
Ïðèâåä¸ì ñàìîå ïðîñòîå, íà íàø 

âçãëÿä, äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû.  

Â íàøåì æóðíàëå ïðèìåíåíèå 
ýòîãî íåðàâåíñòâà äëÿ ðàçëè÷íûõ n  

óæå ðàññìàòðèâàëîñü â [1]. Êñòàòè 
çàìåòèì, ÷òî, êàê è äëÿ ìíîãèõ çà-
ìå÷àòåëüíûõ òåîðåì ìàòåìàòèêè, 
äëÿ ýòîé òåîðåìû ñóùåñòâóåò íå-
ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâ 
(ñì. [2] è [3]). 

Äîêàçàòåëüñòâî (ìåòîäîì ìàòå-
ìàòè÷åñêîé èíäóêöèè).  

1. Ïðè 1n =  íåðàâåíñòâî (1) âû-

ïîëíÿåòñÿ: 1 1.a a≥

Пиголкина Татьяна Сергеевна 
Кандидат физико*математических наук, 
доцент кафедры высшей математики МФТИ,
заслуженный работник высшей школы,
заместитель председателя научно*методического
совета ФЗФТШ при МФТИ.

Ермаков Станислав Васильевич
Редактор-корректор журнала «Потенциал».

Ещё раз о сравнении среднего
арифметического и среднего 

геометрического



Ïðè 2n =  îíî ñëåäóåò èç î÷å-

âèäíîãî íåðàâåíñòâà  

( )2
1 2 1 2 1 20 2 ,а а a a a a− ≥ ⇔ + ≥

ãäå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ëèøü ïðè 

1 2.a a=

2. Ïîëàãàåì, ÷òî íåðàâåíñòâî (1)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ .n k=
3. Îöåíèì ðàçíîñòü ìåæäó ëåâîé

è ïðàâîé ÷àñòÿìè ïðè 1:n k= +
1 2 1

1
1 2 1

( ... )

1

... .

k k

k
k k

a a a a

k

a a a a

+

+
+

+ + + +
Δ = −

+
−

Òàê êàê ïî äîïóùåíèþ íåðàâåí-

ñòâî (1) ñïðàâåäëèâî ïðè ,n k=  òî

ïðèìåíèâ åãî ê ñëàãàåìûì, ñòîÿùèì 
â ÷èñëèòåëå â ñêîáêàõ, ïîëó÷èì: 

1 2 1

1
1 2 1

...

1

... . (2)

k
k k

k
k k

k a a a a

k

a a a a

+

+
+

⋅ +
Δ ≥ −

+
−

       

Ñäåëàåì çàìåíó, ïîëîæèâ 
( 1)

1 2... k k
ka a a x +=  è

1
1 ,k

ka y +
+ =  òîãäà 

(2) ïðèìåò âèä: 

1 1
.

1

k k
kkx y

x y
k

+ ++Δ ≥ − ⋅
+

Ïîêàæåì, ÷òî 0Δ >  ïðè .x y≠

Îöåíèì ( ) 11 :kΔ ⋅ + = Δ
1 1

1
k k k kkx y kx y x y+ +Δ ≥ + − ⋅ − ⋅ =

( ) ( ) .k k kkx x y y x y= − − −

Âûäåëèì âî âòîðîì ñëàãàåìîì 

ìíîæèòåëü ( ),x y−  èñïîëüçóÿ ôîð-

ìóëó n na b− =
1 2 2 1( )( ... )n n n na b a a b ab b− − − −= − + + + +

(ìû å¸ âûâåäåì â ÷àñòè 2), çàòåì 

îáùèé ìíîæèòåëü ( )x y−  âûíåñåì

çà ñêîáêè, ïîëó÷èì:  

( )
1 2

1 2 1

( ...

)

k k k

k k

kx y x x y
x y

xy y

− −

− −

⎛ ⎞− + +
⎜ ⎟Δ ≥ − =
⎜ ⎟+ +
⎝ ⎠

1

2 2 1

( )(

.... ).

k k

k k k

x y kx x y

x y xy y

−

− −

= − − −

− ⋅ − − −

Ñëàãàåìîå kkx  âî âòîðîé ñêîáêå

çàìåíèì íà ñóììó k  îäèíàêîâûõ 

ñëàãàåìûõ ...k k k kkx x x x= + + +  è

ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå ïîïàðíî: 

1

1

2 2 1

( )

( )

( ) .... ( )

( )

k k

k k k k

k k

x y

x x y

x x y x xy

x y

−

− −

Δ > − ×

⎛ ⎞− +
⎜ ⎟

⎜ ⎟× + − + + − + =
⎜ ⎟

⎜ ⎟+ −
⎝ ⎠

1

2 2 2

1 1

( )

( ) ( ) ... .

( ) ( )

k

k

k k k k

x x y

x y x x y

x x y x y

−

−

− −

⎛ ⎞− +
⎜ ⎟

⎜ ⎟= − + − + +
⎜ ⎟

⎜ ⎟+ − + −
⎝ ⎠

Êàæäàÿ èç ñêîáîê 
2 2( ), ... ,( )k kx y x y− −

èìååò ìíîæèòåëü ( ),x y−  âûíåñåì

åãî è ïîëó÷èì: 

  

1 2

3 2
2

1 2 1

2 1

( )

(
( ) .

) ... (

... )

k k

k

k

k k

x x x y

x x xy
x y

y x

x y y

− −

−

−

− −

⎛ ⎞+ + +
⎜ ⎟

⎜ ⎟+ + +
Δ ≥ − ⎜ ⎟

⎜ ⎟+ + + +
⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + +
⎝ ⎠

(3) 

Ñïðàâà âî âòîðîé ñêîáêå âñå ñëà-
ãàåìûå ïîëîæèòåëüíûå, ïîòîìó  ïðè  
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x y≠  è 1 0 0.Δ > ⇔ Δ >
Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ñòðîãîå  

íåðàâåíñòâî   (1)   âûïîëíÿåòñÿ  ïðè  

x y≠  è 1.n k= +
Óñòàíîâèì, êîãäà èìååò ìåñòî 

ðàâåíñòâî. Â âûðàæåíèè (1) ïî èí-
äóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ðà-
âåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ëèøü ïðè 

1 2 ... ,na a a= = =  à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

( 1) 1
1 2 1 1... .k k k k

ka a a x a x a+ += = ⇔ = Âû-

ðàæåíèå (3) ìîæåò áûòü ðàâåíñòâîì 
ëèøü ïðè ,x y=  ÷òî ðàâíîñèëüíî

1 1,k kx y+ +=  ò. å. 1 1,ka a +=  è çíà÷èò,

1 2 1... .ka a a += = =  Íåðàâåíñòâî (1) 

ïîëíîñòüþ   äîêàçàíî. 

×àñòü 2. Âûâîä ôîðìóë äëÿ ,n na b−  2 1 2 1.m ma b+ ++  Ïðèìåðû

Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàçíîñòü n na b−
îáðàùàåòñÿ â 0 ïðè a b=  – çíà÷èò,

îíà äåëèòñÿ íà ( ).a b−  Ýòî äåëåíèå

ìîæíî îñóùåñòâèòü äåëåíèåì ïîä 
óãëîì èëè èñïîëüçîâàòü ñõåìó Ãîð-
íåðà. Ïðîäåëàéòå ýòî ñàìîñòîÿòåëü-
íî è ïîëó÷èòå íóæíóþ ôîðìóëó: 

1

2 2 1

( )(

... ).

n n n

n n n

a b a b a

a b ab b

−

− − −

− = − +

+ + + +
Âòîðîé ñïîñîá. Ìîæíî ïðèéòè ê 

ôîðìóëå áîëåå äëèííûì, íî äîñòóï-
íûì âñåì ïóò¸ì, ò. ê. îí îïèðàåòñÿ íà 
èçâåñòíóþ ôîðìóëó äëÿ ñóììû n  

ïåðâûõ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-

ãðåññèè 1 1, ,b b q 2
1 ,...b q  ïðè 1:q ≠

1
1

.
1

n

n
q

S b
q

−=
−

(4) 

Çàïèøåì ôîðìóëó (4) ïîäðîáíî ïðè 

1 1 ( 1):b q= ≠

2 1 1
1 ... .

1

n
n q

q q q
q

− −+ + + + =
−

Äîìíîæèì ðàâåíñòâî íà ( 1),q −
èçìåíèâ ïðè ýòîì ïîðÿäîê ñëàãàå-
ìûõ â ñóììå ñëåâà, ïîëó÷èì: 

1 21 ( 1)( ... 1).n n nq q q q q− −− = − + + + +

Çàìåòèì,  ÷òî  ïîëó÷åííàÿ  ôîð- 
ìóëà óæå âåðíà äëÿ ëþáûõ ,q  

âêëþ÷àÿ 0q =  è 1.q =  Ñäåëàåì çà-

ìåíó ,
a

q
b

=  çàòåì óìíîæèì íà nb  è

ïîëó÷èì  ôîðìóëó: 

1( )(n n na b a b a −− = − +
2 2 1... ).n n na b ab b− − −+ + + +      (5)

Âî âòîðîé ñêîáêå ñòîèò îäíîðîä-

íûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 1n −  ñ åäè-

íè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè, â êîòî-
ðîì òî÷íî n  ñëàãàåìûõ. Çàìåòèì, 

÷òî ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà âåðíà äëÿ 

ëþáûõ , ,a b  âêëþ÷àÿ 0.b =
Ïðè 3n =  ýòî èçâåñòíàÿ ôîðìó-

ëà ñîêðàù¸ííîãî óìíîæåíèÿ: 

3 3 2 2( )( ).a b a b a ab b− = − + +
Âûïèøåì ôîðìóëó (5) ïðè 

4n =  è 5,n =  ÷òîáû ëó÷øå çàïîì-

íèòü âèä ñëàãàåìûõ âî âòîðîé 
ñêîáêå: 

4 4 3 2 2 3

5 5 4 3 2 2 3 4

( )( ),

( )( ).

a b a b a a b ab b

a b a b a a b a b ab b

− = − + + +

− = − + + + +
Çàìåíà b  íà ( )b−  â ôîðìóëå  (5)

ïðè íå÷¸òíîì çíà÷åíèè 2 1n m= +
ïðèâîäèò ê äðóãîé ôîðìóëå:  
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2 1 2 1m ma b+ ++ =
2 2 1( )( m ma b a a b−= + − +

( ) 2 2... 1 ... ).k m k k ma b b−+ + − + +    (6) 

Çäåñü âî âòîðîé ñêîáêå ñòîèò 
çíàêî÷åðåäóþùàÿñÿ ñóììà. Íàïðè-

ìåð, ïðè 2m =  èìååì:

5 5 ( )a b a b+ = + ×
4 3 2 2 3 4( ).a a b a b ab b× − + − +     (7)

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü ñóììó 
2 1( ) 1 2 3 .n

nS x x −+ + + +x = ... nx

Ðåøåíèå.  

Ïåðâûé ñïîñîá. Åñëè 1,x =  òî

( 1)
1 3

2n
n n

S
+= + + + + =(1) 2 ... n  êàê ñóì-

ìà n  ïåðâûõ ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷å-

ñêîé ïðîãðåññèè. 

Ïðè 1x ≠  ðàçîáü¸ì ñóììó ( )nS x

íà äâå ñóììû ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
2 1( ) (1 )n

nS x x x −= + + + + +... x

2 3 1

2 1

( 2 3 ... ( E1) )

(1 ... )

n

n

x x x n x

x x x

−

−

+ + + + + =

= + + + + +
2 2(1 2 3 ... ( 1) ).nx x x n x −+ + + + + −

Ñóììó ïåðâîé ñêîáêè âûðà-
æàåì ïî ôîðìóëå (4) è çàìå÷àåì, 
÷òî âòîðàÿ ñêîáêà ñîäåðæèò âñå 
÷ëåíû èñêîìîé ñóììû, êðîìå ïî-
ñëåäíåãî. Äîáàâèì è âû÷òåì åãî, 
ïîëó÷èì:  

11
( ) ( ( ) ),

1

n
n

n n
x

S x x S x nx
x

−−= + −
−

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 

 
1

2

1 ( 1)
( ) .

( 1)

n n

n
nx n x

S x
x

++ − +=
−

    (8) 

Âòîðîé ñïîñîá. Åñëè âñïîìíèì 

ïðîèçâîäíóþ, òî çàìåòèì, ÷òî  

( )
2 1

2 3

( ) 1 2 3 ...

... .

n
n

n

S x x x nx

x x x x

−= + + + + =

′= + + + +

Ïîä çíàêîì ïðîèçâîäíîé ñóììà n  

÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, â 

êîòîðîé 1 ,b q x= =  ïîýòîìó

1
( ) .

1

n

n
x

S x x
x

′
⎛ ⎞−= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎝ ⎠

Âû÷èñëÿåì ïðîèçâîäíóþ äðîáè 
è ïîëó÷àåì òî æå âûðàæåíèå (8). 

Îòâåò.  

1

2

( 1)
(1) ;

2

1 ( 1)
( ) , 1.

( 1)

n

n n

n

n n
S

nx n x
S x x

x

+

+=

+ − += ≠
−

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü ñóììó 
2 3 991 2 2 3 2 4 2 ... 100 2 .A = + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅

Ðåøåíèå. Çàìåòèâ ñõîäñòâî ýòîé 
ñóììû ñ ñóììîé èç ïðèìåðà 1, äåëàåì 

çàìåíó 2 íà ,x  èìååì ( ) 1A x = +
2 3 992 3 4 ... 100 ,x x x x+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅  ÷òî 

ñîâïàäàåò ñ ñóììîé ( )nS x  èç ïðè-

ìåðà 1 ïðè 100.n =  Ïî ôîðìóëå (8)

ïðè 100n =   è 2x =  ïîëó÷àåì:

101 100

100 2

100

1 100 2 101 2
(2)

(2 1)

1 99 2 .

S
+ ⋅ − ⋅= =

−

= + ⋅
Îòâåò. 1001 99 2 .A = + ⋅

Ïðèìåð 3. Âû÷èñëèòü ñóììó 

�
1 11 111 ... 11...1.n

n
B = + + + +
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Ðåøåíèå. Êàæäîå ñëàãàåìîå 
ïðåäñòàâèì ñóììîé ïî ñòåïåíÿì 
÷èñëà  10: 

1

1 (1 10) (1 10 100) ...

(1 10 100 ... 10 )

n

n

B
−

= + + + + + + +

+ + + + +
è èñïîëüçóåì ôîðìóëó ñóììû ÷ëå-
íîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: 

10 1
1 ,

10 1

−=
−

 

2

3

1

10 1
1 10 ,

10 1

10 1
1 10 100 ,

10 1
. . . . . . . . . .

10 1
1 10 100 ... 10 .

10 1

n
n−

−+ =
−

−+ + =
−

−+ + + + =
−

Ñëîæèâ ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ, 
ïîëó÷èì: 

( )
( )

2 3

1

1
10 10 10 ... 10

9
1

10 10 9 .
81

n
n

n

B n

n+

= + + + + − =

= − −

Îòâåò. ( )11
10 10 9 .

81
n n+ − −

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü óðàâíåíèå  

5 58 2(cos sin ) 19cos .
4

x x x
π⎛ ⎞+ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

Ðåøåíèå. Ïîëàãàÿ cosa x=  è

sinb x=  è ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (7),

áóäåì èìåòü: 
5 5

4 3 2 2

3 4

cos sin (cos sin )

cos cos sin cos sin
.

cos sin sin

x x x x

x x x x x

x x x

+ = + ×

⎛ ⎞− ⋅ + ⋅ −
⎜ ⎟×
⎜ ⎟− ⋅ +
⎝ ⎠

Ó÷ò¸ì, ÷òî 
4 4 2 2 2

2 2 2 2

cos sin (cos sin )

2sin cos 1 2sin cos ,

x x x x

x x x x

+ = + −

− ⋅ = − ⋅
3 3cos sin cos sin

cos sin .

x x x x

x x

− ⋅ − ⋅ =
= − ⋅

Ïîýòîìó 

( )
5 5

2 2

2

cos sin (cos sin )

1 sin cos sin cos

1 1
(cos sin ) 1 sin 2 sin2 .

4 2

x x x x

x x x x

x x x x

+ = + ×

× − ⋅ − ⋅ =

⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî cos
4

x
π⎛ ⎞− =⎜ ⎟

⎝ ⎠

( )1
cos sin ,

2
x x= +  ïðèâåä¸ì óðàâíå-

íèå ê âèäó:  

21 1
16(cos sin ) 1 sin 2 sin2

4 2
x x x x⎛ ⎞+ − − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

( )19 cos sinx x= + ⇔

( )

2

1

cos sin 0,

4sin 2 8sin2 3 0

tg 1,

1
sin2

2

, ,
4

1 , .
12 2

n

x x

x x

x

x

x n n

n
x n

π π

π π+

+ =⎡

⇔ ⇔⎢

+ + =⎢⎣

= −⎡

⎢⇔ ⇔
⎢ = −
⎣

⎡ = − + ∈
⎢

⇔ ⎢

⎢ = − + ∈
⎢⎣

Z

Z

Îòâåò. 

;
4

x n
π π= − + ( ) 11 ,

12 2
nx n n

π π+= − + ∈�.
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