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Ëåöêî Âëàäèìèð Àëåêñàíäðîâè÷ 
Äîöåíò êàôåäðû àëãåáðû è ãåîìåòðèè Âîëãîãðàäñêîãî 
ãîñóäàðñòâåííîãî ñîöèàëüíî-ïåäàãîãè÷åñêîãî 
óíèâåðñèòåòà.

Íà êîíôèãóðàöèþ, ðàññìàòðèâàåìóþ â ýòîé ñòàòüå, àâòîð íà-
òîëêíóëñÿ ñëó÷àéíî. Â ðàìêàõ êóðñà «Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè 
â ìàòåìàòèêå» ñòóäåíòû âóçà, â êîòîðîì àâòîð ïðåïîäà¸ò, èçó÷àþò 
ñèñòåìó êîìïüþòåðíîé àëãåáðû «Maple». Ïðè ñîñòàâëåíèè çàäàíèÿ 
äëÿ å¸ èçó÷åíèÿ è ïîÿâèëàñü ðàññìàòðèâàåìàÿ íèæå çàäà÷à.  

Å¸ ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå äîñòóïíû è ñòàðøåêëàññíèêàì, ïðî-
ÿâëÿþùèì èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè. Â êîíöå ñòàòüè ïðåä-
ëîæåíû âîïðîñû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíûõ èññëåäîâàíèé.  

Âñå àëãåáðàè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ è ðèñóíêè â ñòàòüå âûïîëíåíû 
ïðè ïîìîùè ïðîãðàììû «Maple». 

1. Ïóñòü òî÷êè E, F, G è H − ñåðå-
äèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí BC, 
CD, DA è AB ïðîèçâîëüíîãî âûïóêëî-
ãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà ABCD (ðèñ. 1). 
Îáîçíà÷èì ÷åðåç K, L, M è N òî÷êè 
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AE è BF, BF è 
CG, CG è DH, DH è AE ñîîòâåòñòâåí-
íî. Â çàäàíèè òðåáîâàëîñü íàéòè îò-

íîøåíèå (îáîçíà÷èì åãî qR) ïëîùàäåé 
÷åòûð¸õóãîëüíèêîâ ABCD è KLMN. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è âïîëíå ïîíÿòíà 
(íå òîëüêî ñòóäåíòàì, íî è øêîëü-
íèêàì), íî âû÷èñëåíèÿ âåñüìà ãðî-
ìîçäêè, ÷òî è îïðàâäûâàåò ïðèìå-
íåíèå «Maple» (èëè èíîãî ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ïàêåòà). 

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ÷åòûð¸õ-
óãîëüíèê (ðèñ. 1 à), êîòîðûé èìååò 
ñëåäóþùèå êîîðäèíàòû âåðøèí: 
A(0; 0), B(13; 0), C(12; 7), D(2; 11).  

à     á 

Ñîïóòñòâóþùèå 
÷åòûð¸õóãîëüíèêè

à á
Ðèñ. 1
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Èñêîìîå îòíîøåíèå îêàçàëîñü 
ðàâíûì  

2007261144
5,004497

401091499
Rq = ≈ . 

 «Ïîøåâåëèâ» êîîðäèíàòû âåð-

øèí, ïîëó÷èëè äðóãèå çíà÷åíèÿ qR, 

íî âñå îíè îêàçàëèñü ÷óòü áîëüøå 5. 

À ÷òî, åñëè ñîåäèíèòü âåðøèíû èñ-
õîäíîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà ñ ñåðåäè-

íàìè ñòîðîí â äðóãîì ïîðÿäêå (âåäü 

ñòîðîíà CD èìååò íå ìåíüøå îñíî-
âàíèé íàçûâàòüñÿ ïðîòèâîïîëîæíîé 

âåðøèíå A, ÷åì ñòîðîíà BC)? Ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ êîíôèãóðàöèÿ èçî-

áðàæåíà íà ðèñ. 1 á. Îêàçàëîñü, ÷òî 

îòíîøåíèå ïëîùàäè ABCD ê ïëîùà-

äè PQRS (îáîçíà÷èì åãî qL) åù¸ 

ìåíüøå îòëè÷àåòñÿ îò 5. À èìåííî, 

207711594
5,0000046.

401541949
Lq = ≈  

Èòàê, ðàññìàòðèâàåìîå îòíîøå-
íèå çàâèñèò îò ôîðìû ÷åòûð¸õ-

óãîëüíèêà, à òàêæå îò ïîðÿäêà ñî-
åäèíåíèÿ âåðøèí ñ ñåðåäèíàìè ñòî-

ðîí. Ïðè ýòîì îíî, êàê ïðàâèëî, 

áîëüøå 5 íà î÷åíü íåçíà÷èòåëüíóþ 
âåëè÷èíó. Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò 

öåëûé ðÿä âîïðîñîâ: íàéòè äèàïàçîí 
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ðàññìàòðèâàå-

ìîãî îòíîøåíèÿ; âûÿñíèòü, äëÿ êà-

êèõ ÷åòûð¸õóãîëüíèêîâ äîñòèãàþòñÿ 
ãðàíèöû ýòîãî äèàïàçîíà è äîñòè-

æèìû ëè îíè âîîáùå; îïèñàòü ìíî-
ãîóãîëüíèêè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿ-

åòñÿ ñîîòíîøåíèå R Lq q= . 

Ïðåæäå ÷åì íà÷àòü ïîèñê îòâå-
òîâ íà ýòè è äðóãèå âîïðîñû (êîòî-

ðûå íàâåðíÿêà âîçíèêíóò ïî õîäó 
ïîèñêà), ââåä¸ì îáîçíà÷åíèÿ, êîòî-

ðûõ áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ íà ïðî-

òÿæåíèè íàøåãî èññëåäîâàíèÿ. ×å-
òûð¸õóãîëüíèê KLMN íà ðèñ. 1 à 

áóäåì íàçûâàòü ïðàâûì ñîïóòñò-
âóþùèì ÷åòûð¸õóãîëüíèêîì ÷å-

òûð¸õóãîëüíèêà ABCD, à ÷åòûð¸õ-

óãîëüíèê PQRS íà ðèñ. 1 á, ñîîòâåò-

ñòâåííî, ëåâûì ñîïóòñòâóþùèì ÷å-

òûð¸õóãîëüíèêîì. Îòìåòèì, ÷òî òà-

êîå ðàçãðàíè÷åíèå âåñüìà óñëîâíî è 
çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ (ïî èëè 

ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè) îáõîäà 

âåðøèí ÷åòûð¸õóãîëüíèêà ïðè îáî-
çíà÷åíèè. Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåò-

ðèè ÿñíî, ÷òî äèàïàçîí èçìåíåíèÿ 

qR íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò äèàïàçî-

íà èçìåíåíèÿ qL. Ïîýòîìó, ðåøàÿ 

çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ýòîãî äèàïàçîíà, 

îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî 

ïðàâûõ ñîïóòñòâóþùèõ ÷åòûð¸õ-
óãîëüíèêîâ è äîãîâîðèìñÿ âðåìåííî 

îïóñêàòü ïðèëàãàòåëüíîå «ïðàâûé».  

2. Ïîñêîëüêó çàäà÷à â îáùåì âè-

äå âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî ñëîæíîé, 

íà÷í¸ì ñ ðàññìîòðåíèÿ ÷àñòíûõ 
ñëó÷àåâ (òàêîé ïðè¸ì ÷àñòî ïðèâî-

äèò ê ïîÿâëåíèþ èäåé è ãèïîòåç, 
ñïîñîáñòâóÿ òåì ñàìûì íàõîæäåíèþ 

è îáùåãî ðåøåíèÿ).   

Ðèñ. 2
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè èñõîäíûé 
÷åòûð¸õóãîëüíèê ïàðàëëåëîãðàìì, 

òî è ñîïóòñòâóþùèé ÷åòûð¸õóãîëü-
íèê  òîæå áóäåò ïàðàëëåëîãðàììîì. 

Íàõîæäåíèå qR äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ −

ñîâñåì ë¸ãêàÿ çàäà÷à. Òî÷êó L′, 
ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå L îòíîñèòåëüíî 

F, ñîåäèíèì ñ F è D. FL − ñðåäíÿÿ 
ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà CDM. Ïîýòîìó â 

÷åòûð¸õóãîëüíèêå LL’DM ñòîðîíû 

LL′ è MD ðàâíû è ïàðàëëåëüíû, ïî-
ýòîìó îí ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàì-

ìîì. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî NM MD=  (GM − 

ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà AND), 
ïîëó÷èì, ÷òî ïàðàëëåëîãðàììû 

LL′DM è KLMN ðàâíû. Íî ïàðàëëå-

ëîãðàìì LL′DM, î÷åâèäíî, ðàâíîâå-

ëèê òðåóãîëüíèêó MDC. Ïîýòîìó 

.KLMN MDC KBAS S S= =  Àíàëîãè÷íî    

.KLMN K CLK LCB NDAS S S S
′

= = =

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì 

5.R ABCD KLMNq S S= =

Èòàê, â ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíûé 

÷åòûð¸õóãîëüíèê − ïàðàëëåëîãðàìì, 

èñêîìîå îòíîøåíèå ðàâíî 5. Ïîïûò-
êè íàéòè ÷åòûð¸õóãîëüíèê, äëÿ êî-

òîðîãî ýòî îòíîøåíèå ìåíüøå 5, íè 

ê ÷åìó íå ïðèâîäÿò (÷òî, ðàçóìååò-
ñÿ, íå ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì îò-

ñóòñòâèÿ òàêèõ ÷åòûð¸õóãîëüíèêîâ). 
Çàòî êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò 

ïîìîãàåò îáíàðóæèòü ñèòóàöèè, êî-
ãäà ðàññìàòðèâàåìîå îòíîøåíèå ïå-

ðåñòà¸ò áûòü áëèçêèì ê 5. Òàêîå 

ñëó÷àåòñÿ, êîãäà îäíà èç ñòîðîí èñ-
õîäíîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà ãîðàçäî 

ìåíüøå îñòàëüíûõ. «Ñòÿãèâàÿ» îäíó 
èç ñòîðîí â òî÷êó, ìû áóäåì íåîãðà-

íè÷åííî ïðèáëèæàòü èñõîäíûé ÷å-

òûð¸õóãîëüíèê ê òðåóãîëüíèêó. Ïðè 
ýòîì ñîïóòñòâóþùèé ÷åòûð¸õóãîëü-

íèê òîæå áóäåò ïðåâðàùàòüñÿ â 
òðåóãîëüíèê, à èìåííî â îäèí èç òåõ 

øåñòè òðåóãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå 
ðàçáèâàþò èñõîäíûé òðåóãîëüíèê 

(áûâøèé ÷åòûð¸õóãîëüíèê) åãî ìå-

äèàíû. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïëî-
ùàäü òàêîãî òðåóãîëüíèêà ñîñòàâëÿ-

åò îäíó øåñòóþ ÷àñòü ïëîùàäè èñ-

õîäíîãî. Ñëåäîâàòåëüíî, óìåíüøàÿ 
îäíó èç ñòîðîí èñõîäíîãî ÷åòûð¸õ-

óãîëüíèêà ìîæíî ñêîëü óãîäíî ïðè-

áëèçèòü qR ê 6.  

Ïîäâåä¸ì ïðîìåæóòî÷íûå èòî-

ãè. Íà îñíîâàíèè íàøèõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ ìîæíî âûäâèíóòü ïðåäïî-

ëîæåíèå: çíà÷åíèÿ èñêîìîãî îò-

íîøåíèÿ qR çàïîëíÿþò ñîáîé 

ïîëóñåãìåíò [5; 6).

3. Îäíàêî, ñêîëü áû ïðàâäîïî-

äîáíûì íè âûãëÿäåëî ýòî çàêëþ÷å-

íèå, ïîêà ýòî òîëüêî ãèïîòåçà. Íî 

êàê æå äîêàçàòü (èëè îïðîâåðãíóòü) 

ýòó ãèïîòåçó?  

Íà ïåðâûé âçãëÿä ýòà çàäà÷à 

âûãëÿäèò î÷åíü òðóäíîé. Âåäü ÷åòû-

ð¸õóãîëüíèê îïðåäåëÿåòñÿ ïÿòüþ 

ñâîèìè íåçàâèñèìûìè ýëåìåíòàìè. 

Ïîýòîìó qR ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïÿòè 

àðãóìåíòîâ. Ïðàâäà, ïî êðàéíåé ìå-

ðå, îò îäíîãî àðãóìåíòà ëåãêî èçáà-

âèòüñÿ. ßñíî, ÷òî èññëåäóåìîå îòíî-

øåíèå áóäåò îäèíàêîâûì äëÿ ïîäîá-

íûõ ÷åòûð¸õóãîëüíèêîâ, òî åñòü çà-

âèñèò íå îò ðàçìåðîâ, à ëèøü îò 

ôîðìû èñõîäíîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà. 

À ôîðìà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ 

÷åòûðüìÿ ïàðàìåòðàìè. Íàïðèìåð, â 

êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ ìîæíî âçÿòü 

÷åòûðå óãëà. Ðàçóìååòñÿ, ýòî íå 

äîëæíû áûòü ÷åòûðå óãëà èñõîäíîãî 

÷åòûð¸õóãîëüíèêà (ýòè äàííûå çàâè-

ñèìû). À âîò, íàïðèìåð, ÷åòûðå óã-

ëà, ïðèìûêàþùèå ê îäíîé äèàãîíà-

ëè èñõîäíîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà, 

âïîëíå ïðèãîäíû.  

Íî è ÷åòûðå àðãóìåíòà − ýòî 

òîæå î÷åíü ìíîãî. Âîò åñëè áû qR

áûëî óñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ åù¸ ê 

êàêèì-òî ïðåîáðàçîâàíèÿì. Îêàçû-

âàåòñÿ, òàê è åñòü! Â ïåðâîì íîìåðå 
«Êâàíòà» çà 2009-é ãîä îïóáëèêîâà-

íà ñòàòüÿ À. Çàñëàâñêîãî «Àôôèí-
íàÿ ãåîìåòðèÿ» [1]. Â íåé ðàññêàçû-

âàåòñÿ î ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïëîñêîñòè, 
ñîõðàíÿþùèõ ïðÿìîëèíåéíîñòü. Òà-

êèå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàþòñÿ 

àôôèííûìè. Â äàëüíåéøåì èçëîæå-

−

−
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íèè áóäóò øèðîêî èñïîëüçîâàòüñÿ 
ñâîéñòâà àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé, 

îïèñàííûå â ñòàòüå Çàñëàâñêîãî. 
 Èç òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è 

åäèíñòâåííîñòè àôôèííîãî ïðåîáðà-

çîâàíèÿ (ñì. [1]) ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé 
òðåóãîëüíèê ìîæíî ïåðåâåñòè â ëþ-

áîé äðóãîé ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî 
àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ñ ÷åòû-

ð¸õóãîëüíèêàìè äåëî îáñòîèò èíà÷å. 
Îíè ðàçáèâàþòñÿ íà áåñêîíå÷íîå 

êîëè÷åñòâî êëàññîâ òàêèõ, ÷òî ëþ-

áûå ÷åòûð¸õóãîëüíèêè â ïðåäåëàõ 
îäíîãî êëàññà àôôèííî ýêâèâàëåíò-

íû, à ÷åòûð¸õóãîëüíèêè èç ðàçíûõ 
êëàññîâ íå ìîãóò áûòü ïåðåâåäåíû 

äðóã â äðóãà íèêàêèì àôôèííûì 
ïðåîáðàçîâàíèåì.   

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî qR ÿâëÿåòñÿ 

àôôèííûì èíâàðèàíòîì (òî åñòü 

÷åòûð¸õóãîëüíèêè, êîòîðûå ìîãóò 
áûòü ïîëó÷åíû äðóã èç äðóãà àô-

ôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì, èìåþò 

îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ qR). Â ñàìîì 

äåëå, ïðè àôôèííûõ ïðåîáðàçîâà-

íèÿõ ñîõðàíÿåòñÿ âûïóêëîñòü ÷åòû-
ð¸õóãîëüíèêà è îòíîøåíèå äëèí îò-

ðåçêîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà îäíîé 
ïðÿìîé èëè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. 

Ïîýòîìó ïðè ïðåîáðàçîâàíèè èñõîä-

íîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà åãî ñîïóòñò-
âóþùèé ÷åòûð¸õóãîëüíèê ïåðåéä¸ò 

â ñîïóòñòâóþùèé ÷åòûð¸õóãîëüíèê 
îáðàçà. ×òî êàñàåòñÿ ïëîùàäåé ôè-

ãóð, òî ïðè àôôèííîì ïðåîáðàçîâà-

íèè îíè, âîîáùå ãîâîðÿ, èçìåíÿþòñÿ. 
Íî êîýôôèöèåíò èçìåíåíèÿ ïëîùà-

äè ïðè ôèêñèðîâàííîì àôôèííîì 
ïðåîáðàçîâàíèè áóäåò îäíèì è òåì 

æå äëÿ âñåõ ôèãóð. Ïîýòîìó èíòåðå-
ñóþùåå íàñ îòíîøåíèå íå èçìåíèò-

ñÿ. Íàøà öåëü − âûáðàòü â êàæäîì 
êëàññå íàèáîëåå óäîáíûé äëÿ âû-

÷èñëåíèÿ qR ÷åòûð¸õóãîëüíèê. 

à   á

Ðèñ. 3 

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó ñóùåñòâîâà-
íèÿ è åäèíñòâåííîñòè àôôèííîãî 
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ëåãêî óáåäèòüñÿ, 
÷òî êàæäûé âûïóêëûé ÷åòûð¸õ-
óãîëüíèê àôôèííî ýêâèâàëåíòåí 
òàêîìó ÷åòûð¸õóãîëüíèêó ABCD, 
÷òî òðåóãîëüíèê ABC áóäåò ïðÿìî-

óãîëüíûì ðàâíîáåäðåííûì (óãîë B − 
ïðÿìîé). Ñâÿæåì ñ ýòèì òðåóãîëüíè-
êîì ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñ-

òåìó êîîðäèíàò, ïîëîæèâ A(0; 1), 
B(0; 0), C(1; 0). Òîãäà âåðøèíà D áó-
äåò èìåòü ïîëîæèòåëüíûå êîîðäè-
íàòû a è b, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðà-

âåíñòâó 1a b+ >  (ðèñ. 3 a). Âûðàçèâ 
îòíîøåíèå ïëîùàäåé èñõîäíîãî è 
ñîïóòñòâóþùåãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêîâ 
÷åðåç a è b, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ 

qR, çàâèñÿùåå âñåãî îò äâóõ ïàðà-
ìåòðîâ. Îäíàêî ó òàêîé ïàðàìåòðè-

à á
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çàöèè qR èìåþòñÿ ñóùåñòâåííûå 
íåäîñòàòêè. Âî-ïåðâûõ, îáëàñòü äî-
ïóñòèìûõ ïîëîæåíèé âåðøèíû D 
ïîëó÷àåòñÿ íåäîñòàòî÷íî ñèììåò-
ðè÷íîé, â òî âðåìÿ êàê ñàì ñîïóòñò-
âóþùèé ÷åòûð¸õóãîëüíèê îïðåäåë¸í 
ðàâíîïðàâíî ïî îòíîøåíèþ êî âñåì 
åãî âåðøèíàì. Ñëåäñòâèåì òàêîé 
íåñèììåòðè÷íîñòè áóäåò èçëèøíÿÿ 

ãðîìîçäêîñòü âûðàæåíèÿ qR ÷åðåç a 
è b. À âî-âòîðûõ, ýòà îáëàñòü íå ÿâ-
ëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé, ÷òî ñóùåñò-
âåííî çàòðóäíÿåò èññëåäîâàíèå è 

íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå qR êàê 
ôóíêöèè îò a è b. 

Ñ öåëüþ èçáàâèòüñÿ îò íåäîñòàò-
êîâ, îòìå÷åííûõ â ïðåäûäóùåì àá-
çàöå, ïîäîéä¸ì ê âûáîðó ïðåäñòàâè-
òåëÿ â êëàññå àôôèííî ýêâèâàëåíò-
íûõ âûïóêëûõ ÷åòûð¸õóãîëüíèêîâ 
èíà÷å. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äâà ÷åòûð¸õ-
óãîëüíèêà àôôèííî ýêâèâàëåíòíû 
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà 
ïðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïåðâîãî ÷å-
òûð¸õóãîëüíèêà äåëèò êàæäóþ äèà-
ãîíàëü â òîì æå îòíîøåíèè, â êîòî-
ðîì äåëèòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ 
äèàãîíàëåé ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãî-
íàëü âòîðîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà (äî-
êàæèòå ýòî), âîçüì¸ì â êà÷åñòâå èñ-

õîäíîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèê, äèàãîíàëè 
êîòîðîãî ïåðïåíäèêóëÿðíû è ðàâíû 
ìåæäó ñîáîé. Òåïåðü ïðÿìîóãîëüíóþ 
äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ìîæíî 
âûáðàòü òàê, ÷òîáû âåðøèíû ÷åòû-
ð¸õóãîëüíèêà ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå 

êîîðäèíàòû: A(u+1; 0), B(0; v+1), C(u−1; 

0), D(0; v−1) (ðèñ. 3 á).  ×åòûð¸õóãîëü-
íèê ABCD áóäåò âûïóêëûì â òîì è 
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ïàðàìåòðû 
u è v óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì 

1 1, 1 1u v− < < − < < .  

Èòàê, äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåí-

íûõ çàäà÷ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ 
÷åòûð¸õóãîëüíèêàìè,  ïîêàçàí-
íûìè íà ðèñ. 3 à, á. 

4. Ïëîùàäü ÷åòûð¸õóãîëüíèêà
ABCD íà ðèñ. 3 á  ðàâíà 2 íåçàâè-
ñèìî îò çíà÷åíèé u è v (â ïåðâîì 
âàðèàíòå ïàðàìåòðèçàöèè îíà çàâè-
ñåëà îò a è b). Çíàÿ êîîðäèíàòû âåð-
øèí ÷åòûð¸õóãîëüíèêà, ìîæíî ìå-
òîäàìè àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè 
âûðàçèòü ÷åðåç u è v ïëîùàäü ñî-
ïóòñòâóþùåãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà, à 

çíà÷èò, è qR. Îäíàêî ýòè âû÷èñëåíèÿ 
äîâîëüíî ãðîìîçäêè. Ïîýòîìó ìû 
âíîâü ïðèáåãíåì ê ïîìîùè Maple. Â 
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì: 

  
4 3 2 2 2 3 2 4

(2 5)(2 5)(2 5)(2 5)
( , ) .

12 9 25 12 125 25
R

u v u v v u v u
q u v

u u v u v u uv v v

− + − − + + + −

=

− + − − − + − −

 (1)

Ðèñ. 4 

Èòàê, àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå 

äëÿ qR ïîëó÷åíî. Òåïåðü ìû ìîæåì 

ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè qR(u,v) 
(â ýòîì íàì îïÿòü ïîìîæåò Maple) è 

ïîëó÷èòü íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î 

òîì, êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò qR 
ïðè âñåõ u è v, óäîâëåòâîðÿþùèõ 
ïðèíÿòûì îãðàíè÷åíèÿì. Ãðàôèê íà 
ðèñóíêå 4, ïîõîæå, ïîäòâåðæäàåò 
íàøó ãèïîòåçó. Âåðøèíû êâàäðàòà, 
îãðàíè÷èâàþùåãî îáëàñòü îïðåäåëå-

íèÿ qR(u,v), ñîîòâåòñòâóþò âûðîæ-
äåííûì «÷åòûð¸õóãîëüíèêàì», â êî-
òîðûõ îäíà èç ñòîðîí îáðàòèëàñü â 
òî÷êó. Ïî ìåðå òîãî êàê àáñîëþòíûå 
âåëè÷èíû çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (îä-
íîâðåìåííî) ïðèáëèæàþòñÿ ê 1, çíà-

÷åíèå qR ïðèáëèæàåòñÿ ê 6. Ìû çíà-
åì, ÷òî, äëÿ êëàññà ïàðàëëåëîãðàì-
ìîâ (â íàøåé ïàðàìåòðèçàöèè ýòîò 
êëàññ ïðåäñòàâëåí êâàäðàòîì, ïîëó-

÷àþùèìñÿ ïðè 0, 0u v= = ) çíà÷åíèå 

ABCD íà ðèñ. 3 á ðàâíà 2 íåçàâè-
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qR ðàâíî 5. Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî 
äëÿ ÷åòûð¸õóãîëüíèêîâ, àôôèííî 
áëèçêèõ ê ïàðàëëåëîãðàììó (òî åñòü 
÷åòûð¸õóãîëüíèêîâ, ó êîòîðûõ äèà-
ãîíàëè äåëÿòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ 
íà ïðèìåðíî ðàâíûå ÷àñòè), çíà÷å-

íèå qR òàêæå áëèçêî ê 5, ÷òî õîðîøî 
ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïå-
ðèìåíòîâ. Îäíàêî êàðòèíêà (ïóñòü 
äàæå ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ ïðî-
ãðàììû) ìîæåò ñëóæèòü ëèøü åù¸ 
îäíèì ïîäòâåðæäåíèåì, íî íèêàê íå 
äîêàçàòåëüñòâîì íàøåé ãèïîòåçû. 
Òî÷íîå æå íàõîæäåíèå äèàïàçîíà 

èçìåíåíèÿ qR ïî-ïðåæíåìó ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé. Âåäü 

qR ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé 
ôóíêöèåé, ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü 

êîòîðîé − ìíîãî÷ëåíû 4-é ñòåïåíè 
îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Âîò òóò-òî íàì 
è ïîìîæåò íàøà ãèïîòåçà! Îäíî äå-
ëî ðåøàòü çàäà÷ó (â íàøåì ñëó÷àå 
èñêàòü ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíê-
öèè äâóõ ïåðåìåííûõ), íå èìåÿ 
ïðåäñòàâëåíèÿ î òîì, êàêèì ìîæåò 

áûòü îòâåò, è ñîâñåì äðóãîå − îáîñ-
íîâàòü, ÷òî èçâåñòíûé íàì îòâåò âå-
ðåí (åñëè, êîíå÷íî, îí è â ñàìîì äå-
ëå âåðåí). 

5. Îáîçíà÷èì ÷åðåç q1(u,v) è

q2(u,v) ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëèòåëü è 

çíàìåíàòåëü âûðàæåíèÿ â ïðàâîé 

÷àñòè ôîðìóëû (1). Îòìåòèì, ÷òî 

ïðè ïðèíÿòûõ íà u è v îãðàíè÷å-

íèÿõ q1(u,v) è q2(u,v) áóäóò ïîëî-

æèòåëüíûìè. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî 

( , ) 5Rq u v ≥  ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñò-

âó 1 2( , ) 5 ( , ) 0.q u v q u v− ≥  Ïîäñòàâèâ 

âìåñòî q1(u,v) è q2(u,v) èõ âûðàæå-

íèÿ, ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷èì íå-

ðàâåíñòâî 
2 2

(3 ) ( 3 ) 0,u v u v+ − ≥  êîòî-

ðîå, î÷åâèäíî, âåðíî ïðè ëþáûõ u 

è  v. Èòàê, qR äåéñòâèòåëüíî íå ìî-

æåò áûòü ìåíüøå 5. Ïðè ýòîì, êàê 

ìû óæå óáåäèëèñü ðàíüøå, äëÿ 

êëàññà ïàðàëëåëîãðàììîâ, õàðàêòå-

ðèçóþùåãîñÿ ñîîòíîøåíèåì 0,u v= =  

äîñòèãàåòñÿ çíà÷åíèå 5. Îäíàêî 

ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, 

÷òî qR ìîæåò áûòü ðàâíûì 5 íå 

òîëüêî ïðè 0,u v= =  íî è äëÿ áåñ-

êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà äðóãèõ ïàð u 

è v. Òàêèì îáðàçîì, êëàññ ÷åòû-

ð¸õóãîëüíèêîâ, îïðåäåëÿåìûõ ñî-

îòíîøåíèåì 5,Rq =  çíà÷èòåëüíî 

øèðå êëàññà ïàðàëëåëîãðàììîâ. 

Ïðåæäå ÷åì îïèñàòü òàêèå ÷åòû-

ð¸õóãîëüíèêè, çàâåðøèì äîêàçà-

òåëüñòâî íàøåé ãèïîòåçû. 

Íàì îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî qR

íå ìîæåò äîñòèãàòü 6. Äëÿ ýòîãî 

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé îáëàñòè óðàâíåíèå 

( , ) 6Rq u v =  íå èìååò ðåøåíèé. Òî, 

÷òî qR íå ìîæåò ïðåâûøàòü 6, ïî-

ñëåäóåò òîãäà èç íåïðåðûâíîñòè 

ôóíêöèè qR(u, v), à òî, ÷òî qR ìî-

æåò íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàòüñÿ 

ê 6, ìû óæå çíàåì. Êîîðäèíàòû 

òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíå-

íèþ ( , ) 6,Rq u v =  óäîâëåòâîðÿþò îä-

íîìó èç ðàâåíñòâ:  

2 2
4 2 5 0,u uv v− − + =

2 2
2 4 5 0u uv v− − − = . 

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáà ýòè ðà-

âåíñòâà îïðåäåëÿþò ãèïåðáîëû, ÷àñ-

òè÷íî ðàñïîëîæåííûå òàê, êàê ïîêà-

çàíî íà ðèñ. 5.  

Ðèñ. 5

ôóíêöèè qR(u,v) à òî, ÷òî qR ìî-
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Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî íà ýòèõ ãè-
ïåðáîëàõ ëåæàò âñå ÷åòûðå âåðøè-
íû êâàäðàòà, îãðàíè÷èâàþùåãî îá-
ëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðà-
ìåòðîâ u è v. Äëÿ òîãî ÷òîáû óáå-
äèòüñÿ, ÷òî ãèïåðáîëû íå ïðîõîäÿò 
÷åðåç âíóòðåííèå òî÷êè êâàäðàòà, 
âûðàçèì ïàðàìåòð v èç óðàâíåíèÿ 

êàæäîé èç ãèïåðáîë: 2v u= − +

2
6 5u+ −  (çåë¸íûé ãðàôèê íà ðè-

ñóíêå 5); 2
2 6 5v u u= − − −  (êðàñíûé 

ãðàôèê); 
2

6 10/2v u u= − + +  (ñèíèé 

ãðàôèê); 
2

6 10/2v u u= − − +  (æ¸ë-

òûé ãðàôèê). Îñòà¸òñÿ èññëåäîâàòü 
ïîëó÷èâøèåñÿ ÷åòûðå ôóíêöèè îä-
íîé ïåðåìåííîé, ÷òî ìû è ïðåäîñ-
òàâëÿåì ÷èòàòåëþ.  

Èòàê, îòâåò íà ïåðâûé èç ïî-
ñòàâëåííûõ íàìè âîïðîñîâ ïîëó÷åí: 
äèàïàçîí èçìåíåíèÿ îòíîøåíèÿ

ïëîùàäè èñõîäíîãî âûïóêëîãî ÷åòû-
ð¸õóãîëüíèêà ê ïëîùàäè ñîïóòñò-
âóþùåãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëó-

ñåãìåíò [5; 6) . Â õîäå ïîèñêà è îáîñ-

íîâàíèÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ áûë 
÷àñòè÷íî ðåø¸í è âòîðîé âîïðîñ. 
Âåðõíÿÿ ãðàíèöà äèàïàçîíà íåäîñ-
òèæèìà, à íèæíÿÿ äîñòèãàåòñÿ äëÿ 
øèðîêîãî êëàññà ÷åòûð¸õóãîëüíè-
êîâ, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîãî ÿâ-
ëÿåòñÿ êëàññ ïàðàëëåëîãðàììîâ.  

6. Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ
÷åòûð¸õóãîëüíèêîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ 

ñîîòíîøåíèþ 5,Rq =  âåðí¸ìñÿ ê ïà-

ðàìåòðèçàöèè, ïîëó÷åííîé ôèêñàöèåé 
òð¸õ âåðøèí èñõîäíîãî ÷åòûð¸õ-
óãîëüíèêà. Ïðè ïîìîùè Maple áåç 
òðóäà (èëè áåç ïîìîùè Maple, íî çà-
òðàòèâ îïðåäåë¸ííûå óñèëèÿ íà äîñ-
òàòî÷íî ãðîìîçäêèå âûêëàäêè) íàéä¸ì 

âûðàæåíèå qR ÷åðåç êîîðäèíàòû ÷åò-

â¸ðòîé âåðøèíû: 

4 3 3 2 2 2 2 2 3 2 3 4

(2 4 1)(3 1)( 2 2)(4 3 2)
( , ) .

4 12 22 27 41 19 9 8 28 11 4 6 4 1
R

a b a b a b a b
q a b

a a a b a b a b a ab a ab ab b b b b

+ − + + + + + −

=

+ + + + − + + + − − − + + −

Ïîëàãàþ, ÷òî ÷èòàòåëè, êîòîðûì 

ôîðìóëà (1) ïîêàçàëàñü âíà÷àëå äîñ-
òàòî÷íî ãðîìîçäêîé, òåïåðü èçìåíèëè 

ñâî¸ ìíåíèå è îöåíèëè, âî-ïåðâûõ, 

ïðåèìóùåñòâà ïàðàìåòðèçàöèè qR ÷å-

ðåç u è v, à âî-âòîðûõ, âîçìîæíîñòè 

ñèñòåìû Maple, ñïðàâëÿþùåéñÿ ñ 

óðàâíåíèåì ( , ) 5Rq a b =  çà äîëè ñåêóíäû. 

Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ çàïîë-

íÿþò ñîáîé äâå ïðÿìûå 2 1a b− =  è 

2 3.a b+ =  Ïåðâàÿ èç íèõ − ýòî, â

òî÷íîñòè, ïðÿìàÿ HD0, ãäå H, êàê è 

ðàíüøå, ñåðåäèíà AB, à D0 òàêîå 

ïîëîæåíèå âåðøèíû D, ÷òî ABCD −
êâàäðàò. Âòîðàÿ ïðÿìàÿ ïðîõîäèò 

÷åðåç òî÷êó D0 ïàðàëëåëüíî AE (E −

ñåðåäèíà ÂÑ). Ñ ó÷¸òîì îãðàíè÷åíèé 
íà a è b ïîëó÷èì, ÷òî ãåîìåòðè÷å-
ñêîå ìåñòî òî÷åê D, äëÿ êîòîðûõ 
÷åòûð¸õóãîëüíèê ABCD ÿâëÿåòñÿ 
âûïóêëûì è óäîâëåòâîðÿò ñîîòíî-

øåíèþ 5,Rq =  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 

ëó÷ è îòðåçîê, ïåðåñåêàþùèåñÿ â 

òî÷êå D0. Ïîäâåðãíóâ âñþ êîíôèãó-

ðàöèþ àôôèííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ, 
îáðàòíîìó òîìó, êîòîðîå ìû èñïîëü-
çîâàëè, ââîäÿ íàøó ïàðàìåòðèçà-
öèþ, íàéä¸ì äëÿ ïðîèçâîëüíîé 
òðîéêè òî÷åê A, B, C, íå ëåæàùèõ 
íà îäíîé ïðÿìîé, ãåîìåòðè÷åñêîå ìå-
ñòî ÷åòâ¸ðòûõ âåðøèí D (ôèîëåòîâûå 
ëèíèè íà ðèñ. 8), ïðèâîäÿùèõ ê âû-
ïóêëîìó ÷åòûð¸õóãîëüíèêó, óäîâëå-

òâîðÿþùåìó ñîîòíîøåíèþ 5.Rq =

7. Ïåðâûå íàéäåííûå íàìè ÷å-
òûð¸õóãîëüíèêè, äëÿ êîòîðûõ äîñ-

òèãàåòñÿ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå qR, 

îêàçàëèñü ïàðàëëåëîãðàììàìè, òî 
åñòü ÷åòûð¸õóãîëüíèêàìè, çàìå÷à-
òåëüíûìè âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ. À 
áóäóò ëè îñòàëüíûå ÷åòûð¸õóãîëü-

íèêè ñ qR, ðàâíûì 5, îáëàäàòü åù¸ 

êàêèìè-íèáóäü çàìå÷àòåëüíûìè ñâîé-
ñòâàìè, âûäåëÿþùèìè èõ èç ÷èñëà 
ïðî÷èõ ÷åòûð¸õóãîëüíèêîâ? Îêàçû-
âàåòñÿ, òàêîå ñâîéñòâî åñòü! Äîêà-

æåì, ÷òî 5Rq =  òîãäà è òîëüêî 

a2b3. Ïåðâàÿ èç íèõ  ýòî â 
òî÷íîñòè ïðÿìàÿ HD

0
, ãäå H, êàê è

ðàíüøå,  ñåðåäèíà AB, à D
0
  òàêîå
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òîãäà, êîãäà ñîïóòñòâóþùèé 
÷åòûð¸õóãîëüíèê èìååò õîòÿ áû 
îäíó ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí. 

Ïóñòü, íàïðèìåð, â ñîïóòñòâóþ-
ùåì ÷åòûð¸õóãîëüíèêå ÷åòûð¸õ-

óãîëüíèêà ABCD îòðåçêè AE è CG 
ïàðàëëåëüíû (ðèñ. 6). Âîçüì¸ì òî÷êó 

Ðèñ. 6 

D0 òàêóþ, ÷òî ABCD0 − ïàðàëëåëî-

ãðàìì (äîãîâîðèìñÿ îñòàâèòü çà îáî-

çíà÷åíèåì D0 ýòîò ñìûñë äî êîíöà

ñòàòüè). Íàì íàäî ïîêàçàòü, ÷òî DD0 

ïàðàëëåëüíî AE. Ïðîäîëæèì CG äî 

ïåðåñå÷åíèÿ ñ AD0 â òî÷êå G0. ×å-

òûð¸õóãîëüíèê AECG0 − ïàðàëëåëî-

ãðàìì, ïîýòîìó AG0 ðàâíî EC, òî 

åñòü ïîëîâèíå ÂÑ, à çíà÷èò, è ïîëî-

âèíå AD0. Ñëåäîâàòåëüíî, GG0 −

ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà ADD0, 

÷òî è äîêàçûâàåò òðåáóåìóþ ïàðàë-

ëåëüíîñòü ïðÿìûõ DD0 è AE.  

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî, 
åñëè BF ïàðàëëåëüíî DH, òî âåðøè-

íà D ëåæèò íà ïðÿìîé HD0 (ðèñ. 7), 

è, ñëåäîâàòåëüíî, D ïðèíàäëåæèò 
ãåîìåòðè÷åñêîìó ìåñòó òî÷åê, äëÿ 

êîòîðûõ 5.Rq =  

Ñòîëü æå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ è 

îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: 5Rq =  âëå÷¸ò 

ïàðàëëåëüíîñòü õîòÿ áû îäíîé ïàðû 
ñòîðîí ñîïóòñòâóþùåãî ÷åòûð¸õ-
óãîëüíèêà. Áîëåå òîãî, ìû ïîëó÷èëè 
îïèñàíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåñòà 
÷åòâ¸ðòûõ âåðøèí, äëÿ êîòîðûõ

Ðèñ. 7 
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5,Rq =  èñïîëüçóÿ âåñüìà ãðîìîçäêèå 

âûêëàäêè (êîòîðûå ïðîäåëàëà çà íàñ 
ñèñòåìà  Maple). Îäíàêî òåïåðü, 
çíàÿ îòâåò, ëåãêî ïðîâåñòè ïðîñòîå è 
íàãëÿäíîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî 

ïðèíàäëåæíîñòü D ïðÿìîé HD0 (èëè 

ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç D0 ïà-

ðàëëåëüíî AE) âëå÷¸ò 5.Rq = Çàîä-

íî, ïî õîäó ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà, ìû 
ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå 
ñîïðîâîæäàþùèé ÷åòûð¸õóãîëüíèê 
áóäåò èìåòü õîòÿ áû îäíó ïàðó ïà-
ðàëëåëüíûõ ñòîðîí. 

Èòàê, ïóñòü D ðàñïîëîæåíà íà 

ëó÷å HD0 çà òî÷êîé D0. Òîãäà FF0 

áóäåò ñðåäíåé ëèíèåé òðåóãîëüíèêà 

CDD0. Ïîýòîìó òî÷êè B, F, F0, à 

âñëåä çà íèìè è òî÷êè K, L, L0 ëå-

æàò íà îäíîé ïðÿìîé è KLMN −

òðàïåöèÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, 
÷òî äëÿ ÷åòûð¸õóãîëüíèêà ABCD 

5,Rq =  äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî 

ïëîùàäü òðàïåöèè LMM0L0 â 5 ðàç 

ìåíüøå ïëîùàäè ÷åòûð¸õóãîëüíèêà 

ADCD0.  

Ïóñòü h − âûñîòà òðàïåöèè 

LMM0L0, à 0DD d= . Òîãäà âûñîòà 

òðåóãîëüíèêà ADD0, îïóùåííàÿ èç 

âåðøèíû A, òîæå áóäåò ðàâíà h, à

âûñîòà òðåóãîëüíèêà ÑDD0, îïó-

ùåííàÿ èç âåðøèíû C, áóäåò ðàâíà 
2h. Ïîýòîìó 

0 0
0

( 2 ) 2 3 2 .ADCD ADD CDDS S S d h h dh= + = + =

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïëîùàäè LMM0L0 

çàìåòèì, ÷òî 0 0 0 0 0: : 2:2:1CL L M M G = . 

Îòñþäà 0 01 5 , 2 5LL d MM d= =  è 

0 0 0

(1 5 2 5) 2 3 10 1 5 .LMML ADCDS dh dh S= + = =

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî 
ïðîâåñòè è äëÿ äðóãèõ äîïóñòèìûõ 
ïîëîæåíèé âåðøèíû D.  

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè 
ïðàâûå ñîïóòñòâóþùèå ÷åòûð¸õ-
óãîëüíèêè. ßñíî, ÷òî âñå ðàññóæäå-
íèÿ è âûâîäû ãîäÿòñÿ è äëÿ ëåâûõ 
ñîïóòñòâóþùèõ ÷åòûð¸õóãîëüíèêîâ. 
Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå: ãåîìåòðè÷å-
ñêîå ìåñòî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ 

5Lq = , áóäåò ñîñòîÿòü èç îòðåçêà, 

ïàðàëëåëüíîãî CH, à íå AE, è ëó÷à, 

ëåæàùåãî íà ïðÿìîé ED0, à íå HD0 

(êðàñíûå ëèíèè íà ðèñóíêå 8).  
8. Íàì îñòàëîñü îïèñàòü ìíîãî-

óãîëüíèêè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåò-

ñÿ ñîîòíîøåíèå R Lq q= . Äëÿ ýòîãî 

íàéä¸ì âûðàæåíèå äëÿ qL, âíîâü 

ïðèíÿâ çà ïàðàìåòðû êîîðäèíàòû 
âåðøèíû D ïðè ôèêñèðîâàííûõ 
âåðøèíàõ A, B è C:  

4 3 3 2 2 2 2 2 3 2 3 4

(3 4 2)(2 2)( 3 1)(4 2 1)
( , ) .

4 6 28 41 9 27 4 22 11 8 19 12 4 1
L

a b a b a b a b
q a b

a a a b a a b a b ab a ab ab b b b b

+ − + + + + + −

=

+ + − + + + − + − + − + + −

(Âíèìàòåëüíûå ÷èòàòåëè çàìå-
òèëè, ÷òî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïî-

ëó÷àåòñÿ èç âûðàæåíèÿ äëÿ qR(a, b), 

åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè ïàðàìåòðû a 

è b.) Ðåøèâ óðàâíåíèå ( , )
R
q a b =  

( , )Lq a b= , íàéä¸ì, ÷òî ðàâåíñòâî 

ïëîùàäåé ïðàâîãî è ëåâîãî ñîïóòñò-
âóþùèõ ÷åòûð¸õóãîëüíèêîâ äîñòè-

ãàåòñÿ äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ íà ïðÿ-

ìûõ 1, 1, 0, 2a b a b a b= = − = + =  è  íà 

ãèïåðáîëå   
2 2

2 5 2 1 0.a ab b a b+ + + + − =

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íè îäíà èç 
òî÷åê ãèïåðáîëû (ïî òðàäèöèè) íå 

âõîäèò â îáëàñòü äîïóñòèìûõ ìåñòî-

ïîëîæåíèé âåðøèíû D. Çàòî êàæäàÿ 

èç ïðÿìûõ èìååò ó÷àñòîê (ëó÷ èëè 

îòðåçîê), ëåæàùèé â ýòîé îáëàñòè. Â 

ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî ,R Lq q=  

êîãäà âåðøèíà D ëåæèò íà îòðåçêå 

èëè íà îäíîì èç òð¸õ ëó÷åé, âûäå-

ëåííûõ íà ðèñ. 8 çåë¸íûì öâåòîì. 

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàñïîëîæåíèå 

âåðøèíû íà ëó÷àõ, ñîäåðæàùèõ ñòî-

ðîíû ïàðàëëåëîãðàììà, ñîîòâåòñòâó-

åò ñëó÷àþ, êîãäà èñõîäíûé ÷åòûð¸õ-

óãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ òðàïåöèåé (èëè 

ïàðàëëåëîãðàììîì). Åñëè æå âåðøè-
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íó D âçÿòü íà ëó÷å OD0 èëè íà îò-

ðåçêå A2C2 (è òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå), 

ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç äèàãîíàëåé 

èñõîäíîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà áóäåò 

äåëèòüñÿ ïîïîëàì òî÷êîé ïåðåñå÷å-

íèÿ äèàãîíàëåé.  

Ðèñ. 8 

Øèðîêî èçâåñòíî: äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ÷åòûð¸õóãîëüíèê ABCD, äèàãî-
íàëè êîòîðîãî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå 
O, áûë ïàðàëëåëîãðàììîì, íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ëþáûõ 
äâóõ èç ñëåäóþùèõ ÷åòûð¸õ óñëîâèé: 

1) || ;AB CD 2) || ;AD BC 3) ;AO CO=

4) .BO DO=  Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïëîùà-

äè ïðàâîãî è ëåâîãî ñîïóòñòâóþùèõ 
÷åòûð¸õóãîëüíèêîâ äàííîãî âûïóê-
ëîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà áûëè ðàâíû, 
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âû-
ïîëíÿëîñü õîòÿ áû îäíî èç ÷åòûð¸õ 
âûøåïåðå÷èñëåííûõ óñëîâèé.  

Èç íàøèõ ðàññóæäåíèé (è îñî-
áåííî íàãëÿäíî èç ðèñ. 8) ñëåäóåò, 

÷òî óñëîâèå 5R Lq q= =  âûïîëíÿåòñÿ 

â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà 

èñõîäíûé ÷åòûð¸õóãîëüíèê − ïàðàë-
ëåëîãðàìì. Ïîýòîìó ìû ïîëó÷èëè 
åù¸ îäèí ïðèçíàê ïàðàëëåëîãðàììà. 

Ñ ó÷¸òîì òîãî, ÷òî 5 − íàèìåíüøåå 

âîçìîæíîå çíà÷åíèå qR è qL, ýòîò 

ïðèçíàê ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí 

â áîëåå ýôôåêòíîì âèäå: âûïóêëûé 
÷åòûð¸õóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ïà-
ðàëëåëîãðàììîì òîãäà è òîëüêî 
òîãäà, êîãäà ñóììà ïëîùàäåé åãî 
ñîïóòñòâóþùèõ ÷åòûð¸õóãîëü-

íèêîâ ñîñòàâëÿåò 2 5  îò ïëîùà-

äè èñõîäíîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà. 
Âîïðîñû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî 

èññëåäîâàíèÿ.  

• Êàêèå èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-
òàòîâ îñòàíóòñÿ â ñèëå, åñëè îòêà-
çàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ âûïóêëîñòè 
èñõîäíîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà? 

• Ìîæíî ëè èíòåðïðåòèðîâàòü 
õîòÿ áû ÷àñòü èç ïîëó÷åííûõ ðå-
çóëüòàòîâ òàê, ÷òîáû îíè îêàçàëèñü 
âåðíû äëÿ ñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ ÷å-
òûð¸õóãîëüíèêîâ? 

• Êàêèì áóäåò äèàïàçîí èçìåíå-
íèÿ îòíîøåíèÿ ïëîùàäè èñõîäíîãî 
âûïóêëîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà ê ñî-
ïóòñòâóþùåìó, åñëè â êà÷åñòâå ñî-
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Ëèòåðàòóðà

1. Çàñëàâñêèé À. Àôôèííàÿ ãåîìåòðèÿ//Êâàíò. − 2009. − ¹1, ñ.  8 − 12. 

ïóòñòâóþùåãî ðàññìàòðèâàòü ÷åòû-
ð¸õóãîëüíèê, îïðåäåë¸ííûé â çàäà÷å 
2 ñòàòüè [1]? 

Ïðèìå÷àíèÿ ðåäàêòîðà. Çàäà÷à, î 

êîòîðîé ðàññêàçàíî â ñòàòüå, èìååò 

ñðàâíèòåëüíî äàâíþþ èñòîðèþ. Íàè-

áîëåå èçâåñòåí ñëó÷àé, êîãäà  ABCD − 

êâàäðàò (ïàðàëëåëîãðàìì) è äëÿ êî-

òîðîãî 5;R Lq q= =  ñîîòâåòñòâóþùàÿ 

çàäà÷à âêëþ÷åíà âî ìíîãèå ïîñîáèÿ 

è ñáîðíèêè çàäà÷ äëÿ øêîëüíèêîâ.  

Î äâîéíîì  íåðàâåíñòâå 5 6Rq≤ <

äëÿ âûïóêëûõ ÷åòûð¸õóãîëüíèêîâ 

óïîìèíàåòñÿ â êíèãå: Ä.Î. Øêëÿð-

ñêèé, Í.Í. ×åíöîâ, È.Ì. ßãëîì.  Ãåî-

ìåòðè÷åñêèå îöåíêè è çàäà÷è èç 

êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè. − Ì.: Íà-

óêà, 1974. Â ýòîé êíèãå â êîììåíòà-

ðèÿõ ê çàäà÷å 43 ãîâîðèòñÿ: 

 «Ïóñòü × ABCD≡ − âûïóêëûé 

÷åòûð¸õóãîëüíèê, 1 1 1, ,A B C  è 1D −

ñåðåäèíû åãî ñòîðîí , ,BC CD DA  è 

,AB  ÷ − ÷åòûð¸õóãîëüíèê, îãðàíè÷åí-

íûé ïðÿìûìè 1 1 1, ,AA BB CC  è 1,DD

S è s  − ïëîùàäè ÷åòûð¸õóãîëüíèêîâ 

× è ÷. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî 

1 1
.

6 5
S s S≤ ≤

Ýòà çàäà÷à áûëà ïîñòàâëåíà â 
1943 ã. ðóìûíñêèì ìàòåìàòèêîì 
Ò. Ïîïîâè÷è (T. Popoviciu); îíà áûëà 
íàïå÷àòàíà â ðóìûíñêîì æóðíàëå 
Gazeta Matematica, îäíàêî ðåøåíèå 
å¸ íèêîãäà, âèäèìî, íå ïóáëèêîâà-

ëîñü. (Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî 
1

,
5

s S=  

åñëè ABCD  ïàðàëëåëîãðàìì; 

1

6
s S= − äëÿ âûðîæäåííîãî «÷åòû-

ð¸õóãîëüíèêà» ,ABCD  äâå âåðøèíû 

êîòîðîãî ñîâïàäàþò.)»  
Â 2005-ì ãîäó ó÷åíèê 11-ãî êëàñ- 

ñà Àðìåí Áåêëàðÿí øêîëû èìåíè 

À.Í. Êîëìîãîðîâà (ÑÓÍÖ ÌÃÓ) âû-
ïîëíèë íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêóþ 

ðàáîòó, â êîòîðîé ðàññìîòðåë áîëåå 

îáùóþ ñèòóàöèþ; î ïîëó÷åííûõ èì 

ðåçóëüòàòàõ îí ðàññêàçàë íà 
Øêîëüíûõ Õàðèòîíîâñêèõ ÷òåíèÿõ 

è ñòàë èõ ëàóðåàòîì. Îäíèì èç ïî-

ëó÷åííûõ èì ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ 

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.  

Òåîðåìà. Ïóñòü 1 1 1, ,A B C  è 1D −

òàêèå òî÷êè íà ñòîðîíàõ , ,BC CD DA

è AB  âûïóêëîãî ÷åòûð¸õóãîëüíèêà 

ABCD  ïëîùàäè S, ÷òî 

1 1 1

1

: : :

: , 0 1.

ÑA ÑD DB DA AC AB

BD DC α α

= = =

= = < <

Òîãäà 
3 2

2 2

(1 ) (1 )
( )

1 1
S s S

α α

α

α α α

− −

< ≤

− + +

, 

ãäå s(α) − ïëîùàäü ÷åòûð¸õóãîëüíè-

êà, îãðàíè÷åííîãî ïðÿìûìè 1,AA

1,BB 1,CC 1.DD

Ïðè 0,5α =  ýòî íåðàâåíñòâî ïðå-

âðàùàåòñÿ â íåðàâåíñòâî 5 6,Lq≤ <  

ðàññìîòðåííîå â ñòàòüå.  


