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О схемах сокращённого деления 
Однажды на экзамене по алгебре 

учащимся XI класса математического 
профиля было предложено следую1

щее задание: найдите остаток от 

деления многочлена ( ) 193P x x= +
16 13 55 6x x x+ − + −  на двучлен ( )Q x =

2 1.x= +  Естественно, что учащиеся, 

как, впрочем, и некоторые учителя, 
попытались решить это задание пу1
тём простого деления многочленов в 
столбик и столкнулись с большими 
трудностями (задание довольно про1
сто решалось при помощи комплекс1
ных чисел; его решение я приведу в 
конце статьи). На выполнение деле1
ния уходило около урока, а резуль1
тат, как правило, оказывался непра1
вильным. Причиной тому служило, в 
частности, монотонное выписывание 
буквенных частей у неполных дели1
мых и промежуточных остатков, что 
отвлекало от вычислительного про1
цесса и неизбежно ослабляло внима1
ние. Таковы издержки классической 
схемы деления в столбик. 

Правда, можно было воспользо1
ваться и более скоростным методом – 

схемой Горнера. Для этого надо бы1

ло заметить, что ( )( )2 1 ;x x i x i+ = + −
сначала произвести деление исходно1

го многочлена по схеме Горнера на  
,x i+  а затем полученное частное 

разделить на .x i−  Но деление на 

двучлен с комплексным коэффици1
ентом – задача непривычная даже 

для ученика математического класса. 
К тому же далеко не все знают, по 
какому правилу получить оконча1
тельный остаток, а ведь именно его 
надо было найти. 

Между тем, наряду со схемой 
Горнера существуют и другие скоро1
стные схемы для деления много1
членов одной переменной. Все эти 
схемы – их вполне логично назвать 

схемами  сокращённого деления – 
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не требуют вычисления всех членов 
промежуточных остатков и выписы1
вания  буквенных  частей.  

Заметим, что любой многочлен от 
одной переменной, обычно записывае1

мый в виде 1 2
1 2...n n

n na x a x a x−
−+ + + +

1 0,a x a+ +  где x  – переменная, мож1

но вполне однозначно задать строкой 

его коэффициентов 1 2...n na a a−

1 0,a a  расположенных так, что на 

крайнем справа месте находится сво1

бодный коэффициент 0,a  на втором 

справа месте – коэффициент при  ,x   

на третьем справа месте – коэффи1

циент при 2x  и т.д. При этом отсутст1

вие в записи многочлена слагаемого  
k

ka x  должно помечаться нулём на 

( )1 1омk +  месте справа в строке ко1

эффициентов многочлена. Например, 

многочлен 4 32 5x x− +  можно мыс1

ленно представить в виде 4 32x x− +
20 0 5x x+ + +  и задать строкой  

1 2 0 0 5.−  Во избежание пута1

ницы коэффициенты в строке обяза1
тельно разделяются пробелами. Оче1
видно, имея строку коэффициентов 
некоторого многочлена, не составит 
труда записать этот многочлен в пол1
ной форме. Например, многочлен, 
соответствующий строке коэффици1

ентов 2 1 0 3 7 0,− −  имеет вид  

5 4 22 3 7 .x x x x− − +   

Продемонстрируем теперь, как, 
имея строки коэффициентов, соот1
ветствующие двум многочленам, 
получить строку коэффициентов, 
соответствующую их сумме. Для 
этого запишем строки коэффици1
ентов этих многочленов друг под 
другом так, чтобы в одном столбце 
оказались коэффициенты, находя1
щиеся на соответственно одинако1
вых местах. Например, для много1

членов 7 4 3 26 5 9 8 1x x x x x− + − − + и 
5 37 9 6x x x− − + −  будем иметь такую 

запись: 

6 0    0 5−    1 9−  8−     1 

1−    0 7−    0    9 − 6 

Теперь под второй (сверху) строкой 
проведём горизонтальную черту; 
сумму чисел, попавших в один стол1
бец, будем помещать внизу в этом же 
столбце (т.е. сумму чисел 1 и – 6, – 8 и 

9, – 9 и 0 и т.д.), причём все полученные 

результаты помещаются на одной 
строке (третьей сверху), а числа, 
оказавшиеся в «одиночестве» (т.е. 6 
и 0), будем просто сносить в ниж1
нюю строку, оставляя их в этом же 
столбце. Применительно к рас1
смотренному примеру будем иметь 
такую запись: 

6 0    0 5−    1 9−  8−     1 

1−    0 7−    0   9 6−  

6 0 1− 5− 6− 9−    1 5−  

Итак, внизу получилась строка ко1
эффициентов, соответствующая сумме   
многочленов, имеем: 

( )
( )

7 4 3 2

5 3

7 5 4 3 2

6 5 9 8 1

7 9 6

6 5 6 9 5.

x x x x x

x x x

x x x x x x

− + − − + +

+ − − + − =

= − − − − + −
Заметим, что подобную таблицу 

можно применять и в том случае, ко1
гда рассматривается сумма трёх и 
более многочленов. 

Одна из общеизвестных схем со1
кращённого деления – схема Горне1

ра – обычно интерпретируется как 

наглядный способ записи формул, 
при помощи которых вычисляются 
коэффициенты частного и остатка в 
одном важном конкретном случае. 
Покажем, как эту схему можно полу1
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чить, руководствуясь соображения1
ми, изложенными выше.  

По теореме о делении с остатком 
многочлена      

( ) 1 2
1 2

1 0

...n n
n n nP x a x a x a x

a x a

−
−= + + + +

+ +
на двучлен x α−  (α  – некоторое за1

данное число) существуют  многочлен 

( ) 1 2
1 1 2

2
2 1 0

...n n
n n nQ x b x b x

b x b x b

− −
− − −= + + +

+ + +
и число r  такие, что  

( ) ( )( )1 ;n nP x Q x x rα−= − +
многочлен 1( )nQ x−  называется част1

ным от деления, а число r  – остат1

ком. Можно показать, что как частное  
от  деления,  так  и остаток  определя1 

ются  единственным  образом. 
Раскрывая скобки в правой части 

этого равенства и перенося слагаемое 

( )1nQ x α− ⋅   в левую часть, получаем

( ) ( ) ( )1 1 .n n nP x Q x Q x x rα− −+ ⋅ = ⋅ +

Так как многочлен ( )1nQ x x r− ⋅ +   за1

даётся       строкой       коэффициентов   

1 2 2 1 0... ,n nb b b b b r− −  многочлен 

( )1nQ x α− ⋅  – строкой коэффициентов

1 2 2 1 0... ,n nb b b b bα α α α α− −  а мно1

гочлен  ( )nP x  – строкой коэффициен1

тов 1 2 2 1 0... ,n n na a a a a a− −  по1

следнее равенство можно перепи1
сать в следующей табличной форме 
(отражающей суммирование много1
членов): 

Учитывая, что 1 ,n nb a− =  а каждый из

остальных коэффициентов, располо1
женных в нижней строке, является 
суммой чисел из одного с ним столб1

ца, вычисление коэффициентов част1
ного и остатка можно производить по 

следующей схеме (схема Горнера): 

Здесь, как уже отмечалось ранее, 

1n nb a− =  (т.е. старший коэффициент

делимого сносится в нижнюю строку). 

Начиная с коэффициента 2,nb −  каж1

дое число третьей строки получается 
из предыдущего числа этой строки 
умножением на число α  (что и от1

ражают стрелки в таблице) и прибав1
лением к полученному результату 
соответствующего числа первой стро1

ки, стоящего над искомым числом. 
Отметим, что при обосновании этой 
таблицы мы воспользовались также 
тем, что два многочлена равны только 
тогда, когда равны все коэффициенты 
этих  многочленов,   стоящие при оди1
наковых степенях переменной. 

Эта компактная схема записи вы1
числений и получила название схемы 
Горнера (иногда запись средней 
строки для простоты не ведётся). 
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Пример  1.   Разделить   5 3x x− +    
23 7x+ −   на 2.x −
Решение. Представив делимое в 

виде 5 4 3 20 3 0 7,x x x x x+ − + + −  при1

меним схему Горнера: 

 1 0 − 1 3 0 − 7
2 4 6 18 36

2 1 2 3 9 18 29

Итак, частным от деления яв"

ляется многочлен 4 3 22 3x x x+ + +
9 18,x+ +   а  остатком  –  число  29. 

Схема Горнера имеет широкий 
спектр применения. В частности, её 
можно использовать для вычисления 
значения многочлена при заданном 
значении переменной, так как  

( ) .nr P α=  Это соотношение в частном

случае получило название теоремы 

Безу: если x α=  – корень многочле1

на ( ),nP x  то этот многочлен делится

на x α−  без  остатка.  

Рассуждая так же, как и в преды1
дущем разделе, можно вывести схе1
му сокращённого деления на двучлен 

2 .x α−  Пусть при делении многочлена 

( ) 1 2
1 2 1...n n

n n nP x a x a x a x a x−
−= + + + + +

0a+   (не   менее   второй   степени)   на

двучлен 2x α−  (α   – любое действи1

тельное число) в частном получается 
многочлен 

( ) 2
2 2

3 2
3 2 1 0... ,

n
n n

n
n

Q x b x

b x b x b x b

−
− −

−
−

= +

+ + + + +
а в остатке – многочлен 1 0r x r+  (сте1

пень остатка должна быть меньше 
степени делителя).  Другими  слова1
ми,  пусть 

2
2 1 0( ) ( )( ) ,n nP x Q x x r x rα−= − + +  или 

2
2 2 1 0( ) ( ) ( ) .n n nP x Q x x Q x r x rα − −+ = + +  

Приравнивая коэффициенты у 
многочленов, стоящих слева и справа 
в этом равенстве, получаем: 

2

1 3

2 2 4

3 3 5

2 2 0

1 1 1

0 0 0

,

,

,

,

......

,

,

.

n n

n n

n n n

n n n

a b

a b

a b b

a b b

a b b

a b r

a b r

α
α

α
α
α

−

− −

− − −

− − −

=
=
+ =
+ =

+ =
+ =
+ =

Эту систему, из которой мы по1
следовательно и находим искомые 

коэффициенты 1r  и 0,r  можно запи1

сать в форме таблицы, аналогичной 
схеме Горнера и которая более удоб1
на для практической работы: 

Будучи внешне похожей на схему 
Горнера, эта схема отличается от по1
следней тем, что в ней произведение 
любого коэффициента частного на 

число α  размещается на две пози"

ции правее этого коэффициента, а 
коэффициентами остатка будут два 

последних числа в нижней строке. 
Эту таблицу называют схемой со1
кращённого деления на многочлен 

вида 2 .x α−  

Схема применяется так: 1) пер1
вые два коэффициента делимого сно1
сятся  в нижнюю строку, а затем про1 
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изведение старшего коэффициента 

частного (т.е. 2nb − ) на α  записывается 

в среднюю строку под коэффициентом 

делимого 2,na −  и сумма двух располо1

женных друг под  другом чисел 2( na −  и 

2)nbα −  заносится в нижнюю строку

этого  же  столбца;  2)  далее произведе1 

ние  каждого   коэффициента   частного 

(начиная с 3)nb −  на ,α  записываясь в 

среднюю строку на одну позицию 
правее ранее найденного произведе1
ния, складывается с находящимся 
над ним коэффициентом делимого, и 
полученная сумма заносится в ниж1
нюю строку этого же столбца.  

Пример  2.  Разделить  5 42 3x x− −
37 2 5x x− + −   на 2 3.x +   

Решение. Применим схему со1
кращенного деления. Имеем:    

2 −3 −7 0 2 − 5 

−6 9 39 −27

−3 2 −3 −13 9 41 −32 

Таким образом, частным от деления  

служит  многочлен  3 22 3 13x x x− − +  

9,+  а остаток от деления равен 

41 32.x −
Пример 3. Разделить 19 163 5 –x x+

13 5 –6 x x− +  на 2 1.x +
Решение. Применяя схему со1

кращённого деления, имеем (мы про1
пустили здесь среднюю строку): 

3 0 0 5 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 −6 
3 0 −3 5 3 −5 −4 5 4 −5 −4 5 4 −5 −3 5 3 −5 −3 −1 

В первой строке этой таблицы сто1
ят коэффициенты данного много1
члена, а вторая строка состоит из 
чисел, которые формируются при 
помощи описанной выше схемы со1
кращённого умножения. Таким об1
разом 

19 16 13 53 5 – –6x x x x+ + =  

17 15 14 13 12 11

10 9 8 7 6 5

4 3 2

3 3 5 3 5 4

5 4 5 4 5 4

5 3 5 3 5

х х х х х х

х х х х х х

х х х х

⎛ ⎞− + + − − +
⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + − − + + − ×
⎜ ⎟
⎜ ⎟− − + + −
⎝ ⎠

( )2 1 3 1.x х× + − −

Таким образом, мы нашли ответ 
к задаче, которая была сформули1
рована в начале статьи.  

Пример 4. Обоснуйте приве1
дённую ниже схему сокращённого 

деления  многочлена ( ) n
n nP x a x= +

1 2
1 2 1 0...n

na x a x a x a−
−+ + + + +  (не ме1

нее третьей степени) на двучлен 3x α−  

(в   остатке   многочлен   вида 2
2  r x +

1 0  )r x r+ +   и  примените  её  к много1

членам 6 5 3 2
6( ) 3 4 5 2P x x x x x= − + + + +

19 8x+ −  и 3 4.x −
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Согласно этой схеме, первые три 
коэффициента делимого сносятся в 

нижнюю строку 3( ,n nb a− = 4 1,n nb a− −=

5 2).n nb a− −= Каждый коэффициент

частного kb  умножается на α и полу1

ченный результат записывается в 
среднюю строку третьего столбца 
справа (относительно столбца, где 

был  записан  сам  коэффициент ),kb  

или столбцом правее, чем произведе1
ние ранее  найденного  коэффициента  

частного 1kb +  на ;α  сумма ka  и kbα
записывается в нижнюю строку этого 
же столбца, она может давать или дру1
гой коэффициент частного, или какой1
либо коэффициент остатка. Черту, 
разделяющую  коэффициенты частно1
го и остатка, лучше поставить сразу. 

Ответ. При делении многочлена 
6 5 3 23 4 5 2 19 8x x x x x− + + + + −  

на многочлен 3 4x − схема сокращён1

ного деления такова: 

−3 4 0    5 2 19 − 8 

−12 16   0 − 28 

4 −3 4 0  −7 18 19 − 36 

Следовательно, частным от деле1

ния служит многочлен 3 2( 3 4 7),x x− + −

а остатком – многочлен 218 19 36.x x+ −
Пример 5. По аналогии с приме1

рами 2 и 4 обоснуйте сокращённую 
схему деления данного многочлена  

на двучлен вида .mx α−  Примените 

её при делении многочлена 

а) ( ) 11 10 7 67 4 5 2р х x x x x= − + − +
5 4 33 10 13 2 6x x x x+ + − + −   на 5 2;x +

б)    ( ) 6 5 4 32 7 5 4р х x x x x= + − − +

9 3x+ −  на 4 5.x −   

Ответы:  а)

( ) ( )
( )

6 5 2

5 4 3

2

7 4 5 16 11

2 (10 –13 –

10 34 – 28);

р х x x x x

x x x

x x

= − + − + ×

× + +

− +

( ) ( )
( )

6 5 2

4 3 2

) 7 4 2 7 5

5 ( 4 10  44 –28).

б р х x x x x

x x x x

= − + + − ×

× − + − + +

Схемы сокращённого деления, со1
ответственно, таковы: 

а)

  б) 

2    7 − 5    − 4   0   9   − 3 
10 35 − 25 

5 2    7 − 5    − 4 10 44 − 28 

 7 − 4 0 0 5   − 2     3   10 − 13  0     2 − 6 
 − 14     8     0  0 − 10   32 − 22 

  − 2 7 −4 0 0 5 − 16   11   10 − 13 − 10   34 − 28 
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При делении некоторого много1

члена ( )P x на многочлен вида

( )k mx x α− можно произвести со1

кращённое деление ( )P x  на  ,mx α−
удержав при этом в строке коэффи1
циентов делимого последние m  ко1

эффициентов, т.е. выполнить деление 
так, как будто этих коэффициентов 
нет. Затем удержанные коэффициен1
ты сносятся в нижнюю строку того 
же столбца, где они были ранее запи1
саны. Во избежание путаницы, ещё 
до    выполнения   деления    удержан1 

ные коэффициенты отделяются от 
остальных (например, вертикальной 
чертой). 

Пример  6.  Разделить ( ) 92р х x= − +
7 6 5 4 33 5 4 8 17 4x x x x x x+ − + − − + −   на  

5 34 .x x+

Т.к. ( )5 3 3 24 4 ,x x x x+ = +  то вы1

полним сокращённое деление исходно1

го многочлена на 2 4,x +  удержав три 

последних коэффициента у делимого, а 
затем удержанные коэффициенты 
снесём  в  нижнюю  строку:  

    − 2  0  3 − 5      4    − 1 − 8   0 17 − 4 
 8    0 − 44     20 160 

 − 4     − 2  0 11 − 5 − 40        19 152   0 17 − 4 

частное 

4 22 11 5 40,x x x= − + − −  ос"

таток   4 319 152 17 4.x x x= + + −
Ответ:  

( ) ( )4 22 11 5 40р х x x x= − + − − ×

( ) ( )5 3 4 34 19 152 17 4 .x x x x x× + + + + −

Заканчивая рассмотрение наиболее 
простых схем сокращённого деления, 
отметим, что их применение вместо 
традиционного деления уголком даёт 
следующие преимущества: сокращает1
ся время на выполнение действия, а 
также объём записи решения; умень1
шается вероятность ошибки; упрощает1
ся проверка правильности решения. 

Разумеется, кроме рассмотрен1
ных схем существуют и другие. Под1
робно об этом можно прочитать в 
книге Яковкина М.В. «Вычислитель1
ные действия над многочленами» 
(Учпедгиз, М., 1961). В этой же книге 
излагается весьма оригинальный 

способ извлечения квадратного 

корня из многочлена одной пере"

менной (конечно, более рациональ1

ный по сравнению с общепринятым). 

Возвращаясь  снова  к  той за1
даче, которая была сформулирова1
на в начале статьи, отметим, что 
учащиеся, знакомые с алгеброй 
комплексных чисел, могли её ре1

шить так: пусть ( )T x  – частное,  а

( )R x ax b= +  – остаток от деления

многочлена  
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( ) 19 16 13 53 5 6P x x x x x= + − + −

на двучлен ( ) 2 1.Q x x= + Согласно

теореме о делении с остатком, 

( ) ( ) ( ) ( ),P x T x Q x R x= ⋅ +
что равносильно равенству 

( )( )
19 16 13 5

2

3 5 6

1 .

x x x x

T x x ax b

+ − + − =

= + + +

Подставляя в это равенство значения 

x i=  и ,x i= −   являющиеся   корнями  

двучлена 2 1,x +  получаем систему 

уравнений:   

3 1 ,

3 1 ,

i ai b

i ai b

− = − +⎧
⎨ − − = +⎩

решением которой являются  3a = −  и 

1.b = −  Значит,  остаток  от  деления –  

это двучлен 3 1.x− −  

Этот же результат мы получили при 
решении примера 3, кроме остатка было 
найдено  ещё  и  частное  от  деления.  

Приложение к статье Волкова Д.А.  

Схема Горнера для деления мно1

гочлена ( )р х  на одночлен 0( ),х х−
названная в честь английского мате1
матика Вильямса Джорджа Горнера 
(178611837), позволяет найти числен1

ное значение 0( )р х  для произвольно1

го заданного числа 0 .х

Французский инженер, поэт и 
композитор Клод Жозеф Руже де Лиль 
(автор «Марсельезы») в 1876 году 
предложил графический способ на1

хождения 0( ),р х  который можно ис1

пользовать также и для приближён1
ного графического нахождения кор1
ней алгебраических уравнений вида 

( ) 0;р х =  более подробно см. в [1].

Сущность  этого   метода  поясним 
на примере многочлена четвёртой сте1

пени вида ( ) 4 3 2
1 2 р х х а х а х= + + +

3 4 .а х а+ +  Так как

( ) 1 2 3 4{[( ) ] } ,р х x a x a x a x a= + + + +
то при конкретном значении 0х х=
можно последовательно построить (при 
помощи циркуля и линейки) отрезки, 
длины которых равны 

0 1 0 1 0 2 , ( )   ,x a x a x a+ + +

1 2 3 0[( ) ] , ( ).x a x a x a p x+ + +
Для этого сначала по коэффициен1

там многочлена ( )р х  построим так на1

зываемую его схему, которая пред1
ставляет из себя ломаную линию 

0 1 2 3 4.ОА А А А А  Для этого выберем про1

извольную начальную точку О и после1
довательно будем откладывать отрезки: 

0 1ОА =  откладывается вверх;

0 1 1А А а=    откладывается   вправо

при 0 0 а >  и влево при 0 0;а >

1 2 2  А А а= откладывается вниз

при 2 0 а >  и  вверх  при 2 0;a <

2 3 3 А А а=  откладывается влево

при 3 0 a >  и  вправо  при 3 0;а <

3 4 4  A A a= откладывается вверх

при 4 0a >  и  вниз  при  4 0.a <
Если какой1то коэффициент равен 

0, то звенья ломаной не откладываются.  
На рис. 1 показана схема много1

члена 

( ) 4 3 23 – – 4 4.р х х х х х= + +

Рис. 1 
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Пусть задано число 0 .х х=  Опреде1

лим такой угол ( ), /2;  /2 ,α α π π∈ − для

которого 0tg .xα =  По схеме много1

члена построим теперь другую лома1

ную 0 1 2 3ОВ В В В  такую, чтобы в точ1

ках 0 1 2,  и В В В  она имела изломы 

под углами в 90 ,�  а сами точки излома 

находились на прямых 0 1 1 2, А А А А  

и 2 3А А  соответственно (рис. 2), а tgα =

0 0 0tg  А ОВ x= ∠ =  (при  этом   точка 0B

откладывается  слева от прямой 0,ОА   

если 0,a >  и справа от неё, если 

0).a <  На рис. 2 показаны две лома1

ные, которые отвечают значениям 

0 01  и 2 x x= = − для многочлена

Рис. 2 

( ) 4 3 23 – – 4 4.р х х х х х= + +
Тогда из рис. 2 видно, что  (α =

0 0А ОВ= ∠ ; XY  – направленный  отрезок) 

0 0 0 0tg , B A OA xα= =

0 1 0 0 0 1 0 1,B A B A A A x a= + = +

1 1 0 1 0 1 0

1 2 1 1 1 2 0 1 0 2

2 2 1 2 0 1 0 2 0

2 3 2 2 2 3

0 1 0 2 0 3

3 3 2 3 0 1 0 2 0

3 4 3 3 3 4 0

tg ( ) ,  

( ) ,  

tg [( ) ] ,

[( ) ]   ,

tg {[( ) ] },

( ).

B A B A x a x

B A B A A A x a x a

B A B A x a x a x

B A A B A A

x a x a x a

B A B A x a x a x

B A B A A A p x

α

α

α

= = +

= + = + +

= = + +

= + =
= + + +

= = + +

= + =
        На рис. 2 показано вычисление 

( )1р  ( )и  2р −  с помощью двух разных

ломаных 0 1 2 3 ОВ В В В  (для одной tgα =
1,=  а для другой tg 2).α = −  Убедитесь 

самостоятельно, что 

( ) ( )1 3,  2 0.р р− = − =

В образовательном компьютер1
ном комплексе [2] построение нуж1

ных ломаных 0 1 2 3 4ОА А А А А  и

0 1 2 3ОВ В В В  происходит быстро (и 

красиво) и, как показывает опыт, 
учащиеся очень быстро всё усваи1
вают.  
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