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Ðàçðåçàíèå è ñêëàäûâàíèå 
ìíîãîóãîëüíèêîâ 

Îäíîé èç ÿðêèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ æåì÷óæèí ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î 
òîì, ÷òî ëþáîé ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî 
ìíîãîóãîëüíûõ ÷àñòåé, èç êîòîðûõ ìîæíî ñëîæèòü êâàäðàò. Íèæå 
ïðèâåäåíî îäíî èç êîíñòðóêòèâíûõ äîêàçàòåëüñòâ ýòîé òåîðåìû. Â 
êîíöå ñòàòüè ñôîðìóëèðîâàíû äâà ïðîåêòà, êîòîðûå ìîãóò ñòàòü 
íà÷àëîì ñàìîñòîÿòåëüíûõ èññëåäîâàíèé øêîëüíèêîâ. 

1. Äâà ìíîãîóãîëüíèêà íàçûâàþò-

ñÿ  ðàâíîñîñòàâëåííûìè,  åñëè 
îäèí èç íèõ ìîæíî ðàçáèòü (ðàçðå-
çàòü) íà íåêîòîðûå äðóãèå ìíîãî-
óãîëüíèêè, èç êîòîðûõ çàòåì ìîæíî 
ñîñòàâèòü âòîðîé ìíîãîóãîëüíèê. 
Ðàâíîñîñòàâëåííûå ìíîãîóãîëüíèêè, 
êîíå÷íî, èìåþò îäèíàêîâóþ ïëîùàäü 
(ðàâíîâåëèêè), è ïîýòîìó ñâîéñòâî 
ðàâíîñîñòàâëåííîñòè ïîçâîëÿåò èíî-
ãäà ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ  âû÷èñ-
ëåíèÿ ïëîùàäåé. Ïðèìåðîì ìîæåò 
ñëóæèòü ñðàâíåíèå (âû÷èñëåíèå) 
ïëîùàäåé ïàðàëëåëîðàìà è ïðÿìî-
óãîëüíèêà: ïðîâîäÿòñÿ äâå âûñîòû 
ïàðàëëåëîãðàììà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ 
ñòîðîíàìè ïðÿìîóãîëüíèêà òîé æå 
ïëîùàäè (ðèñ. 1).  

Òàêèì æå ñïîñîáîì Åâêëèä â 
ñâîèõ çíàìåíèòûõ «Íà÷àëàõ» (III â. 

äî í. ý.) äîêàçûâàë, ÷òî ïàðàëëåëî-

ãðàììû ABCD è ABC′D′ ñ îáùåé 
ñòîðîíîé AB è ðàâíûìè ñîîò-
âåòñòâóþùèìè èì âûñîòàìè 
ðàâíîâåëèêè. 

Ðèñ. 1 

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (ðèñ. 2) íà 

ïðÿìîé AB îòëîæèì ïîñëåäîâàòåëü-

íî ðÿä îòðåçêîâ ÀÂ è ÷åðåç êàæäóþ 

òî÷êó äåëåíèÿ ïðîâåä¸ì ïðÿìûå, 

ïàðàëëåëüíûå îòðåçêàì AD è AD′. 
Òîãäà ïîëîñà ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè  
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ïðÿìûìè ÀÂ è CD ðàçîáü¸òñÿ íà 
ðÿä ìíîãîóãîëüíèêîâ; ôðàãìåíò ýòî-
ãî ðàçáèåíèÿ ïîëîñû è ïîêàçàí íà 
ðèñ. 2. Ôèãóðû, îòìå÷åííûå îäèíà-
êîâûìè öèôðàìè íà ðèñ. 2, ðàâíû 
(äîêàæèòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî) è 
ïîýòîìó èìåþò îäèíàêîâûå ïëîùà-
äè. Êðîìå òîãî, èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî 

ïàðàëëåëîãðàììû ABCD è ABC′D′ 
ñîñòàâëåíû èç îäèíàêîâûõ ÷àñòåé 1, 
2, 3 è 4.  

2. Ïðè ïîìîùè ðàçðåçàíèÿ è
ñêëàäûâàíèÿ àìåðèêàíñêèé ó÷¸íûé 
Ãåíðè Ïåðèãàëü ïîëó÷èë ëþáîïûò-
íîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïèôà-
ãîðà. Åãî ñïîñîá ñîñòîèò â ñëåäóþ-
ùåì. Ñíà÷àëà êâàäðàòû ñî ñòîðîíà-

ìè a è b (êàòåòû òðåóãîëüíèêà, ñ − 
ãèïîòåíóçà) ïðèêëàäûâàþòñÿ äðóã ê 
äðóãó êàê íà ðèñ. 3, à çàòåì ýòà ôè-
ãóðà (äâà êâàäðàòà) ðàçáèâàåòñÿ íà 
òðè ÷àñòè: äâà ðàâíûõ ïðÿìîóãîëü-
íûõ òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè a è b 
(çåë¸íûé è ðîçîâûé) è «ñòðåëêà» 
(áåëûé ïÿòèóãîëüíèê íà ðèñ. 3).  

с

с

a

b

b

a

a

Ðèñ. 3 

Òåïåðü,  îòðåçàÿ ýòè äâà ðàçíî-

öâåòíûõ òðåóãîëüíèêà è ïðèñòàâëÿÿ 
èõ òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3,  ìû 
ïîëó÷èì  êâàäðàò ñî ñòîðîíîé ñ (äî-
êàæèòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî). Òåì 
ñàìûì äâà êâàäðàòà ñî ñòîðîíàìè a 

è b ðàâíîñîñòàâëåíû ñ êâàäðàòîì ñî 
ñòîðîíîé ñ, è ïîýòîìó èõ ïëîùàäè 

ðàâíû; ñëåäîâàòåëüíî, ñ
2
 = à

2
 + b

2
.

Èç ýòîãî ðàññìîòðåíèÿ ñëåäóåò íå 
òîëüêî òåîðåìà Ïèôàãîðà, íî è ñëå-

äóþùåå óòâåðæäåíèå: ëþáîé íàáîð 

èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êâàäðàòîâ 
ìîæíî ðàçðåçàòü íà ÷àñòè, èç 
êîòîðûõ ìîæíî ñîñòàâèòü 
îäèí êâàäðàò. Ïîñëåäíåå óòâåð-

æäåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íûì ïðèìåíåíèåì ðàññìîòðåííîãî 

ïðè¸ìà ðàçðåçàíèÿ äâóõ êâàäðàòîâ 

íà 5 ÷àñòåé (ðèñ. 3).  

3. Ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê,
êîíå÷íî, ìîæíî ðàçðåçàòü íà ÷àñòè, 
èç êîòîðûõ ñêëàäûâàåòñÿ ïðÿìî-
óãîëüíèê. Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì 
íàèáîëüøóþ ñòîðîíó òðåóãîëüíèêà â 
êà÷åñòâå îñíîâàíèÿ è ïðîäëèì ñðåä-
íþþ ëèíèþ òðåóãîëüíèêà, åìó ïà-
ðàëëåëüíóþ (ðèñ. 4). Ïðîâåäÿ ïåð-
ïåíäèêóëÿðû íà íå¸ èç âåðøèí îñ-
íîâàíèÿ òðåóãîëüíèêà, ïî ñâîéñòâó 
ñðåäíåé ëèíèè ìû ïîëó÷èì äâå ïà-
ðû ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ÷òî è äî-
êàçûâàåò íóæíîå óòâåðæäåíèå: 
íóæíî îòðåçàòü äâà òðåóãîëüíèêà ñ 
íîìåðàìè 1 è  2  îò  èñõîäíîãî  òðå-
óãîëüíèêà è  ïðèñòàâèòü èõ ê òðà-
ïåöèè òàê,  êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4. 

1

1 2

3

2

Ðèñ. 4 

4. Äîêàæåì, ÷òî ïðÿìîóãîëü-
íèê è ðàâíîâåëèêèé åìó êâàäðàò 
ðàâíîñîñòàâëåíû. 

Ïóñòü ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà 

ðàâíû a è b,  ≥a b . Ðàññìîòðèì òðè 

ñëó÷àÿ. 

1) Åñëè =a b , òî äîêàçûâàòü íå-

÷åãî, òàê êàê ïðÿìîóãîëüíèê ðàâåí 
êâàäðàòó. 

2) Ïóñòü < ≤ 4b a b .

Математика
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç c ñòîðîíó 
êâàäðàòà AEFH, ðàâíîâåëèêîãî ïðÿ-
ìîóãîëüíèêó ABCD, è ðàñïîëîæèì 
êâàäðàò è ïðÿìîóãîëüíèê òàê,  êàê 

ïîêàçàíî íà ðèñ. 5; ñ
2
 = ab.

E

B

A H D

C
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F

K

M
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3

1

Ðèñ. 5 

Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ MDH 

è EDA çàìå÷àåì, ÷òî MH⋅AD =

= AE⋅HD è, òåì ñàìûì,  
2

( )
.

HD a c c
MH AE c c c b

AD a a

−

= ⋅ = ⋅ = − = −

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå 

4 ,b a≥  è ïîýòîìó 
2 2

4 .b ab c≥ =  Ñëå-

äîâàòåëüíî, 2 ,b c≥  è ïîýòîìó .c b b− ≤

Äðóãèìè ñëîâàìè, äàííûé ñëó÷àé 
îòâå÷àåò âçàèìíîìó ðàñïîëîæåíèþ 
êâàäðàòà è ïðÿìîóãîëüíèêà, êîãäà 
òî÷êà M ïðèíàäëåæèò îòðåçêó HL.  

Çàìåòèì, ÷òî EB = ñ − b = MH; 
ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìîóãîëüíûå òðå-
óãîëüíèêè MHD è EBK ðàâíû.  
Òàêæå ðàâíû è ïðÿìîóãîëüíûå òðå-
óãîëüíèêè EFM è KCD, òàê êàê  

FM = c − (c − b) = CD. 
Òàêèì îáðàçîì, è ïðÿìîóãîëü-

íèê, è êâàäðàò ñîñòîÿò èç îäíèõ è 

òåõ æå òð¸õ ÷àñòåé − èç ïÿòèóãîëü-
íèêà ABKMH,  òðåóãîëüíèêîâ  MHD 
è EBK è òðåóãîëüíèêîâ KCD è EFM  
(íà ðèñ. 5 îíè îáîçíà÷åíû ÷èñëàìè 1, 

2 è 3). Èòàê, ðàññìàòðèâàåìûé ïðÿ-
ìîóãîëüíèê è ðàâíîâåëèêèé åìó 
êâàäðàò ðàâíîñîñòàâëåíû. 

3) Ïóñòü 4 .a b>  Â ýòîì ñëó÷àå 

ïîñòðîèì íîâûé ïðÿìîóãîëüíèê, îñ-

íîâàíèå êîòîðîãî ′a  â äâà ðàçà 

ìåíüøå, à âûñîòà ′b  â äâà ðàçà 

áîëüøå ñîîòâåòñòâåííî îñíîâàíèÿ è 

âûñîòû äàííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. 

Äëÿ ýòîãî ðàçðåæåì ïðÿìîóãîëüíèê 

íà äâà ðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíèêà è 

ïðèñòàâèì ïîëó÷åííûå ÷àñòè äðóã ê 

äðóãó.  Åñëè äëÿ âíîâü ïîñòðîåííîãî 

ïðÿìîóãîëüíèêà âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî 4 ,a b′ ′<  òî ýòî ñëó÷àé 2, è 

ìû åãî ìîæåì ðàçðåçàòü íà ÷àñòè, 

èç êîòîðûõ ìîæíî ñëîæèòü êâàäðàò. 

Ïðè ýòîì êàæäàÿ èç ïîëîâèíîê èñ-

õîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàçðåæåòñÿ 

íà íåêîòîðûå ÷àñòè, èç êîòîðûõ 

ìîæíî ñëîæèòü èñõîäíûé ïðÿìî-

óãîëüíèê, à òàêæå è êâàäðàò (ðàñïî-

ëîæèâ èõ, êîíå÷íî, óæå äðóãèì ñïî-

ñîáîì). Åñëè æå íà ïåðâîì øàãå 

«óòîëùåíèÿ» èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëü-

íèêà ìû åù¸ íå äîñòèãíåì íóæíîãî 

íàì íåðàâåíñòâà 4 ,a b′ ′<  òî áóäåì 

ïîâòîðÿòü ýòó îïåðàöèþ «óòîëùå-

íèÿ» äî òåõ ïîð, ïîêà íåðàâåíñòâî 

íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, à äàëüøå 

ìîæíî áóäåò ðàçðåçàòü ýòîò âíîâü 

ïîëó÷åííûé ïðÿìîóãîëüíèê òàê, êàê 

ýòî äåëàëîñü â ñëó÷àå 2. 

Èòàê, íàìè óñòàíîâëåíî, ÷òî 

ðàâíîâåëèêèå ïðÿìîóãîëüíèê è 

êâàäðàò ðàâíîñîñòàâëåíû.  

Çàìå÷àíèå. Âûøå (ðèñ. 5) óñòà-

íîâëåíî, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê (ñ óñëî-

âèåì  < ≤ 4b a b ) ìîæíî ðàçðåçàòü  íà 

òðè ÷àñòè, èç êîòîðûõ ìîæíî ñëî-

æèòü êâàäðàò. Îäíàêî ýòî ðàçáèåíèå 

íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Ìîæíî, 

íàïðèìåð, ïðèâåñòè ïðèìåð íóæíîãî 

ðàçáèåíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêà íà ÷åòû-

ðå ÷àñòè (ðèñ. 6).   

Óïðàæíåíèå 1. Óáåäèòåñü, ÷òî 

ïîêàçàííîå íà ðèñ. 6 ïðåâðàùåíèå 

ïðÿìîóãîëüíèêà â êâàäðàò äåéñòâè-

òåëüíî ðåàëèçóåìî. 

Óïðàæíåíèå 2 (ëàáîðàòîðíàÿ 

ðàáîòà). Èñïîëüçóÿ ïëîòíóþ áóìàãó, 

ïðîäåëàéòå îïèñàííûå ïîñòðîåíèÿ è 

ðàçðåæüòå ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê 

íà ïÿòü ÷àñòåé, èç êîòîðûõ ìîæíî 

ñëîæèòü ïðÿìîóãîëüíèê, ïàðàëëåëî-

ãðàìì è êâàäðàò. 

Математика
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3

c

Ðèñ. 6 

5. Ñåé÷àñ ìû äîêàæåì òåîðåìó,
êîòîðàÿ óïîìèíàëàñü â íà÷àëå ñòà-
òüè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî å¸ äîêàçàëè 
íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà âåíãåð-
ñêèé ìàòåìàòèê, äðàìàòóðã è ïîýò 
Ôàðêàø Áîéÿè (1832), äðóã        
Ê.Ô. Ãàóññà, è ëþáèòåëü ìàòåìàòèêè 
Ïàóëü Ãåðâèí (ãîäîì ïîçæå), êîòî-
ðûé áûë ëåéòåíàíòîì ïåõîòíîãî 
ïîëêà ïðóññêîé àðìèè. Äîêàçàòåëü-

ñòâî Ôàðêàøà Áîéÿè (îí îòåö ßíî-
øà Áîéÿè, îäíîãî èç ñîçäàòåëåé íå-
åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè) áûëî äîâîëü-

íî ãðîìîçäêèì, à äîêàçàòåëüñòâî    

Ï. Ãåðâèíà ýëåãàíòíûì è ïðîñòûì, 

êîòîðîå è ïî ñåé äåíü èçëàãàåòñÿ â 
ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå.  

Òåîðåìà Áîéÿè − Ãåðâèíà.  Äâà 
ïðîñòûõ ìíîãîóãîëüíèêà  ðàâ-
íîâåëèêè òîãäà è òîëüêî òîãäà, 
êîãäà îíè ðàâíîñîñòàâëåíû. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî 
ïðîñòûì íàçûâàåòñÿ òàêîé ìíîãî-
óãîëüíèê, ãðàíèöà êîòîðîãî ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé îäíó çàìêíóòóþ ëî-
ìàíóþ ëèíèþ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé.  

Åñëè äâà ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíî-
ñîñòàâëåíû, òî îíè èìåþò îäèíàêî-
âûå ïëîùàäè. Äîêàçàòåëüñòâà òðå-
áóåò òîëüêî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå 
òåîðåìû.  

Ïóñòü  P è Q − äâà äàííûõ ðàâ-
íîâåëèêèõ ïðîñòûõ ìíîãîóãîëüíèêà. 
Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ñëå-
äóþùåì. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ìíî-
ãîóãîëüíèê Ð è ïîêàæåì, ÷òî åãî 
ìîæíî ðàçðåçàòü íà ÷àñòè, èç êîòî-
ðûõ ìîæíî ñëîæèòü êâàäðàò. Ýòî æå 
ñïðàâåäëèâî è äëÿ ìíîãîóãîëüíèêà 
Q. Ìû ïîëó÷èì äâà îäèíàêîâûõ 
êâàäðàòà (òàê êàê èõ ïëîùàäè ðàâ-

íû),  è êàæäûé  èç  íèõ  èìååò 

ñâîþ ñèñòåìó ðàçðåçîâ − îäíà äëÿ Ð, 

à äðóãàÿ äëÿ Q. Òåïåðü âîçüì¸ì 

òî÷íî òàêîé æå òðåòèé êâàäðàò è 

ïðîâåä¸ì îáå ñèñòåìû ðàçðåçîâ ñ 

ïåðâûõ äâóõ êâàäðàòîâ. Ðàçðåçàâ ïî 

ýòèì ëèíèÿì êâàäðàò, ìû ïîëó÷èì 
÷àñòè, èç êîòîðûõ ìîæíî ñîñòàâèòü 
êàê Ð, òàê è Q. 

P

Q

T4

T3

T2

T1

U1

U2

Ðèñ. 7 
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Ïðèñòóïèì ê ðåàëèçàöèè ýòîé 
èäåè. 

Ïðîâîäÿ ïîñëåäîâàòåëüíî âíóò-
ðåííèå äèàãîíàëè â ìíîãîóãîëüíè-
êàõ, ðàçðåæåì Ð íà òðåóãîëüíèêè 

Ò1, Ò2, … , Òn (íà ðèñ. 7 ïîêàçàíû 

ïðèìåðû íóæíûõ ðàçáèåíèé êàê äëÿ 
P, òàê è äëÿ Q), âñå âåðøèíû êîòî-
ðûõ ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ìíîãî-
óãîëüíèêà Ð. Ñäåëàåì ýòî òàê.  Ïðî-
âåä¸ì êàêóþ-ëèáî âíóòðåííþþ äèà-
ãîíàëü â ìíîãîóãîëüíèêå Ð (òàêàÿ 
ñóùåñòâóåò, íî ýòî òðåáóåò äîêàçà-
òåëüñòâà, êîòîðîå ìû çäåñü îïóñêà-
åì). Îíà ðàçîáü¸ò ìíîãîóãîëüíèê Ð 
íà äâà íîâûõ ïðîñòûõ ìíîãîóãîëü-
íèêà. Åñëè îíè íå òðåóãîëüíèêè, òî â 

êàæäîì èç íèõ ñíîâà ïðîâåä¸ì ïî 
îäíîé âíóòðåííåé äèàãîíàëè è ò. ä. 
ßñíî, ÷òî îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà ïðè-
âåä¸ò ê íåêîòîðîìó íóæíîìó ðàçáè-
åíèþ íà òðåóãîëüíèêè. Îäíàêî íóæ-
íî èìåòü â âèäó, ÷òî òàêàÿ òðèàíãó-
ëÿöèÿ (ðàçáèåíèå íà òðåóãîëüíèêè), 
âîîáùå ãîâîðÿ, íå åäèíñòâåííà. 
Ìîæíî, íàïðèìåð, âûáèðàòü íà 
êàæäîì øàãå ðàçëè÷íûå äèàãîíàëè.  

Ïî äîêàçàííîìó  âûøå  êàæäûé 

èç òðåóãîëüíèêîâ Ò1, Ò2, … , Òn 

ìîæíî ðàçðåçàòü íà ÷àñòè è ïîëó-
÷èòü èç íèõ íåêîòîðûå ïðÿìîóãîëü-

íèêè  R1,  R2 , … , Rn; îíè, òåì ñà-

ìûì, ðàâíîñîñòàâëåíû ñ Ò1, Ò2, …, Òn 

ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 8).

R1

R2

R3 R4

1

2

3
4

Ðèñ. 8 

Ïî äîêàçàííîìó âûøå êàæäûé 
èç ïîëó÷åííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ 

ðàâíîñîñòàâëåí  ñ êâàäðàòîì (ðèñ. 9); 

ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî êâàäðàòîâ S1,

S2, … , Sn.  

Ðèñ. 9 

Êâàäðàò S, ðàâíûé ïî ïëîùàäè 
ñóììå ïëîùàäåé âñåõ ýòèõ êâàä-
ðàòîâ, ðàâíîñîñòàâëåí ñ êâàäðàòà-

ìè S1, S2, … , Sn (ðèñ. 10). Ýòî ÿâ-
ëÿåòñÿ  ñëåäñòâèåì äîêàçàííîãî 
âûøå óòâåðæäåíèÿ î äâóõ êâàäðà-
òàõ; òàê, ïðèìåíÿÿ ýòîò ñïîñîá 

ðàçáèåíèÿ äâóõ êâàäðàòîâ (n−1) 
ðàç, ìû è ïîëó÷èì «ìàëåíüêèå» 
÷àñòè, èç êîòîðûõ ìîæíî ñëîæèòü 
îäèí «áîëüøîé» êâàäðàò. Òàêèì 
îáðàçîì, ìíîãîóãîëüíèê Ð ðàâíî-
ñîñòàâëåí ñ ðàâíîâåëèêèì åìó 
êâàäðàòîì S.  

5
6

1

4

3

2
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1 2 3 4

1  2 3  4
5 6

Ðèñ. 10

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî ñ ìíîãî-
óãîëüíèêîì Q, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îí 
ðàâíîñîñòàâëåí ñ ðàâíîâåëèêèì åìó 
êâàäðàòîì. Îáúåäèíÿÿ ýòè äâà ðàç-
áèåíèÿ êâàäðàòîâ â îäèí (ñì. íà÷àëî 
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû), çàêëþ÷à-
åì, ÷òî ðàâíîâåëèêèå ìíîãîó-
ãîëüíèêè  Ð è Q ðàâíîñîñòàâëåíû.  

Òåîðåìà Áîéÿè − Ãåðâèíà ïîëíî-
ñòüþ äîêàçàíà. 

Óïðàæíåíèå 3. Ïîñòðîéòå ðàç-
áèåíèå íà ìíîãîóãîëüíèêè äâóõ ïðà-
âèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, èç êîòîðûõ 
ìîæíî ñëîæèòü ïðàâèëüíûé òðå-

óãîëüíèê. 

Óïðàæíåíèå 4 (ëàáîðàòîðíàÿ 

ðàáîòà). Âîçüìèòå ïëîòíûé ëèñò áó-
ìàãè è íàðèñóéòå  ëþáûå òðè êâàä-
ðàòà. Äâàæäû ïðîäåëàéòå îïèñàííûå 
âûøå ðàçáèåíèÿ íà ìíîãîóãîëüíèêè. 
Èñïîëüçóÿ íîæíèöû, âûðåæüòå ïî-
ëó÷åííûå ÷àñòè è ïîïûòàéòåñü èç 

íèõ ñëîæèòü êâàäðàò.  

Óïðàæíåíèå 5. À. Äüþäåíè (ñì. 
[5]) ïîëó÷èë ýëåãàíòíîå ðàçáèåíèå 
ïðàâèëüíîãî âîñüìèóãîëüíèêà íà 
÷àñòè, èç êîòîðûõ ìîæíî ñëîæèòü 

êâàäðàò (ðèñ. 11). Îáîñíóéòå ýòó 
êîíñòðóêöèþ è ïîëó÷èòå îäíî èç 
âîçìîæíûõ ðàçáèåíèé íà ÷åòûðå 
÷àñòè, èç êîòîðûõ òàêæå ìîæíî 
ñëîæèòü êâàäðàò. 

Ðèñ. 11 

Óïðàæíåíèå 6. Ïîñòðîéòå ðàçáè-

åíèå ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà 

(ïÿòèóãîëüíèêà) íà øåñòü (ïÿòü) 

ìíîãîóãîëüíèêîâ, èç êîòîðûõ ìîæíî 

ñëîæèòü ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê. 

Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ðàçáèåíèå  íà 
ïÿòü (÷åòûðå) ÷àñòåé? 

Óïðàæíåíèå 7. Íà ðèñ. 12 ïîêà-
çàíî ðàçðåçàíèå øåñòèêîíå÷íîé 
çâåçäû (îíà ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíè-
åì äâóõ ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ) 
è ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê. Îíè 
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ðàâíîñîñòàâëåíû: çâåçäà íà ðèñ. 12 
ðàçðåçàíà íà ïÿòü ÷àñòåé, èç êîòî-
ðûõ    ñêîíñòðóèðîâàí   ïðàâèëüíûé 
òðåóãîëüíèê. Óáåäèòåñü â ïðàâèëü-
íîñòè ýòîãî ðàçáèåíèÿ.

Ðèñ. 12 

6. Ïîìèìî ðàññìîòðåííîãî íàìè
ìåòîäà ðàçðåçàíèÿ è ñêëàäûâàíèÿ 

÷àñòî èñïîëüçóþò è ìåòîä äîïîë-
íåíèÿ.  Îí ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû 
îäíîâðåìåííî äîïîëíèòü äâå ôèãóðû 
ðàâíûìè ÷àñòÿìè òàê, ÷òîáû â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷èëàñü îäíà è òà æå 
ôèãóðà (à íå ïûòàòüñÿ íàéòè ðàç-
ëîæåíèå ôèãóðû íà ÷àñòè è ïîòîì 
èç ýòèõ ÷àñòåé ñîáðàòü äðóãóþ ôè-
ãóðó, êàê ýòî áûëî â ìåòîäå ðàçëî-
æåíèÿ). Ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ    
(ðèñ. 13) ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîå äîêà-

çàòåëüñòâî ðàâíîâåëèêîñòè ïðÿìî-
óãîëüíèêà è ïàðàëëåëîãðàììà, èìå-
þùèõ îäèíàêîâûå îñíîâàíèÿ è âû-
ñîòû (è ôîðìóëû äëÿ èõ âû÷èñëå-
íèÿ). Îíè äîïîëíÿþòñÿ ðàâíûìè 
òðåóãîëüíèêàìè, è â ðåçóëüòàòå ïî-
ëó÷àþòñÿ ðàâíûå òðàïåöèè.  Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïðÿìîóãîëüíèê è ïàðàë-
ëåëîãðàìì ðàâíîâåëèêè. 

Ðèñ. 13 

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ìîæíî 
ïîëó÷èòü îäíî èç äðåâíèõ äîêàçà-
òåëüñòâ òåîðåìû Ïèôàãîðà. Ïîñòðî-
èì êâàäðàòû íà êàòåòàõ è ãèïîòåíó-
çå. Äîïîëíèì îäíèìè è òåìè æå 
òðåóãîëüíèêàìè êâàäðàò ñî ñòîðî-
íîé, ðàâíîé äëèíå ãèïîòåíóçû, è äâà 
êâàäðàòà, ïîñòðîåííûå íà êàòåòàõ, 
êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 14. Â ðåçóëüòà-
òå ïîëó÷àòñÿ äâà ðàâíûõ êâàäðàòà. 

II

I

III

I

1 2

4 3

II

III
1

3

4

2

Ðèñ. 14

Óïðàæíåíèå 8. Èñïîëüçóÿ ðè-
ñóíîê 15, ìåòîäîì äîïîëíåíèÿ ïîëó-

÷èòå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû êîñèíóñîâ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî 

äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè ïîñ÷èòàòü 
ïëîùàäü «îêàéìëÿþùåãî» øåñòèó-
ãîëüíèêà. Êàêèå ðàçëè÷íûå ôèãóðû 

çäåñü äîïîëíÿþòñÿ äî îäíîé ôèãóðû? 
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c

c

a

a

b

b
2

2

C- cosab C

Ðèñ. 15 

Óïðàæíåíèå 9. Äîêàæèòå, ÷òî 
îòíîøåíèå ðàâíîñîñòàâëåííîñòè

(ðàâíîäîïîëíÿåìîñòè) ìíîãîóãîëüíè-
êîâ ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì. Òî åñòü, 
åñëè ìíîãîóãîëüíèê Ð ðàâíîñîñòàâ-
ëåí ñ ìíîãîóãîëüíèêîì Q, a Q, â 
ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñîñòàâëåí ñ ìíî-
ãîóãîëüíèêîì R, òî P ðàâíîñîñòàâ-
ëåí ñ R. Èëëþñòðàöèåé ê äîêàçà-
òåëüñòâó ìîæåò ñëóæèòü ðèñ. 16. 

1

2

3

4

5

P Q

1

2

3

4

5

Q

1

2

4

3 5

R

1

2

3

4

5

Ðèñ. 16 

Óïðàæíåíèå 10. Äîêàçàòü,  ÷òî 

òåîðåìà Áîéÿè − Ãåðâèíà âåðíà, åñ-
ëè â å¸ ôîðìóëèðîâêå ñâîéñòâî ðàâ-
íîñîñòàâëåííîñòè çàìåíèòü ñâîé-
ñòâîì ðàâíîäîïîëíÿåìîñòè. 

7. Ñôîðìóëèðóåì äâà ïðîåêòà,
êîòîðûå ìîãóò ñòàòü íà÷àëîì ñàìî-
ñòîÿòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ. 

Èññëåäîâàòåëüñêèé ïðîåêò 1. Â

äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîé òåîðåìû 
ìû èñïîëüçîâàëè òîò ôàêò, ÷òî ëþ-
áîé ïëîñêèé ïðîñòîé ìíîãîóãîëüíèê 
îáëàäàåò âíóòðåííåé äèàãîíàëüþ. 

Äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ ýòî óæå íå 
òàê. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì äâà ïðà-

âèëüíûõ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ è À′B′C′, 
êîòîðûå ðàñïîëîæåíû â ïàðàëëåëü-
íûõ ïëîñêîñòÿõ, è âòîðîé èç íèõ â 
ñâîåé ïëîñêîñòè ïîâåðíóò îòíîñè-
òåëüíî  ëèíèè  öåíòðîâ  (ïåðåíäè-
êóëÿðà ê ïëîñêîñòÿì, ñîäåðæàùèì 
öåíòðû òðåóãîëüíèêîâ) íà óãîë â 

30°. Òîãäà ìíîãîãðàííèê ñ øåñòüþ 

âåðøèíàìè À, Â, Ñ, A′, B′, C′, äâåíà-

äöàòüþ ð¸áðàìè ÀÂ, ÂÑ, ÑÀ, À′Â′, 

B′Ñ′, Ñ′À′, ÀÀ′, BB′, ÑÑ′, ÀÂ′, BÑ′, 

ÑÀ′  è âîñüìüþ òðåóãîëüíûìè ãðà-

íÿìè ABC, A′B′C′, AA′C, CC′B, BB′A, 

AA′B′, BB′C′, CC′A′ íå èìååò íè îä-
íîé âíóòðåííåé äèàãîíàëè. Óáåäè-
òåñü â ýòîì ñàìîñòîÿòåëüíî. 

Èìåþòñÿ è äðóãèå ïðèìåðû òà-
êèõ ìíîãîãðàííèêîâ, ó êîòîðûõ âñå 
äèàãîíàëè èëè èõ ÷àñòè ðàñïîëîæå-
íû âíå ìíîãîãðàííèêà.  

Öåëü ïðîåêòà − èçó÷èòü âåñü 
êëàññ òàêèõ ìíîãîãðàííèêîâ è äàòü 
êàêèå-òî åãî õàðàêòåðèñòèêè. Ñíà-
÷àëà ïîïðîáóéòå ïîñòðîèòü íåêîòî-
ðûå ïðèìåðû. Íåïëîõî áûëî áû äî-

êàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî n, n ≥ 6, ñó-
ùåñòâóåò ìíîãîãðàííèê ñ n âåðøè-
íàìè è áåç âíóòðåííèõ äèàãîíàëåé. 

Èññëåäîâàòåëüñêèé ïðîåêò 2. 

Ñîñòàâèòü àëãîðèòì è íà åãî îñíîâå 

íàïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ (â òîé 

èëè èíîé êîìïüþòåðíîé òåõíîëîãè-

÷åñêîé ñðåäå) ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü 

ðàçáèåíèå îäíîãî ìíîãîóãîëüíèêà íà 

÷àñòè, èç êîòîðûõ ìîæíî ñîñòàâèòü 

äðóãîé ìíîãîóãîëüíèê. Ýòî íå áåçíà-

ä¸æíàÿ çàäà÷à, òàê êàê ñàìî äîêà-

çàòåëüñòâî òåîðåìû Áîéÿè − Ãåðâè-

íà íîñèò êîíñòðóêòèâíûé õàðàêòåð. 

Åñëè ïðè ýòîì óäàëîñü áû êàê-òî 
ïîçàáîòèòüñÿ î ðàçáèåíèÿõ íà 
íàèìåíüøåå ÷èñëî ÷àñòåé (õîòÿ áû â 
êàêèõ-òî êëàññàõ ìíîãîóãîëüíèêîâ), 

òî áûëî áû ïðîñòî çàìå÷àòåëüíî.  
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Самое большое простое число
Как известно, простыми называют натуральные числа, большие единицы, 

не имеющие других делителей, кроме самого себя и единицы. Поиском таких 
чисел издавна занимаются многие исследователи (хотя, казалось бы, какая от 
них польза!). Один из рекордов поставил в своё время Леонард Эйлер, найдя 
простое число 231 - 1 = 2 147 483 647.

Строго говоря, название данной заметки является неправильным, так как 
речь идёт о самом большом из известных простых чисел, и возможно, пока 
вы читаете эти строки, найдено ещё большее простое число. Максимально-
го же простого числа не существует вообще! Первое доказательство этого 
принадлежит древнегреческому математику Евклиду, жившему около 300 г. 
до н. э. Суть его в следующем. Предположим, что мы нашли самое большое 
простое число. Перемножим все известные простые числа и прибавим к про-
изведению 1. Полученное число (большее «нашего») будет простым, т. к. при 
делении на любое число результат не будет целым, в остатке всегда будет 1. 
Если то же самое сделать применительно к новому «наибольшему» простому 
числу, то также получим ещё большее простое число и т. д. Не правда ли, 
изящно?

Наибольшим известным простым числом по состоянию на февраль 2012 
года является 243112609 - 1. Оно содержит 12 978 189 цифр. Его нашли в США 
23 августа 2008 года на математическом факультете университета UCLA 
в рамках проекта по распределённому поиску простых чисел Мерсенна - 
GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Research). 

Кстати, Фонд электронного фронтира (Electronic Frontier Foundation, 
EFF) выплачивал денежные призы за нахождение простых чисел из 1 млн и         
10 млн цифр. А за открытие простого числа, состоящего из 100 миллионов 
цифр, объявлена награда в 150 тысяч долларов…

Кандидат технических наук Д.М. Златопольский.
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