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Пятнадцать девятнадцатых. 
Задачи на целые числа в вариантах 

ЕГЭ – 2020 
 
Тематика последних (девятнаP

дцатых) задач в вариантах 2020 года 

достаточно разнообразна, интересна 

и поучительна. Это хорошо. Но, к 

сожалению, диапазон сложности 

этих задач тоже очень широк.  

Начнём с двух задач из варианP

тов досрочного экзамена. ИзPза эпиP

демии он не проводился, но варианты 

ведь были подготовлены, и в середиP

не апреля на сайте ФИПИ они были 

выложены с ответами и решениями 

для ознакомления и тренировки. 

19.1. В течение n дней каждый 

день на доску записывают натуP

ральные числа, каждое из которых 

меньше 6. При этом каждый день 

(кроме первого) сумма чисел, запиP

санных на доску в этот день, больше, 

а количество меньше, чем в предыP

дущий день. 

а) Может ли n быть больше 5? 

б) Может ли среднее арифметиP

ческое чисел, записанных в первый 

день, быть меньше 3, а среднее 

арифметическое всех чисел, запиP

санных за все дни, быть больше 4? 

в) Известно, что сумма чисел, 

записанных в первый день, равна 6. 

Какое наибольшее значение может 

принимать сумма всех чисел, 

записанных за все дни? 

Решение. а) Число дней может 

быть больше не только 5, но и любого 

наперёд заданного числа. Например, 

в первый день напишем 2k единиц, во 

второй: ( )2 1k − единиц и одну тройку. 

Количество чисел на одно уменьшиP

лось, а их сумма увеличилась на едиP

ницу. В третий день напишем ( )2 2k −  

единиц и две тройки… В ( )1k +  день 

единиц не останется, а будут написаP

ны k троек. И процесс может ещё каP

коеPто время продолжаться. НаприP

мер, написать вместо трёх троек – 

две пятёрки. Наверняка можно приP

вести и другие алгоритмы. 

б) Да, это возможно. 

Приведём сначала пример (этого 

достаточно), а потом объясним, как 

он придумывался. В первый день 

написаны 11 чисел: десять троек и 

одна двойка,  во второй – шесть четP

вёрок и четыре пятерки, в третий – 
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девять пятёрок. Сумма всех тридцаP

ти чисел равна 121, их среднее 

арифметическое равно
121 1

4
30 30

= . 

Рассуждать можно так: пусть в 

первый день на доске записаны 

( )1k +  чисел, чья сумма равна 

( )3 2 ,k +  если во второй день записать 

k пятёрок, среднее арифметическое 

всех записанных чисел будет меньше, 

чем 4. Чтобы превысить это значение, 

среди всех написанных чисел должно 

быть не менее, чем 3k +  пятёрок. 

Заметив, что 6 четвёрок можно 

«заменить» на 5 пятёрок, начинаем 

действовать. Во второй день 

записываем 6 четвёрок и ( )6k −   

пятёрок, а в третий день: ( )1k −   

пятёрок. Для общего количества пяP

тёрок должно выполняться неравенP

ство ( )6k − + ( )1 3k k− ≥ + 10.k ≥  

А пример для 10k =  нами уже 

приведён. 

в) Пусть в первый день записано 

6 единиц. Дело в том, что, если сущеP

ствует вариант получения наибольP

шей суммы всех чисел, записанных 

за все дни, мы получим тот же реP

зультат, скопировав из него все наP

боры чисел, начиная со второго дня. 

 Так как количества чисел, напиP

санных ежедневно, уменьшается с 

каждым днём, больше шести дней 

процесс не продлится. Но и 6 дней он 

не продлится, так как в последний 

шестой день должно остаться единP

ственное число, а оно, по условию, не 

больше, чем 5, то есть меньше, чем 

сумма чисел, написанных в первый 

день.  Рассмотрим другие варианты. 

Если 5,n =  то в последний день заP

писаны два числа, их максимальная 

сумма равна 10, а сумма всех чисел, 

записанных за все дни не больше, 

чем 10 9 8 7 6 40.+ + + + =  

Если 4,n =  то в последний день 

записаны три числа, их максимальP

ная сумма равна 15, а сумма всех 

чисел, записанных за все дни, не 

больше, чем 15 14 13 6 48.+ + + =  

Если 3,n =  то в последний день 

записаны 4 числа, их максимальная 

сумма равна 20, а сумма всех чисел, 

записанных за все дни, не больше, 

чем 20 19 6 45.+ + =  

Если 2,n =  то в последний день 

записаны 5 чисел, их максимальная 

сумма равна 25, а сумма всех чисел, 

записанных за все дни, не больше, 

чем 25 6 31.+ =  

Покажем, как получить сумму 48 

для 4:n =  

( )1 1 1 1 1 1+ + + + + + ( )5 5 1 1 1+ + + + +

( )5 5 2 2+ + + + + ( )5 5 5 48.+ + =  

Ответ: а) да; б) да; в) 48. 

Из второго варианта досрочного 
экзамена: 

19.2. В течение n дней каждый 

день на доску записывают натуP

ральные числа, каждое из которых 

меньше 6. При этом каждый день 

(кроме первого) сумма чисел, запиP

санных на доску в этот день, больше, 

а количество меньше, чем в предыP

дущий день. 

а) Может ли n быть больше 5? 

б) Может ли среднее арифметиP

ческое чисел, записанных в первый 

день, быть меньше 2, а среднее 

арифметическое всех чисел, запиP

санных за все дни, быть больше 4? 

в) Известно, что сумма чисел, 

записанных в первый день, равна 5. 

Какое наибольшее значение может 

принимать сумма всех чисел, запиP

санных за все дни? 

Ответ: а) да; б) да; в) 34. 

Математика
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На фоне большинства задач, усP

ловия которых появились к концу 10 

июля, следующая выделялась 

сложностью третьего пункта: 

19.3. Дальний Восток и СанктE
Петербург (полное совпадение усE
ловий). 

На доске написано несколько 

различных натуральных чисел. Эти 

числа разбили на три группы, в каP

ждой из которых оказалось хотя бы 

одно число. К каждому числу из 

первой группы справа приписали 

цифру 6, к каждому числу из второй 

группы справа приписали цифру 9, а 

числа третьей группы оставили без 

изменений. 

а) Могла ли сумма всех этих чиP

сел увеличиться в 9 раз? 

б) Может ли сумма всех этих чиP

сел увеличиться в 19 раз? 

в) В какое наибольшее число раз 

могла увеличиться сумма всех этих 

чисел? 

Решение.  

а) Да, это возможно. Можно приP

вести много примеров. Вот один из 

них. На доске написаны числа 12, 13 

и 5. Их сумма равна 30, а сумма чиP

сел 126, 139 и 5 равна 270. Как он поP

лучен? Предположим, что на доске 

всего три числа: a, b и c. После приP

писываний цифр справа, получаем 

10 6,a + 10 9b + и с.  

Составляем уравнение 

( ) ( ) ( )10 6 10 9 9a b с a b c+ + + + = + +
15 8 .a b c+ + =  Берём, например, 

5,c =  тогда 25.а b+ =  Разумеется, в 

ответе достаточно привести три 

числа, и показать, что для них выP

полняются условия первого пункта. 

б) Пусть в первой группе m чиP

сел, и их сумма равна А. Во второй 

группе – n чисел, их сумма равна В, 

а в третьей группе – k чисел, их 

сумма равна С. Для первоначальных 

и окончательных сумм, написанных 

на доске чисел, получаем уравнение 

( ) ( ) ( )10 6 10 9 19А m B n C A B C+ + + + = + +
6 9 9 9 18 .m n A B C+ = + +  Но сумма 

чисел не может быть меньше их коP

личества, поэтому 6 6 9 ,m А A≤ <  

9 9 ,n B≤  18 18 18.C k≥ ≥  СледоваP

тельно, соотношение 6 9m n+ =  

9 9 18A B C= + + не может выполнитьP

ся. Ответ в пункте б) – нет. 

в) Нас просят найти наибольшее 

значение отношения 

10 6 10 9
.

А m B n С
Q

A B C

+ + + +=
+ +

 

Сначала стандартное преобразоP

вание: 
10 6 10 9А m B n С

Q
A B C

+ + + +=
+ +

=

6 9 9
10 .

m n С

A B C

+ −= +
+ +

 

Теперь немного рассуждений. 

Предположим, что на доске выписаP

ны именно те числа, при которых 

достигается наибольшее значение Q, 

и они какPто распределены по трём 

группам. Но если мы оставим в перP

вой группе одно любое число, а осP

тальные переведём во вторую групP

пу, числитель увеличится, а знамеP

натель не изменится. Далее, если мы 

оставим в третьей группе одно самое 

маленькое из находящихся в ней 

чисел, а остальные перенесём во 

вторую, то числитель опять увелиP

чится, а знаменатель не изменится. 

Значит, отношение Q будет наиP

большим, если 1,m k= =  а всего чиP

сел на доске 2.n +  С учётом всего 

этого уточняем выражение для Q: 

6 9 9
10 .

n С
Q

A B C

+ −= +
+ +

  

Оценим эту величину с учётом 

того, что числитель 6 9 9n С+ − ≤

Математика
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6 9 9n≤ + − 9 3,n= −  а знаменатель

( )1 2 ... 2nA B C + ++ ++ +≥
( )( )3 2

  .
2

n n+
=

+
 

Тогда 
( )

( )( )max

2 9 3
10 .

3 2

n
Q

n n

−
≤ +

+ +
 

Осталось выяснить, при каком знаP

чении n максимум правой части этоP

го неравенства достигается. Можно 

вычислить производную: 

( )
( )

( ) ( )

2

2 2

6 3 2 23
.

3 2

n n
Q n

n n

− − −
′ =

+ +
 

( )3 0Q′ > , а ( )4 0,Q′ <  поэтому 

наибольшее значение Q принимает в 

одной из этих точек. 

Сравниваем: 

( ) ( ) 4
3 11,6 4 11 .

7
Q Q= > =  Получается, 

что max 11,6,Q =  а достигается это 

значение для чисел 1, 2, 3, 4 и 5, коP

торые преобразуются в числа 1, 29, 

39, 49 и 56, причём их сумма равна 

174 11,6 15.= ⋅   

Ответ: а) да; б) нет; в) в 11, 6 раза. 

Предположим, что на экзамене у 

сидящего перед вами «олимпиадниP

ка» в варианте встретилась задача 

19.3, а у вас – 19.4 (вполне возможно, 

что у вас обоих 19.3). Зрение у вас 

хорошее. Адаптировать готовое реP

шение не составит тогда никакого 

труда. Что же нереального в этой 

ситуации? Случаи с одинаковыми 

задачами не редкость, а вот чтобы 

сосед был толковый, с этим напряP

жёнка. 

19.4. На доске написано нескольP

ко различных натуральных чисел. 

Эти числа разбили на три группы, в 

каждой из которых оказалось хотя 

бы одно число. К каждому числу из 

первой группы справа приписали 

цифру 1, к каждому числу из второй 

группы справа приписали цифру 6, а 

числа третьей группы оставили без 

изменений. 

а) Могла ли сумма всех этих чиP

сел увеличиться в 6 раз? 

б) Может ли сумма всех этих чиP

сел увеличиться в 16 раз? 

в) в какое наибольшее число раз 

могла увеличиться сумма всех этих 

чисел? 

Решение.  

а) Да, это возможно. Можно приP

вести много примеров. Вот один из 

них. На доске написаны числа 3, 4 и 

7. Их сумма равна 14, а сумма чисел 

31, 46 и 7 равна 84, что как раз в 6 

раз больше первоначальной суммы. 

б) Пусть в первой группе m чиP

сел, и их сумма равна А. Во второй 

группе – n чисел, их сумма равна В, 

а в третьей группе – k чисел, их 

сумма равна С. Для первоначальных 

и окончательных сумм, написанных 

на доске чисел, получаем уравнение 

( ) ( ) ( )10 10 6 16А m B n C A B C+ + + + = + +
6 6 6 15 .m n A B C+ = + + Но сумма 

чисел не может быть меньше их коP

личества, поэтому 6 ,m А A≤ <  

6 6 ,n B≤  15 15 15.C k≥ ≥  СледоваP

тельно, соотношение 6m n+ =
6 6 15A B C= + +  не может выполнитьP

ся. Ответ в пункте б) – нет. 

в) Требуется найти наибольшее 

значение отношения 

10 10 6
.

А m B n С
Q

A B C

+ + + +=
+ +

 

Преобразуем к более удобному 

виду: 
10 10 6А m B n С

Q
A B C

+ + + +=
+ +

=

6 9
10 .

m n С

A B C

+ −= +
+ +

 

Теперь повторяем рассуждения 

из предыдущего решения. ПредпоP

ложим, что на доске выписаны 

Математика
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именно те числа, при которых достиP

гается наибольшее значение Q, и они 

какPто распределены по трём групP

пам. Но если мы оставим в первой 

группе одно любое число, а остальP

ные переведём во вторую группу, 

числитель увеличится, а знаменаP

тель не изменится. Далее, если мы 

оставим в третьей группе одно самое 

маленькое из находящихся в ней 

чисел, а остальные перенесём во 

вторую, то числитель опять увелиP

чится, а знаменатель не изменится. 

Значит, отношение Q будет наиP

большим, если 1,m k= =   а всего чиP

сел на доске 2.n +  С учётом всего 

этого уточняем выражение для Q:  

1 6 9
10 .

n С
Q

A B C

+ −= +
+ +

 

Оценим эту величину с учётом 

того, что числитель 1 6 9n С+ − ≤
1 6 9n≤ + − 1 6 9n≤ + − 6 8,n= −  а знаP

менатель ( )1 2 ... 2B C nA + + + + + +≥ =

( )( )3 2
  .

2

n n +
=

+
 

Тогда 
( )

( )( )max

2 6 8
10 .

3 2

n
Q

n n

−
≤ +

+ +
 

Осталось выяснить, при каком знаP

чении n достигается максимум праP

вой части этого неравенства. Можно 

вычислить производную:  

( )
( )

( ) ( )

2

2 2

4 3 4 28
.

3 2

n n
Q n

n n

− − −
′ =

+ +
 

( )4 0,Q′ >  а ( )5 0,Q′ <  поэтому 

наибольшее значение Q принимает в 

одной из этих точек. 

Сравниваем: 

( ) ( )11 16
5 10 4 10 .

14 21
Q Q= > =  ПолучаетP

ся, что max

11
10 ,

14
Q =  а достигается 

это значение для чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6 

и 7, которые преобразуются в числа 

1, 26, 36, 46, 56, 66 и 71, причём их 

сумма равна 
11

302 10 28.
14

= ⋅  

Можно действовать иначе, не 

вычисляя производную.  

Рассмотрим разность 

( ) ( )1Q n Q n+ − =

( )
( )( )

( )
( )( )

2 6 2 2 6 8

4 3 3 2

n n

n n n n

− −
= −

+ + + +
=

( )
( )( )( )

4 14 3
.

4 3 2

n

n n n

−
=

+ + +
 

Значит, ( ) ( )1 0,Q n Q n+ − >  при 

4n ≤  и ( ) ( )1 0,Q n Q n+ − <  при 5.n ≥  

Таким образом, ( )max

11
5 10 .

14
Q Q= =  

Ответ: а) да; б) нет; в) в
11

10
14

 

раза. 
А вот следующая задача, слуP

чайно встретившаяся мне на одном 

из форумов, малоизвестна. Её услоP

вие больше нигде не воспроизводиP

лось, решение не приводилось, и, 

естественно, не обсуждалось. Она 

отличается от двух предыдущих 

третьим вопросом. 

19.5. На доске написано нескольP

ко различных натуральных чисел. 

Эти числа разбили на три группы, в 

каждой из которых оказалось хотя 

бы одно число. К каждому числу из 

первой группы справа приписали 

цифру 5, к каждому числу из второй 

группы справа приписали цифру 9, а 

числа третьей группы оставили без 

изменений. 

а) Могла ли сумма всех этих чиP

сел увеличиться в 2 раза? 

б) Может ли сумма всех этих чиP

сел увеличиться в 19 раз? 

в) Какое наибольшее количество 

чисел может быть написано на досP

Математика
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ке, чтобы сумма получившихся чиP

сел была в 11 раз больше суммы изP

начальных чисел? 

Решение. 
Привычно получив ответы «да» и 

«нет», переходим к третьему вопросу.  

в) Если бы мы, как в предыдущих 

задачах, искали ответ на вопрос, в 

какое наибольшее число раз могла 

увеличиться сумма всех этих чисел, 

то сначала получили бы выражение 

10 5 10 9А m B n С
Q

A B C

+ + + += =
+ +

5 9 9
10

m n С

A B C

+ −= +
+ +

, затем оценку

( )
( )( )max

2 9 4
10 .

3 2

n
Q

n n

−
≤ +

+ +
 

В результате пришли бы к тому, 

что ( )max

8
3 11 .

15
Q Q= =  Достигается 

же это значение для чисел 1, 2, 3, 4 и 

5, которые преобразуются в числа 1, 

25, 39, 49 и 59, причём их сумма равP

на 
8

173 11 15.
15

= ⋅  

Все эти действия стали такими 

привычными! А нам теперь надо исP

кать ответ на другой вопрос, помоP

жет ли нам опыт решения предыP

дущих задач? Видимо, начать надо 

вот с этого соотношения: 

( ) ( ) ( )10 5 10 9 11А m B n C A B C+ + + + = + +
  5 9 10 .m n A B C+ = + +  

Рассказывать (письменно) о том, 

как проходили дальнейшие поиски 

решения, не такPто просто. Но этого 

и не требуется при оформлении раP

боты. Я просто сначала приведу 

пример, какие 13 чисел надо напиP

сать на доске, и как из них получить 

числа с суммой в 11 раз больше сумP

мы изначальных чисел. А потом доP

кажу, что для большего, чем 13, коP

личества чисел, это невозможно. 

Числа 1, 2, 3, …,12, 13 (их сумма 

равна 91) преобразуются в числа 1, 

25, 35, 49, …, 139 (их сумма равна 

1001). Это как раз то, к чему мы 

стремились: 
1001

11.
91

=  

Пример с 13 числами приведён. 

Покажем, что это количество чисел 

максимально, что при 14,m n k+ + ≥  

10 5 10 9А m B n С
Q

A B C

+ + + += =
+ +

5 9 9
10

m n С

A B C

+ −= +
+ +

11.<  

Уже объяснялось, что отношение 

Q будет наибольшим, если 1,m k= =  

а всего чисел на доске 2.n +  С учёP

том всего этого получаем  

5 9 9
10 , 12.

n С
Q n

A B C

+ −≤ + ≥
+ +

 

Оценим эту величину с учётом 

того, что числитель 5 9 9n С+ − ≤
5 9 9n≤ + − 9 4,n= −  а знаменатель 

( )1 2 ... 2B C nA + + + + + +≥ =

( )( )3 2
  .

2

n n +
=

+
 

Тогда  
5 9 9

10
n С

Q
A B C

+ −≤ + ≤
+ +

 

( )( )
18 8

10 .
3 2

n

n n

−≤ +
+ +

 

Покажем, что 
( )

( )( )
2 9 4

10 11
3 2

n

n n

−
+ <

+ +
 

при всех 12.n ≥  

( )
( )( )

( )
( )( )

2 9 4 2 9 4
10 11 1

3 2 3 2

n n

n n n n

− −
+ < ⇔ < ⇔

+ + + +
 

⇔ 2
13 14 0n n− + > 13 113

.
2

n
+>  

Так как 
13 113 13 121

12
2 2

+ +< =  

12.n ≥  

Ответ: а) да; б) нет; в) 13. 
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19.6. Сибирь. 
На доске записаны несколько 

различных натуральных чисел, в 

записи которых есть только цифры 2 

и 7 (число может состоять из одинаP

ковых цифр). 

а) Может ли сумма этих чисел 

быть равной 81? 

б) Может ли сумма этих чисел 

быть равной 197? 

в) Какое наименьшее количество 

чисел может быть записано на доске, 

если их сумма равна 2099? 

Решение.  

а) Да, может: 2+7+72=81. 

б) Рассмотрим все числа, меньP

шие, чем 197, в десятичной записи 

которых есть только цифры 2 и 7: 2, 

7, 22, 27, 72, 77. Их сумма равна 207, 

что на 10 превышает нужное нам 

число. Среди перечисленных чисел 

нет числа 10, нет также чисел, чья 

сумма равна 10. Поэтому сумма чиP

сел, написанных на доске, не может 

равняться 197. 

в) Хороший вопрос. Тут надо обP

ратить внимание на то, что все чисP

ла, написанные на доске, дают остаP

ток 2 при делении на 5, а их сумма, 

равная 2099, – остаток 4. СледоваP

тельно, чтобы получить в сумме таP

кой остаток, чисел должно быть два, 

семь, двенадцать, семнадцать и так 

далее.  

Рассмотрим все числа, меньшие, 

чем 2099, в десятичной записи котоP

рых есть только цифры 2 и 7: 2, 7, 22, 

27, 72, 77, 222, 227, 272, 277, 722, 727, 

777. Два самых больших из этих чиP

сел дают в сумме лишь 1504. А для 

семи слагаемых нужную сумм полуP

чить удаётся: 

2+22+72+227+277+727+772=2099. 

Ответ: а) да; б) нет; в) 7. 
Комментарий. А как подбирать 

нужные числа в последнем пункте? 

Здесь кто как сумеет. Начинаем 

прикидывать. Наверняка после втоP

рой, или третьей итерации, полуP

чится сумма, отличающаяся от нужP

ной на не очень большое число, 

кратное 5. Тогда, заменяя какуюP

нибудь последнюю цифру 7 на 2, мы 

уменьшаем сумму на 5, а заменяя 2 

на 7 – увеличиваем на 5. И так поP

ступаем нужное количество раз. 
19.7. Пермь. 
На доске записаны несколько 

различных натуральных чисел, в 

записи которых есть только цифры 3 

и 8 (число может состоять из одинаP

ковых цифр). 

а) Может ли сумма этих чисел 

быть равной 94? 

б) Может ли сумма этих чисел 

быть равной 248? 

в) Какое наименьшее количество 

чисел может быть записано на доске, 

если их сумма равна 2659? 

Решение.  

а) Да, может: 3+8+83=94. 

б) Рассмотрим все числа, меньP

шие, чем 248, в десятичной записи 

которых есть только цифры 3 и 8: 3, 

8, 33, 38, 83, 88. Их сумма равна 253, 

что на 5 превышает нужное нам 

число. Среди перечисленных чисел 

нет числа 5, нет также чисел, чья 

сумма равна 5. Поэтому сумма чиP

сел, написанных на доске, не может 

равняться 248. 

в) Зная решение предыдущей 

задачи, обратим внимание на то, что 

все числа, написанные на доске, даP

ют остаток 3 при делении на 5, а их 

сумма, равная 2659, – остаток 4. 

Следовательно, чтобы получить в 

сумме такой остаток, чисел должно 

быть три, восемь, тринадцать, воP

семнадцать и так далее.  

Рассмотрим все числа, меньшие, 

чем 2659, в десятичной записи котоP
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рых есть только цифры 3 и 8: 3, 8, 33, 

38, 83, 88, 333, 338, 383, 388, 833, 838, 

883, 888. Три самых больших из этих 

чисел дают в сумме лишь 2609. А 

для восьми слагаемых нужную сумм 

получить удаётся: 

3+33+38+88+383+388+838+888=2659. 

Ответ: а) да; б) нет; в) 8. 
19.8. Адыгея. 
На доске записаны несколько 

различных натуральных чисел, каP

ждое из которых делится на 3 и 

оканчивается на 8. 

а) Может ли сумма этих чисел 

быть равной 264? 

б) Может ли сумма этих чисел 

быть равной 360? 

в) Какое наибольшее количество 

чисел может быть записано на доске, 

если их сумма равна 1278? 

Решение.  

а) Да, может: 18+48+198=264. 

б) Нет, не может. Чтобы, складыP

вая числа, оканчивающиеся на 8, 

получить сумму, оканчивающуюся 

на 0, надо взять кратное пяти число 

слагаемых. Но уже сумма пяти саP

мых маленьких чисел рассматриP

ваемого вида превосходит требуеP

мый результат: 

18+48+78+108+138=390. 

в) Чтобы получить сумму, оканP

чивающуюся на 8, надо взять или 

одно слагаемое, равное 1278 (оно деP

лится на 3 и оканчивается на 8), или 

6, или 11... Но уже сумма десяти саP

мых маленьких чисел рассматриP

ваемого вида равна 1530. СледоваP

тельно, слагаемых не больше шести. 

Приведём пример того, что это осуP

ществимо. Воспользуемся тем, что 

18+48+78+108+138=390, тогда 

18+48+78+108+138+888=1278. Все 

шесть слагаемых делятся на 3 и 

оканчиваются на 8. Можно привести 

много и других примеров. 

Ответ: а) да; б) нет; в) 6. 

19.9. Краснодар. Вариант 313. 
На доске записаны несколько 

различных натуральных чисел, каP

ждое из которых делится на 3 и 

оканчивается на 6. 

а) Может ли сумма этих чисел 

быть равной 198? 

б) Может ли сумма этих чисел 

быть равной 270? 

в) Какое наибольшее количество 

чисел может быть записано на доске, 

если их сумма равна 1518? 

Ответ: а) да; б) нет; в) 8. 
Задачи 19.6 – 19.9 очень похожи 

на те, что были широко представлеP

ны (наряду с другими типами задач) 

на ЕГЭ в 2017 году. Возможно, что 

изPза этих задач об экзамене того 

года по горячим следам говорили, 

как о «неприлично простом». ПодP

робный разбор последних заданий 

есть в статьях «Путь успеху на ЕГЭ 
по математике» («Потенциал», 

МФИ, №04, 2017) и «Вспоминая ЕГЭ 
– 2017. Задача 19» («Потенциал», 

МФИ, №01P02, 2018). То, что в них 

обсуждалось, актуально и сейчас. 

Вот одна из тех задач (для сравнеP

ния с рассмотренными выше): 

19.10. (ЕГЭ – 2017). 
На доске написано 38 различных 

натуральных чисел, каждое из котоP

рых либо чётное, либо его десятичP

ная запись оканчивается на цифру 5. 

Сумма написанных чисел равна 

1255. 

а) Может ли на доске быть ровно 

31чётное число? 

б) Могут ли ровно три числа на 

доске оканчиваться на 5? 

в) Какое наименьшее количество 

чисел, оканчивающихся на 5, может 

быть записано на доске? 

Ответ: а) да; б) нет; в) 5. 
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19.11. Москва. 
На доске написаны n единиц, 

между некоторыми из них поставиP

ли знаки «+» и посчитали сумму. 

Например, если изначально было 

написано 12 единиц ( 12n = ), то могла 

получиться, например, такая сумма: 

1 11 11 111 11 1 1 147.+ + + + + + =  

а) Могла ли сумма равняться 150, 

если 60?n =  

б) Могла ли сумма равняться 150, 

если 80?n =  

в) Чему могло равняться n, если 

полученная сумма чисел равна 150? 

Решение. 
а) Да, например, 10 раз по 11 и 40 

раз по 1. Объяснений, как к этому 

пришли, не требуется. Достаточно 

просто привести пример. Кстати, 

пример – единственный. А прийти к 

нему можно так. Убедившись, что 

число 111 использовать не удаётся, 

берём x раз число 11(на это уйдёт 2х 

единиц) и ( )60 2х−  раз по 1. УравнеP

ние ( )11 60 2 150х х+ − =  имеет единP

ственное решение 10.х =  

б) Нет. Если использовать число 

111, то остаётся 77 единиц, а из них 

надо смастерить сумму 39. НевыP

полнимая задача. Пробуем испольP

зовать x раз число 11(на это уйдёт 

2х единиц) и ( )80 2х−  раз по 1. 

Уравнение ( )11 80 2 150х х+ − =  приP

водит нас к неразрешимому в натуP

ральных числах уравнению 9 70.х =  

Можно действовать иначе, замеP

тив, что натуральное число даёт тот 

же остаток от деления на 3, что и сумP

ма его цифр. Так как сумма восьмидеP

сяти единиц даёт остаток 2 от деления 

на 3, а 150 делится на 3 без остатка, 

ответ на второй вопрос «нет». 

в) Ясно, что использовать слаP

гаемые большие, чем 111, нельзя. 

Число 111 можно использовать 

только один раз, после чего до необP

ходимой суммы нужно набрать ещё 

39. Это можно сделать четырьмя 

способами, используя число 11 от 0 

до 3 раз. Это потребует соответстP

венно 42, 33, 24 и 15 единиц. 

Если не использовать 111, то, 

чтобы не превысить сумму 150, чисP

ло 11 можно использовать от 0 до 13 

раз (здесь 14 способов, в наших обоP

значениях, это 0 13х≤ ≤ ), добирая до 

150 единицами. В первом случае, без 

использования 11 (это 0),х =  150.n =  

 Далее, заменяя 11 единиц на 

число 11, мы каждый раз уменьшаP

ем количество используемых едиP

ниц, то есть число n, на 9. В резульP

тате, не используя число 111, мы 

получаем 14 возможных значений n: 

150, 141, 132, 123, 11, 105, 96, 87, 78, 

69, 60, 51, 42 и 33. Два последних 

значения (42 и 33) мы получали, исP

пользуя 111. Следовательно, n моP

жет принимать не 18, а 16 различP

ных значений.  

Ответ: а) да; б) нет; в) 150, 141, 

132, 123, 11, 105, 96, 87, 78, 69, 60, 51, 

42, 33, 24, 15. 
Во всех работах, сканы которых 

я видел, была именно эта задача. 

Сравните теперь московскую заP

дачу с той, что давалась выпускниP

кам, имеющим проблемы со здоP

ровьем. 

19.12. Вариант 991. 
Десять мальчиков и семь девочек 

пошли в лес за грибами. Известно, 

что любые две девочки набрали 

больше грибов, чем любые три мальP

чика, но любые пять мальчиков наP

брали больше грибов, чем любые три 

девочки. 

а) Может ли так случиться, что 

какаяPто девочка набрала грибов 

меньше, чем какойPнибудь мальчик? 
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б) Может ли так случиться, что 

количества найденных грибов у всех 

детей будет различным? 

в) Найдите минимальное возP

можное количество грибов, собранP

ное всеми детьми суммарно. 

Решение. 
а) Упорядочим количества гриP

бов, собранных мальчиками и девочP

ками:  

1 2 10...m m m≤ ≤ ≤  и 1 2 7... .d d d≤ ≤ ≤  

Предположим, что какаяPто деP

вочка набрала грибов меньше, чем 

какойPнибудь мальчик. Тогда, тем 

более, должно выполняться 1 10 .d m<  

Но тогда, сложив три следующих неP

равенства, получим противоречие 

1 2 8 9 10

3 4 5 6 7

10 1

,

,

d d m m m

d d m m m

m d

+ > + +
+ > + +

>
  

2 3 4 5 6 7 8 9 .d d d m m m m m+ + > + + + +  

б) Да, например, 1 214,m =  

2 10 1215,..., 223, 354,m m d= = =  

2 7355,..., 360.d d= =  

Встречались и другие примеры: 

1 2 10500, 501,..., 509,m m m= = =  

1 2 7200, 201,..., 206;d d d= = =  

или: 1 2 1091, 99,..., 100,m m m= = =   

1 2 7149, 150,..., 155.d d d= = =  

При поиске таких наборов в виде 

последовательных чисел помогут 

соотношения

1 2 8 9 10

1 2 3 4 5 5 6 7

1,

1

d d m m m

m m m m m d d d

+ ≥ + + +
+ + + + ≥ + + +

1 1

1 1

2 1 3 25,

5 10 3 16

d m

m d

+ ≥ +
⇔ ⇔

+ ≥ +
 

1 1

1 1

2 3 24,

5 3 6.

d m

m d

≥ +
⇔

≥ +
 

в) Мы выяснили, что количество 

найденных грибов у всех детей моP

жет быть различным. А что, если все 

im  равны между собой, и все id ? То 

есть 0im m=  и 0 .id d=  

Тогда
0 0

0 0

5 3 ,

2 3

m d

d m

>
> 0 0 09 6 10 .m d m< <  

Здесь минимальные возможные 

натуральные значения, это 0 5m =  и 

0 8.d =  

В этом случае дети суммарно соP

брали 106 грибов. Покажем, что это 

количество минимально возможное. 

Для этого докажем, что 1 5m ≥  и 

1 8.d ≥  

Умножив на 2 обе части неравенP

ства  1 2 3 4 5m m m m m+ + + + ≥  

5 6 7 1,d d d≥ + + +  получим 

( )1 1 2 3 4 52 2 2 2m m m m m m+ + + + + ≥  

≥ ( )5 6 72 2.d d d+ + +   

Правую часть оценим так: 

( )5 6 72 2d d d+ + +  ≥  ( )1 23 2,d d+ +  

а левую – так: 

1 2 3 4 52 2 2 2m m m m m+ + + + =
( ) ( )1 2 5 2 3 4m m m m m m= + + + + + +  

( )3 4 5 .m m m+ + +  

Так как ( )1 2 5m m m+ + +  

( ) ( )2 3 4 3 4 5m m m m m m+ + + + + + ≤  

≤ ( )1 23 3,d d+ −  

приходим к нужному результату: 

( )1 23 2d d+ + ≤ ( )5 6 72 2d d d+ + + ≤  

≤ ( )1 1 23 3m d d+ + − 1 5.m ≥  

Теперь докажем, что 1 8.d ≥  

Умножив на 5 обе части неравенP

ства 1 2 8 9 10 1,d d m m m+ ≥ + + +  полуP

чим 

( )1 1 24 5d d d+ + ≥ ( )8 9 105 5.m m m+ + +  

Правую часть оценим так: 

( )8 9 105 5m m m+ + + ≥  
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≥ ( )1 2 3 4 53 5,m m m m m+ + + + +  

а левую – так: ( )1 1 24 5d d d+ + ≤  

≤ ( )1 1 2 3 4 53 3.d m m m m m+ + + + + −  

Тогда 

( )1 1 2 3 4 53 3d m m m m m+ + + + + − ≥  

≥ ( )1 1 24 5d d d+ + ≥  

≥ ( )1 2 3 4 53 5,m m m m m+ + + + +  

Отсюда следует, что 1 8.d ≥  Что и 

требовалось доказать для обосноваP

ния того, что минимально возможное 

количество собранных грибов равно 

106. 

Ответ: а) нет; б) да; в) 106. 
19.13. В наборе 40 гирек весом 1, 

2, …, 40 грамм. Их разложили на две 

кучки так, что в каждой кучке есть 

хотя бы одна гиря. Потом из второй 

кучки переложили одну гирьку в 

первую кучку. В результате средняя 

масса гирьки в первой кучке увелиP

чилась ровно на один грамм.  

а) Могла ли первая кучка (до пеP

рекладывания) состоять из гирек с 

весами 6 г, 10 г, 14 г? 

б) Мог ли средний вес гирек в 

первой кучке до перекладывания 

равняться 8,5 граммов? 

в) Какое максимальное количеP

ство гирек могло быть первоначальP

но в первой кучке? 

Решение. 
а) Средняя масса этих трёх гирек 

равна 10 г, а после добавления 

четвёртой гирьки должна стать 11 г. 

Получается, что надо добавить 

гирьку массой 4 11 3 10 14.⋅ − ⋅ =  Но это 

невозможно, так как гирька в 14 г 

только одна, и она уже есть в наборе. 

б) Пусть в первой кучке m гирек, 

тогда их суммарная масса равна 

8,5m граммов. После добавления ещё 

одной гирьки с массой k граммов, 

средний вес гирек должен увелиP

читься на 1 г. Составим уравнение:

( )8,5 9,5 1m k m+ = +   9,5 .k m= −  

Это невозможно, так как k – натуP

ральное число. 

в) Пусть в первой кучке m гирек, 

их средняя масса равна x граммов (x 

может и не быть натуральным чисP

лом), к ним добавили ещё одну гирьP

ку с массой k граммов. Составляем 

уравнение, аналогичное тому, что 

было в предыдущем пункте. 

( )( )1 1xm k x m+ = + +  

1 40.k x m= + + ≤  

Так как 1 2 ...xm m≥ + + +
( )1

2

m m +
=

( )1
.

2

m
x

+
≥  

Тогда 
( ) ( )1

1 40
2

m
m k

+
+ + ≤ ≤

( )3 1
40

2

m +
≤ 77 2

25
3 3

m ≤ =  

25.m ≤  

Покажем, что m может равнятьP

ся 25. Действительно, если в первой 

группе первоначально находилось 

25 гирек массой 1, 2, …, 25 грамм (их 

средняя масса равна 13 г), то после 

добавления гирьки массой 39 г, 

средняя масса 26 гирек стала равной 

14 граммов. 

Ответ: а) нет; б) нет; в) 25. 
Завершаем обзор девятнадцатых 

заданий 2020 года рассмотрением 

двух задач из варианов резервного 

дня (25.07.2020). В этот день, по 

установленным правилам, ЕГЭ смоP

гут сдать только те участники, котоP

рые не смогли, по уважительным 

причинам, принять участие в экзаP

менах в дни основного периода.  
19.14. По кругу стоят несколько 

детей, среди которых есть хотя бы 2 

мальчика и, хотя бы две девочки. У 

каждого из детей есть натуральное 
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количество конфет. У любых двух 

мальчиков одинаковое количество 

конфет, а у любых двух девочек – 

разное. По команде каждый отдал 

соседу справа четверть своих конP

фет. После этого у любых двух 

мальчиков стало разное количество 

конфет, а у любых двух девочек – 

одинаковое. Известно, что каждый 

отдал натуральное число конфет. 

а) Возможно ли, что мальчиков 

было столько же, сколько и девочек? 

б) Может ли мальчиков быть 

больше, чем девочек? 

в) Пусть девочек вдвое больше, 

чем мальчиков. Может ли у всех деP

тей суммарно быть 328 конфет? 

Решение. 
а) Здесь достаточно привести 

пример для двух мальчиков и двух 

девочек. 

В опубликованном решении приP

водится такой: «Пусть у детей было 

16, 16, 4, 8 конфет соответственно (у 

двух мальчиков было по 16 конфет), 

а стало 14, 16, 7, 7. Тогда условие заP

дачи выполнено». В приведённом 

примере можно обратить внимание 

на две детали. ВоPпервых, мальчики 

стоят рядом друг с другом, как, в 

прочем, и девочки. ВоPвторых, у каP

ждого мальчика первоначально 

больше конфет, чем у любой девочP

ки. Второе может и не выполняться, 

вот мой пример: «Пусть у детей быP

ло 4, 4, 16, 12 конфет соответственно 

(у двух мальчиков было по 4 конфеP

ты), а стало 6, 4, 13, 13. Тогда условие 

задачи выполнено». А вот то, что 

мальчики должны стоять рядом, саP

мое важное в этой задаче. В противP

ном случае каждый из них передаст 

стоящей справа от него девочке одно 

и тоже количество конфет, а эти деP

вочки передадут стоящим справа – 

разные количества, так как первоP

начально у них было разное количеP

ство конфет. В результате у этих 

двух девочек не станет конфет поP

ровну. 

б) Мы только что установили, 

что среди детей, стоящих по кругу, 

не должно быть даже двух мальчиP

ков, передающих четверть своих 

конфет девочкам. Следовательно, 

все мальчики должны стоять рядом, 

компактно. Но если их больше, чем 

двое, то у тех, слева от которых стоP

ит мальчик, количества конфет не 

изменятся, а они должны стать разP

личными у всех. Значит, мальчиков 

только двое. А по условию девочек 

не меньше двух. Следовательно, 

мальчиков не может быть больше, 

чем девочек. 

в) Если девочек вдвое больше, 

чем мальчиков, то их четверо, а всеP

го по кругу стоят шестеро детей. 

Может ли у всех детей суммарно 

быть 328 конфет? Очень неприятный 

вопрос. Надо или искатьPподбирать 

пример, или искать противоречие. 

Чем лучше заняться? В условиях 

экзамена это очень трудный выбор. 

Даже зная, что ответ в этом пункте 

«да», как найти единственный приP

мер, когда у детей было 112, 112, 4, 

40, 28, 32 конфеты соответственно (у 

двух мальчиков было по 112 конP

фет), а стало 92, 112, 31, 31, 31, 31? 

Понятно, что объяснять, как это поP

лучилось, в решении не надо, но 

ведь нам это интересно!  

Я сделал это так. Пусть у мальP

чиков, стоящих рядом, по 4x конфет, 

а у первой девочки – 4а. У первого 

мальчика станет ( )3х y+  конфет, у 

второго – 4х (х конфет отдаст, х поP

лучит), у первой девочки: ( )3 .а х+
Таким же станет количество конфет 

и у трёх других девочек.  
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Вторая девочка получит от перP

вой девочки a конфет, следовательP

но, остальные ( )2а х+ – это три четP

верти того, что у неё было первонаP

чально. Следовательно, она передаст 

третьей девочке 
( )2

3

а х+
 конфет. 

Рассуждая также, понимаем, что 

третья девочка получила от второй 

( )2

3

а х+
 конфет, а передала четвёрP

той  ( )1 2
3 .

3 3

a x
а х

++ −  

Четвёртая девочка получила от 

третьей ( )1 2
3

3 3

a x
а х

++ −  конфет, 

а передала первому мальчику 

( ) ( )1 1 2
3 3

3 3 3

a x
y а х а х

+= + − + − =

( ) ( )2 1
3 2

9 27
а х а х= + + +  конфет. 

Получаем уравнение 

 ( ) ( )3 4 4 3 328.x y x a x+ + + + =  

Подставляем в него 

 ( ) ( )2 1
3 2 ,

9 27
у а х а х= + + +  и после 

упрощений решаем в натуральных 

числах уравнение 76 2214 86х а= −  

2214 86

76

а
х

−⇔ = ⇔ ( )10 1
29 .

76

а
х а

−
= − +  

Здесь единственное решение в 

натуральных числах, это

( ) ( ); 28;1 ,х а =  оно даёт нам набор 112, 

112, 4, 40, 28, 32. Есть ли другой 

путь? Я не знаю. 

Ответ: а) да; б) нет; в) да. 
В последней задаче интересен 

третий вопрос, а первые два мне не 

очень нравятся. Но в резервный день 

можно предложить и такую задачу. 

Пусть выпускники – 2021 изучают её! 

19.15. По кругу стоят несколько 

детей, среди которых есть хотя бы 2 

мальчика и, хотя бы две девочки. У 

каждого из детей есть натуральное 

количество конфет. У любых двух 

мальчиков одинаковое количество 

конфет, а у любых двух девочек – 

разное. По команде каждый отдал 

соседу справа одну третью, или одну 

четвёртую часть своих конфет. ПоP

сле этого у любых двух мальчиков 

стало разное количество конфет, а у 

любых двух девочек – одинаковое. 

Известно, что каждый отдал натуP

ральное число конфет. 

а) Возможно ли, что мальчиков 

было столько же, сколько и девочек? 

б) Могло ли быть ровно 4 мальP

чика? 

в) Могло ли быть ровно 10 мальP

чиков? 

Решение. 
а) Не очень понятно, достаточно 

ли здесь привести пример для двух 

мальчиков и двух девочек, что был 

приведён в задаче 19.14? Или всё же 

надо, чтобы обязательно была и 

передача одной трети конфет? Во 

всяком случае, в опубликованном 

решении приводится пример, в 

котором мальчики и девочки стоят 

чередуясь, у мальчиков по 36 

конфет, а у девочек 12 и 16. Заметим, 

что все эти числа делятся и на 3, и на 

4. Из названных количеств 36, 12, 36, 

16 можно получить 28, 21, 30, 21. 

Конечно, надо показать, как: 

36 12 4 28;− + =  12 3 12 21;− + =  

36 9 3 30;− + =  16 4 9 21.− + =  

б) Вот решение: «Да. Например, 

было 4 мальчика, у каждого по 12 

конфет, и две девочки, а стояли они 

так: 12, 12, 33, 12, 12, 28. После переP

дачи конфет у них стало 15, 13, 25, 

20, 11, 25 конфет, и все условия выP

полнены». 
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в) Вопрос на принцип Дирихле. 

Допустим, что это возможно. Тогда 

по принципу Дирихле не менее пяти 

мальчиков из десяти отдали одинаP

ковое количество конфет (либо одну 

третью, или одну четвёртую часть 

своих конфет).  

Теперь рассмотрим тех, кто эти 

конфеты получил, то есть их блиP

жайших соседей справа. Их пятеро. 

Как минимум трое из них одного поP

ла, и не менее двух из этих троих 

отдают одинаковую часть своих 

конфет соседу (или соседке) справа.  

Эти двое из трёх передающих не 

могут быть мальчиками, так как они 

получили одинаковое количество 

конфет, и отдали одинаковое (не обяP

зательно равное тому количеству, 

которое получили). Значит, у этих 

двух мальчиков опять стало одинаP

ковое количество конфет (не обязаP

тельно равное первоначальному). 

Но эти двое из трёх не могут быть 

и девочками, так как они получили 

одинаковое количество конфет, а отP

дали одинаковые части от своих перP

воначальных (не равных между соP

бой) количеств. Следовательно, у них 

не может получиться равного колиP

чества конфет. Ответ здесь «нет». 

Ответ: а) да; б) да; в) нет. 
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Калейдоскоп Калейдоскоп Калейдоскоп

Команда из МФТИ стала победителем 
Международного турнира физиков

 26 и 27 сентября состоялись состязания 

Международного турнира физиков (IPT), ко-

торый в этом году проходил виртуально: из-

начально мероприятие планировалось про-

вести в Варшаве. В соревновании участвова-

ли студенты университетов из 10 стран.

В ходе отборочных боев команда из Рос-

сии играла против сборных Пакистана, Ко-

лумбии и Франции, а в финальном бое — с 

Украиной и США. По итогам турнира россий-

ская команда, состоявшая из студентов 

МФТИ, заняла первое место. В последний раз 

Россия одержала победу на IPT в 2012 году. 

«Готовиться к соревнованиям мы начали еще летом 2019 года, но весной мно-
гие мероприятия были перенесены в дистанционный формат, что повлияло на 
подготовку, так как корпуса были закрыты, а участники находились в разных 
местах. Само соревнование перенесли на осень и организовали дистанционный 
формат, который сначала казался непривычным, было сложнее чувствовать 
соперника, оценивать ситуацию. Несмотря на трудности, ребята проявили 
себя очень хорошо и в подготовке, и на самих боях. В финале мы выбрали задачу 
“Кумулятивная пушка”, для решения которой провели моделирование и серию 
экспериментов, теоретически обосновали решение и сделали саму установку», 

— комментирует капитан команды, студент 2 курса ЛФИ Иван Полоник.

Источник информации: https://mipt.ru/news


